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Vorwort 

Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  haben 
die  Mathematiker  in  den  letzten  Jahrzehnten  so  lebhaft  beschäftigt, 
dafs  es  angemessen  erscheint,  eine  orientierende  Zusammenstellung 
der  bisher  gewonnenen  Resultate  zu  geben.  Zwar  sind  die  Forsch- 
ungen keineswegs  zum  Abschlufs  gelangt;  auch  läfst  sich  im  ein- 
zelnen noch  nicht  übersehen,  wie  sich  ein  Glied  an  das  andere 
anfügt,  um  ein  sicheres  Fundament  zu  liefern.  Aber  es  sind 
bereits  so  viele  Vorfragen  erledigt,  dafs  die  endgültige  Lösung 
für  eine  nicht  zu  ferne  Zeit  erwartet  werden  mufs;  und  dieser 
Zeitpunkt  wird  um  so  früher  eintreten,  je  mehr  die  Forscher  allen 
in  Betracht  kommenden  Punkten  ihre  Aufmerksamkeit  zuwenden. 
Es  würde  aber  verkehrt  sein,  wollte  man  versuchen,  von  wenigen 
Prinzipien  aus  die  Wissenschaft  systematisch  aufzubauen.  Denn 
abgesehen  davon,  dafs  ein  solches  Verfahren  augenblicklich  noch 
nicht  möglich  ist,  da  sich  Lücken  zeigen,  die  vorläufig  nicht  aus- 
gefüllt werden  können,  bietet  es  dem  Anfänger  aufserordentliche 
Schwierigkeiten,  ohne  ihm  das  volle  Verständnis  zu  ermöglichen. 
Dagegen  wird  es  nach  jeder  Richtung  hin  am  besten  sein,  eine 
Reihe  Einzelfragen  allseitig  zu  beleuchten  und  die  Folgerungen, 
die  sich  aus  ihrer  Beantwortung  ergeben,  zum  Schlufs  zu  einem 
einzigen  System  zu  vereinigen. 

Der  vorliegende  erste  Band  behandelt  diejenigen  Raumformen, 
die  mit  der  Erfahrung  vereinbar  sind,  und  überträgt  ihre  Theorie 
auf  eine  beliebige  Zahl  von  Dimensionen.  Dabei  zeigt  sich,  dafs 
für  jede  Zahl  von  Dimensionen  zwei  Fragen  gesondert  beantwortet 
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werden  müssen,  nämlich  erstens:  Welche  Eigenschaften  hat  ein 
endliches  Gebiet  des  Raumes?  und  zweitens:  Welche  Gesetze 
gelten  für  den  Raum  als  Ganzes?  Mit  der  Beantwortung  der 
ersten  Frage  beschäftigen  sich  die  beiden  ersten  Abschnitte  für 
den  dreidimensionalen  Raum.  Erst  der  vierte  Abschnitt  beant- 
wortet die  Frage,  wie  der  Raum  als  Ganzes  beschaffen  sei,  wofern 
in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle  die  in  den  ersten  Abschnitten 
gefundenen  Gesetze  gelten.  Dazwischen  schiebt  sich  als  dritter 
Teil  ein  Überblick  über  den  mehrdimensionalen  Raum.  Man  wird 
es  vielleicht  tadeln,  dafs  ich  nicht  die  Entwicklungen  des  vierten 
Abschnitts  auf  drei  Dimensionen  beschränkt  und  diese  an  den 
zweiten  Abschnitt  angeschlossen  habe.  Ich  selbst  habe  lange 
geschwankt  und  endlich  geglaubt,  der  hier  befolgten  Anordnung 
den  Vorzug  geben  zu  sollen. 

Damit  mein  Buch  seinen  Hauptzweck  vollständig  erreichen 
kann,  mufste  ich  jede  einzelne  Raumform  so  weit  charakterisieren, 
dafs  ihre  wichtigsten  Eigenschaften  klar  zu  Tage  treten.  Dadurch 
ist  der  vorliegende  Band  zugleich  ein  Lehrbuch  der  nicht- eukli- 
dischen Raumformen  geworden.  Natürlich  durfte  ich  eine  volle 
Erschöpfung  nicht  anstreben,  wenn  das  Werk  nicht  übermäfsig 
anwachsen  sollte.  Wer  sich  mit  den  hier  nicht  erwähnten  Eigen- 
schaften bekannt  machen  will,  kann  sich  leicht  selbst  unterrichten. 
Für  diesen  Zweck  möchte  ich  vor  allem  raten,  auf  die  Original- 
Arbeiten  zurückzugehen;  wer  das  weniger  liebt,  möge  für  den 
dreidimensionalen  Raum  das  bekannte  Werk  des  Herrn  Frischauf, 
für  den  mehrdimensionalen  etwa  meine  »nicht-euklidischen  Raum- 
formen« wählen. 

Für  ein  Gebiet,  wie  das  hier  behandelte,  wo  so  manche  vor- 
gefafste  Meinung  beseitigt  werden  mufs,  erachte  ich  es  für  äufserst 
wichtig,  dafs  jede  prinzipielle  Frage  von  den  verschiedensten  Seiten 
aus  beleuchtet  wird.  Deshalb  findet  man  für  jeden  fundamentalen 
Satz  mehrere  von  einander  unabhängige  Beweise.  So  begründe 
ich  im  ersten  Abschnitt  die  Lobatschewskysche,  Riemannsche  und 
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Kleinsche  Raumform  zuerst  unter  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung, dafs  alle  geraden  Linien  auch  als  Ganze  einander  kon- 
gruent sind.  Zwar  zeigt  sich  später,  dafs  diese  Annahme  nicht 
notwendig  ist  und  für  manche  Raumformen  nicht  gilt;  aber  die 
Erleichterung,  welche  aus  ihrer  Benutzung  erwächst,  ist  so  be- 
deutend, dafs  man  anfangs  nur  ungern  darauf  verzichten  wird. 
Sobald  dann  der  Leser  durch  den  vierten  Abschnitt  auf  das  Will- 
kürliche dieser  Annahme  aufmerksam  gemacht  ist,  erkennt  er 
auch,  an  welche  Stelle  diese  Partieen  in  einem  systematischen 
Aufbau  gesetzt  werden  müssen.  Schon  im  ersten  Abschnitt  finden 
sich  aber  zwei  Herleitungen,  die  von  jener  Annahme  durchaus 
unabhängig  sind.  Während  diese  beiden  Beweise  unendlich  kleine 
Gebilde  benutzen,  fügt  der  zweite  Abschnitt  neue  Beweise  hinzu, 
die  vor  jenen  manche  Vorzüge  besitzen,  da  mittlerweile  die  Pro- 
jektivität  selbständig  hat  begründet  werden  können.  Ebenso  giebt 
der  letzte  Abschnitt  drei  verschiedene  Wege  an,  die  geeignet  sind, 
zu  den  ClifFord-Kleinschen  Raumformen  zu  führen. 

Natürlich  habe  ich  mich  nach  Kräften  bemüht,  dem  Anfänger 
das  Eindringen  in  die  neuen  Theorieen  soweit  zu  erleichtern,  als 
es  die  in  der  Sache  liegenden  Schwierigkeiten  gestatten.  Dagegen 
habe  ich  es  mir  durchaus  versagt,  philosophische  Fragen  zu  be- 
rühren. Gewifs  hätte  mein  Buch  an  Interesse  gewonnen,  wenn 
ich  mir  diese  Beschränkung  nicht  auferlegt  hätte;  aber  derartige 
Fragen  gehören  ihrer  Natur  nach  nicht  in  den  Gang,  sondern 
an  das  Ende  der  Entwicklung. 

Der  zweite  Band,  der  sich  mit  den  Grundbegriffen  der  Geo- 
metrie befafst  und  manche  im  ersten  Bande  nur  angeregte  Frage 
zum  Abschlufs  bringt,  ist  zum  gröfsten  Teile  bereits  seit  längerer 
Zeit  fertig  gestellt  und  wird  hoffentlich  bald   erscheinen  können. 

Während  der  Bearbeitung  des  Buches  sind  zwei  Werke  er- 
schienen, die  einen  ähnlichen  Zweck  verfolgen.  Herr  Lindemann 
hat  im  zweiten  Bande  seines  Werkes  über  Geometrie,  das  er 
im  Anschlufs  an  die  Vorlesungen  von  Clebsch  bearbeitet  hat,  den 
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Grundlagen  der  Geometrie  einen  längern  Abschnitt  gewidmet. 
So  sehr  ich  mich  freue,  in  allen  wesentlichen  Punkten  mit  diesem 
Gelehrten  übereinzustimmen,  erachte  ich  doch  neben  der  seinigen 
eine  eingehendere  Darlegung  für  notwendig.  Dagegen  weicht 
das  Werk  des  Herrn  Veronese:  J  fondamenti  della  Geometria, 
in  seiner  ganzen  Anlage  so  sehr  von  dem  meinigen  ab,  dafs  ich 
kein  Bedenken  trage,  auch  nach  dem  Erscheinen  dieses  Werkes 
mein  Buch  der  Öffentlichkeit  zu  übergeben. 

Es  trifft  sich  sehr  schön,  dafs  der  vorliegende  Band  gerade 
zum  hundertjährigen  Geburtstage  Lobatschew^skys  erscheinen  kann. 
Da  ist  es  doppelte  Pflicht,  dankbar  der  Verdienste  des  grofsen 
Geometers  zu  gedenken,  der  beinahe  gleichzeitig  mit  Gaufs  auf 
diesem  Gebiete  gearbeitet  und  der  zuerst  die  Ergebnisse  anhal- 
tender Forschung  in  zahlreichen  Schriften  bekannt  gegeben  hat. 

Münster  i.  W.,  den  1.  September  1893. 

Der  Verfasser. 
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§1- 

Das  sogenannte  elfte  Axiom  Euklids. 

In  dem  berühmtesten  Lehrbuch  der  Geometrie,  den  Ele- 
menten Euklids,^)  werden  den  Lehrsätzen  und  Konstruktionen 
die  notwendigsten  Definitionen,  Axiome  und  Postulate  voraus- 
geschickt Die  Definitionen  {oqoi)  betreffen  Punkt,  Linie,  Fläche, 
Gerade,  Ebene,  Kreis,  Winkel,  Dreieck  und  Viereck;  als  Axiome 
(xoival  Ivvoion)  werden  die  allgemeinen  Gröfsensätze  hingestellt. 
Daran  schliefsen  sich  die  Postulate  {cdnjfiara),  welche  uns  hier 
besonders  interessieren  und  deshalb  in  wörtlicher  Übersetzung 
mitgeteilt  werden  sollen.    Es  sind  folgende  fünf: 

1.  Es  wird  gefordert,  dafs  man  von  einem  beliebigen  Punkte 
nach  einem  beliebigen  andern  Punkte  eine  gerade  Linie  ziehen 
könne, 

2.  und  dafs  eine  begrenzte  gerade  Linie  in  ihrer  Richtung 
unbegrenzt  verlängert  werden  könne, 

3.  und  dafs  um  einen  beliebigen  Mittelpunkt  und  mit  einem 
beliebigen  Radius  ein  Kreis  beschrieben  werden  könne, 

4.  und  dafs  alle  rechten  Winkel  einander  gleich  seien, 

5.  und  dafs,  wenn  eine  gerade  Linie  zwei  gerade  Linien 
s-chneidet  und  die  Summe  der  Innern  an  derselben  Seite  liegenden 
Winkel  kleiner  ist  als  zwei  Rechte,  die  beiden  Geraden,  wofern 
sie  ins  Unendliche  verlängert  werden,  auf  derjenigen  Seite  zu- 
sammenstofsen,  auf  welcher  die  Winkel  kleiner  sind  als  zwei 
Rechte. 
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/•%  •  Hier  mufe  zunächst  auflfallen,  dafs  die  beiden  letzten  Postulate 
•.ihrem  Inhalt  nach  von  den  drei  ersten  wesentlich  verschieden 
'.,  sind:  die  ersteren  betreffen  die  Möglichkeit  gewisser  Konstruk- 
,,  /  tionen,  die  letzteren  stellen  eigentliche  Behauptungen  auf.  Man 
hat  denn  auch  in  späterer  Zeit  diese  beiden  Postulate  den  xoivdi 
Jhvoiai  hinzugefügt  und  speziell  das  ahfjfia  i  als  elftes  Axiom 
bezeichnet.  Aber  seit  langem  hat  man  es  als  einen  Mangel  em- 
pfunden, dafs  dieser  Satz  ohne  Beweis  in  den  Anfang  der  Geo- 
metrie gesetzt  ist.  Zum  eigentlichen  Axiom  ist  derselbe  eben  zu 
speziell:  zwei  gerade  Linien,  in  derselben  Ebene  gelegen  und  von 
einer  dritten  Geraden  geschnitten  —  warum,  so  mufs  man  fragen, 
kommt  es  da  auf  die  Winkelsumme  an?  Wer  bei  Euklid  selbst 
die  Antwort  auf  diese  Frage  sucht,  mufs  recht  lange  warten.  In 
den  sechsundzwanzig  ersten  Sätzen  wird  auf  dieses  ahf/fia  kei- 
nerlei Rücksicht  genommen.  Erst  die  Propositio  27  beweist 
den  Satz:  Wenn  zwei  Gerade  von  einer  dritten  so  geschnitten 
werden,  dafs  die  Wechselwinkel  gleich  sind,  so  sind  die  Geraden 
parallel.  Daraus  schliefst  Propositio  28,  dafs  auch  dann  die  Ge- 
raden parallel  sind,  wenn  die  innem,  an  derselben  Seite  der 
schneidenden  Geraden  liegenden  Winkel  zwei  Rechte  betragen. 
Endlich  bringt  Propos.  29  den  Satz:  »Wenn  zwei  parallele  Linien 
von  derselben  Geraden  geschnitten  werden,  so  sind  die  Wechsel- 
winkel gleich  u.  s.  w.«,  und  beim  Beweise  gebraucht  Euklid  sein 
ahfjfia  iy  um  es  sodann  an  keiner  späteren  Stelle  wieder  zu  be- 
nutzen. Somit  hat  Euklid  einfach  die  Umkehrung  eines  gewissen 
Satzes  (Prop.  28)  als  Forderung  ohne  Beweis  an  die  Spitze  gestellt. 
Dafs  ein  solches  Verfahren  mangelhaft  ist,  kann  keinem  Zweifel 
unterliegen. 

Andererseits  gehört  aber  die  29.  Proposition,  bei  deren  Beweis 
das  fragliche  Postulat  benutzt  wird,  zu  den  fundamentalsten  Sätzen 
im  ganzen  Lehrgebäude  Euklids.  Die  Lehre  von  der  Gleich- 
flächigkeit  und  der  Ähnlichkeit  ebener  Figuren,  der  pythagoreische 
Lehrsatz  und  die  gesamte  rechnende  Geometrie,  damit  auch  die 
(allerdings  erst  lange  nach  Euklids  Zeiten  vollständig  entwickelte) 
Trigonometrie,  endlich  auch  der  gröfste  Teil  der  Stereometrie 
stützen  sich  auf  die  Parallelentheorie,  also  auf  den  genannten 
Lehrsatz.  Somit  entbehren  alle  diese  Teile  einer  wirklich  befrie- 
digenden Grundlage.  Demnach  mufs  die  Frage  aufgeworfen  werden, 
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ob  nicht  vielleicht  das  elfte  Axiom  als  Folge  aus  den  übrigen 
Voraussetzungen  Euklids  bewiesen  werden  könne,  oder  ob  es 
nicht  durch  einen  andern  Grundsatz  ersetzt  werden  kann,  der 
diesen  Namen  auch  wirklich  verdient. 

Es  mufs  unsere  erste  Aufgabe  sein,  die  bisher  zu  diesem 
Zwecke  gemachten  Versuche  zu  prüfen. 

§^- 

Andere  Formen  des  Axioms. 

In  Euklids  System  kommt  alles  darauf  an  zu  zeigen,  dafs 
durch  jeden  Punkt  nur  eine  einzige  Parallele  zu  einer  gegebenen 
Geraden  gezogen  werden  kann.  Man  hat  daher  mehrfach  diesen 
Satz  selbst  geradezu  als  Axiom  hingestellt.  Aber  alsdann  hat  die 
Theorie  wiederum  keine  genügende  Grundlage,  und  die  Mängel 
des  Verfahrens  sind  ungeändert  geblieben. 

Zuweilen  hat  man  auch  folgenden  Satz  für  selbstverständlich 
ausgegeben:  Zwei  Gerade,  welche  derselben  dritten  parallel  sind, 
sind  auch  einander  parallel.  Dieser  Satz  kann  seine  Beliebtheit 
wohl  nur  der  äufsern  Ähnlichkeit  mit  dem  Satze  verdanken:  Zwei 
Gröfsen,  welche  derselben  dritten  gleich  sind,  sind  einander  gleich. 
Aber  es  mufs  schon  auffallen,  dafs  der  entsprechende  Satz  in  der 
Stereometrie  allgemein  bewiesen  wird,  was  zu  der  Eigenschaft 
eines  Grundsatzes  wenig  pafst.  Selbst  jene  Ähnlichkeit  fällt  aber 
vollständig  weg,  sobald  man  das  Wort  »parallel«  durch  den  darin 
liegenden  Begriff  ersetzt.  Dann  erhält  der  Satz  etwa  folgende 
Fassung : 

Liegen  drei  Gerade  in  derselben  Ebene  und  >verden  zwei 
unter  ihnen  von  der  dritten  nicht  geschnitten,  so  schneiden  sie 
auch  einander  nicht. 

Bei  diesem  Ausspruch  wird  man  unbedingt  einen  Beweis 
verlangen,  und  man  mufs  gestehen,  dafs  man,  solange  dieser 
Beweis  nicht  geliefen  ward,  nicht  weiter  gekommen  ist,  als  mit 
der  Voraussetzung  Euklids. 

Nicht  so  deutlich,  wie  bei  den  beiden  angegebenen  Versuchen, 
tritt  die  Mangelhaftigkeit  zu  Tage,  wenn  man  folgendes  Axiom 
aufstellt: 

Durch  jeden  Punkt  innerhalb  eines  ebenen  Winkelfeldes  kann 
man  eine  gerade  Linie  ziehen,  welche  beide  Schenkel  schneidet. 
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Sobald  man  die  Möglichkeit  einer  einzigen  solchen  Linie 
voraussetzt,  kann  man  nachweisen,  dafs  es  noch  beliebig  viele 
andere  Linien  mit  derselben  Eigenschaft  giebt.  Hierbei  ist  ferner 
zu  bemerken,  was  allerdings  an  dieser  Stelle  nicht  bewiesen  werden 
soll,  dafs  es  genügt,  die  Voraussetzung  für  einen  beliebig  kleinen 
Winkel  zu  machen.  Zeichnet  man  aber  in  eine  Zeichenebene, 
wie  sie  uns  zu  Gebote  steht,  einen  Winkel  und  entfernt  sich  im 
Winkelfelde  recht  weit  vom  Scheitel,  so  wird  man  stets  nicht 
nur  eine,  sondern  beliebig  viele  gerade  Linien  ziehen  können, 
von  denen  beide  Schenkel  getroffen  werden.  Aber  für  unsere 
Zeichnungen  stehen  uns  immer  nur  gar  zu  kleine  Flächen  zur 
Verfügung;  wollten  wir  den  Punkt  in  der  Entfernung  von  Mil- 
lionen Meilen  vom  Scheitel  annehmen,  so  könnten  wir  es  keines- 
wegs als  unbedingt  sicher  annehmen,  dafs  der  Satz  noch  richtig 
ist.  Demnach  kann  dieser  Satz  nicht  einmal  als  durch  die  Er- 
fahrung bewiesen  angesehen  werden. 

Es  ist  überhaupt  ein  Mangel  der  in  diesem  Paragraphen  an- 
gegebenen Versuche,  denen  sich  noch  manche  ähnliche  anreihen 
liefsen,  dafs  uns  keine  Erfahrung  über  ihre  unbedingte  Richtigkeit 
Aufschlufs  giebt.  Andererseits  eignen  sie  sich  alle  auch  ihrer  äufsern 
Form  nach  nicht  zu  Grundsätzen;  sie  bezeichnen  also  jedenfalls 
keinen  wesentlichen  Fonschritt  gegenüber  dem  von  Euklid  ein- 
geschlagenen Verfahren. 

Scheinbar  fehlerlos  ist  folgende  Voraussetzung: 

Eine  Gröfse  kann  nicht  ganz  in  einer  kleineren  Gröfse  ent- 
halten sein. 

Wenn  wir  diesen  Satz  ganz  allgemein  als  richtig  annehmen, 
so  läfet  sich  leicht  zeigen,  dafs  durch  jeden  Punkt  nur  eine  ein- 
zige Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden  gezogen  werden  kann. 
Angenommen  nämlich,  durch  den  Punkt  P  gingen  zwei  verschie- 
dene Gerade,  welche  eine  in  derselben  Ebene  liegende  Gerade  AB 
nicht  schnitten,  so  liefsen  sich  auf  den  durch  P  gezogenen  Ge- 
raden zwei  Richtungen  PM  und  PN  so  bestimmen,  dafs  für  einen 
auf  AB  gewählten  Punkt  C  der  gestreckte  Winkel  AGB  inner- 
halb des  Winkels  MPN  fiele,  der  kleiner  ist  als  zwei  Rechte. 

Aber  auch  diese  Behandlung  ist  fehlerhaft.  Der  Satz  gilt 
ohne  jeden  Zweifel  für  allseitig  begrenzte  Gröfsen;  aber  man  darf 
ihn  keineswegs   von  vorn  herein  auf  unendliche  Gröfsen  über- 
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tragen.  Mit  demselben  Rechte  könnte  man  annehmen,  das  Axiom 
Euklids :  Der  Teil  ist  stets  kleiner  als  das  Ganze,  mufs  allgemein 
richtig  sein.  Dies  Axiom  gilt  aber  selbst  bei  Euklid  nicht  allgemein. 
Um  das  zu  erkennen,  lasse  man  in  einer  Geraden  die  Punkte 
A,  B,  C  der  Reihe  nach  auf  einander  folgen;  durch  A  sei  ein 
beliebiger  Strahl  AD  und  durch  B  sei  BE  gleichgerichtet  mit  AD 
gezogen;  dann  sind  die  Winkel  DAG  und  EBG  gleich,  obgleich 
der  letztere  nur  einen  Teil  des  ersteren  bildet.  Wenn  man  nun 
auch  wohl  sagen  kann,  der  Unterschied  beider  Gröfsen,  nämlich 
dei*  Streifen  DABE  müsse  im  Vergleich  zu  den  beiden  Winkel- 
feldern als  null  bezeichnet  werden,  so  zeigt  sich  hieran  schon, 
daCs  für  unendliche  Gebilde  ganz  andere  Gesetze  gelten,  als  für 
allseitig  begrenzte. 

In  der  That,  wollte  man  die  Erwägungen,  aus  denen  die 
gemachte  Voraussetzung  hervorgegangen  ist,  auf  die  Analysis  an- 
wenden, so  würde  man  zu  grofsen  Irrtümern  geführt  werden. 
Darauf  brauchen  wir  aber  hier  nicht  einzugehen.  Nimmt  man 
nämlich  auch  den  obigen  Satz  für  die  Ebene  als  richtig  an,  so 
giebt  es  jedenfalls  Flächen,  für  welche  er  nicht  mehr  richtig  ist. 
Auf  diese  Flächen  werden  wir  im  §  ^)  eingehen  und  dann  zeigen, 
dafs  es  gar  nicht  gestattet  ist,  die  fragliche  Eigenschaft  für  un- 
endliche Gröfsen  allgemein  als  richtig  vorauszusetzen.*) 

Die  Biohtung  der  Geraden. 

Wir  gehen  dazu  über,  ein  Beweisverfahren  zu  prüfen,  welches 
den  Versuch  macht,  die  Parallelentheorie  auf  den  Begriff  der 
Richtung  zu  gründen.  Man  sagt  etwa:  Eine  gerade  Linie  ist 
bestimmt  durch  den  Anfangspunkt  und  die  Richtung ;  zwei  gerade 
Linien,  welche  dieselbe  Richtung,  aber  verschiedenen  Anfangspunkt 
haben,  heifsen  parallel;  der  Winkel  mifst  den  Richtungsunterschied 
zweier  Geraden;  folglich  sind  die  beiden  Winkel  gleich,  welche 
zwei  Parallele  mit  derselben  geraden  Linie  bilden. 

Dieser  Gedanke  dürfte  von  Leibnitz  herrühren,  der  ihn  meines 
Wissens  zuerst  in  seinen  Studien  über  die  Grundlagen  der  Geo- 
metrie entwickelt.  Jedoch  ist  dies  Verfahren  mangelhafter  als  das 
von  Euklid  eingeschlagene,  da  man  hier  die  Schwierigkeit  ver- 
schleiert, während  sie  von  Euklid  offen  ausgesprochen  wird. 
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Soll  denn  der  BegriflF  der  Richtung  ein  Grundbegriff  oder 
ein  abgeleiteter  sein?  Nach  den  Lehrbüchern,  in  denen  diese 
Methode  angewandt  wird,  scheint  er  als  Grundbegriff  angesehen 
zu  werden,  da  jede  Definition  fehlt.  Indessen  mufs  man  dann 
doch  zum  mindesten  wissen,  woran  man  gleiche  und  ungleiche 
Richtung  erkennt.  Hierauf  fehlt  jede  Antwort.  Vielfach  gründet 
man  den  Begriff  des  Winkels  auf  den  des  Richtungsunterschiedes, 
aber  dann  kann  man  nicht  angeben,  wann  Richtungsunterschiede 
gleich  oder  ungleich  sind.  Somit  wird  hier  ein  Wort  eingeführt, 
dem  man  erst  dann  einen  Inhalt  geben  kann ,  wenn  man  'die 
gesamte  Parallelentheorie  bereits  voraussetzt. 

Nun  kann  man  auch,  da  man  doch  den  Begriff  des  Winkels 
nicht  entbehren  kann,  eine  Definition  von  gleicher  und  ungleicher 
Richtung  aufzustellen  versuchen.  Diejenige,  welche  der  hier  be- 
liebten Anschauung  zu  Grunde  liegt,  kann  etwa  so  ausgesprochen 
werden:  Zwei  Geraden  haben  gleiche  oder  ungleiche  Richtung, 
wenn  sie  mit  einer  beide  schneidenden  Geraden  gleiche  oder 
ungleiche  Winkel  bilden.  Aber  diese  Definition  ist  unerlaubt, 
solange  die  Parallelentheorie  nicht  erwiesen  ist;  man  darf  nur 
sagen:  sie  haben  gleiche  oder  ungleiche  Richtung  in  Bezug  auf 
eine  bestimmte  dritte  Gerade;  dann  ist  es  aber  ungewifs,  ob 
zwei  Gerade,  welche  mit  einer  bestimmten  Geraden  gleiche 
Winkel  bilden,  auch  von  jeder  Geraden  unter  gleichen  Winkeln 
geschnitten  werden. 

Diesen  Gedanken  spricht  Gaufs*)  in  folgender  Weise  aus: 
»Diese  Bedeutung  (nämlich  die  der  Identität  der  Richtung  zweier 
nicht  koincidierender  gerader  Linien)  ist  so  lange  leer  und  ohne 
Haltung,  bis  wir  wissen,  was  wir  uns  bei  einer  solcher  Identität 
denken  und  woran  wir  dieselbe  erkennen  sollen.  Soll  sie  an  der 
Gleichheit  der  Winkel  mit  einer  dritten  geraden  Linie  erkannt 
werden,  so  wissen  wir  ohne  vorangegangenen  Beweis  noch  nicht, 
ob  eben  dieselbe  Gleichheit  auch  bei  den  Winkeln  mit  einer 
vierten  geraden  Linie  statt  haben  werde:  soll  die  Gleichheit  der 
Winkel  mit  jeder  andern  geraden  Linie  das  Kriterium  sein,  so 
wissen  wnr  wiederum  nicht,  ob  gleiche  Lage  (Richtung)  ohne 
Koincidenz  möglich  ist.» 
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§4- 
Der  Thibantsohe  Beweis. 

Unter  den  Versuchen,  die  Parallelentheorie  aus  den  übrigen 
Axiomen  Euklids  herzuleiten,  gewährt  das  von  Thibaut  einge- 
schlagene Verfahren  dadurch  besonderes  Interesse,  dafs  sein  Ur- 
heber, der  mit  Gaufs  zugleich  Professor  der  Mathematik  in  Göt- 
tingen war,  den  Versuch  zu  einer  Zeit  (1818)  veröffentlichte,  wo 
Gaufs  bereits  mehrfach  auf  das  Verfehlte  hingewiesen,  neue  Be- 
weise für  das  elfte  Axiom  zu  suchen,  und  erklärt  hatte,  wir  seien 
nicht  weiter  gekommen ,  als  Euklid  vor  2000  Jahren  bereits  ge- 
wesen sei.  Dieser  Thibautsche  »Beweis«  fand  anfangs  wenig 
Beachtung;  erst  später  erlangte  er  teilweise  grofse  Beliebtheifund 
ist  dann  in  manche  Lehrbücher  übergegangen.  Das  Verfahren 
ist  folgendes: 

Für  ein  Dreieck  ABC  verlängert  man  AB  über  B  hinaus 
nach  D,  BC  über  C  nach  E  und  CA  über  A  nach  F.  Nun  läfst 
man  zunächst  vom  Strahl  BD  den  Winkel  DBC=»x  beschreiben; 
dann  verschiebt  man  den  Strahl  in  der  Linie  BC,  bis  sein  Anfangs- 
punkt nach  C  gelangt,  und  dreht  den  Strahl  CE,  bis  er  die 
Richtung  CA  deckt,  wobei  er  den  Winkel  ECA  =  y  beschreibt; 
endlich  verschiebt  man  den  Strahl  wieder,  bis  sein  Anfangspunkt 
nach  A  kommt,  und  dreht  ihn  um  A,  so  dafs  er  den  Winkel 
FAB  =  z  beschreibt.  Jetzt  hat  der  Strahl  eine  volle  Umdrehung 
gemacht,  also  einen  Winkel  von  360°  beschrieben,  oder  es  ist 

x  +  y  +  z  =  360°. 

Bezeichnet  man  aber  die  Winkel  des  Dreiecks  mit  a,  ßy  y, 
so  ist  X  =  180°  —  p?,  y  =  180°  —  y,  z  —  180°  —  a,  und  demnach 

Man  kann  das  Verfahren  dadurch  abkürzen,  dafs  man  BD 
hinlänglich  grofs,  nämlich  gröfser  als  AB  -|-  BC  +  CA  annimmt, 
und  dann  die  Verschiebungen  jedesmal  wegläfst.  Bei  der  Drehung 
um  B  gelange  BD  in  die  Richtung  BC  und  D  auf  E;  dann  drehe 
man  CE  um  C,  bis  es  in  die  Richtung  CA  und  E  auf  F  zu  liegen 
kommt;  endlich  drehe  man  AF  um  A,  bis  F  in  die  Richtung  AB 
gelangt.  Dadurch  hat  BD  seine  ursprüngliche  Richtung  wieder 
erhalten  und  ist  nur  in  seiner  Richtung  verschoben. 
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Das  Verfahren  scheint  für  manchen  etwas  Bestechendes  an 
sich  zu  haben,  dürfte  jedoch  schwerlich  jemanden  volle  Befriedigung 
gewähren.  Das  ist  auch  ganz  natürlich,  da  der  Beweis  eine  Lücke 
enthäh,  und  zwar  an  der  Stelle,  wo  es  heifst:  Da  der  Strahl 
wieder  in  seine  Anfangslage  gekommen  sei,  habe  er  denselben 
Winkel  beschrieben,  als  ob  er  um  einen  Punkt  eine  volle  Um- 
drehung gemacht  habe.  Hier  wird  angenommen,  es  sei  gleich- 
gültig, ob  man  die  Drehung  um  denselben  Punkt  oder  der  Reihe 
nach  um  verschiedene  Punkte  mache.  Das  folgt  aber  keineswegs 
aus  den  übrigen  Voraussetzungen  Euklids,  ist  vielmehr  eine  ganz 
neue  Voraussetzung,  der  man  etwa  folgenden  Ausdruck  geben 
kann: 

.Wenn  ein  Strahl  in  der  Ebene  sich  der  Reihe  nach  um  ver- 
schiedene seiner  Punkte  dreht  und  schliefslich  wieder  die  Anfangs- 
lage erhält,  so  ist  der  von  ihm  beschriebene  Winkel  ein  Viel- 
faches von  360 ^ 

Etwas  allgemeiner  würde  folgender  Ausspruch  sein: 

Die  Summe  der  Winkel,  welche  eine  beliebig  in  der  Ebene 
bewegte  Gerade  erzeugt,  ist  bis  auf  Vielfache  von  vier  Rechten 
nur  von  ihrer  Anfangs-  und  Endlage  abhängig. 

Somit  stützt  sich  auch  dieser  Versuch  wieder  auf  eine  un- 
bewiesene Voraussetzung,  bei  der  man  sogar,  wenn  man  streng 
verfahren  will,  positive  und  negative  Drehungen  unterscheiden  mufs. 

Bei  der  Beliebtheit  des  Thibautschen  Versuches  ist  es  viel- 
leicht nicht  ohne  Interesse,  noch  auf  einem  andern  Wege  das 
Mangelhafte  des  Beweisverfahrens  zu  zeigen.  Man  lasse  von 
einem  Punkte  O  drei  Strahlen  OA,  OB,  OC  ausgehen,  welche 
nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  Die  ebenen  Winkel  BOG, 
GOA,  AOB  mögen  der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c  bezeichnet  werden ; 
die  in  OA  zusammenstofsenden  Ebenen  b  und  c  seien  unter  dem 
Winkel  a  zu  einander  geneigt,  und  ebenso  sei  an  OB  der  Körper- 
winkel //  und  an  OG  der  Winkel  y-  Man  erweitere  die  Ebene  a 
über  OG,  die  Ebene  b  über  OA,  und  die  Ebene  c  über  OB. 
Dreht  man  die  Erweiterung  der  Ebene  a  um  OG,  bis  sie,  den 
Nebenwinkel  von  y  beschreibend,  in  die  Ebene  b  und  ihre  Er- 
weiterung fällt,  und  drehe  jetzt  um  OB,  bis  der  Nebenwinkel 
von  ßy  und  endlich  um  OA,  bis  der  Nebenwinkel  von  u  be- 
schrieben wird,  so  ist  man  wieder  in  dieselbe  Ebene  gekommen. 
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Dennoch  hat  man  hier  nicht  einen  Winkel  von  860°,  sondern 
einen  kleineren  Winkel  beschrieben.  Wenn  also  hier  die  Winkel- 
summe, welche  eine  Ebene  bei  einer  Reihe  gewisser  Drehungen 
beschreibt,  durch  welche  sie  in  ihre  Anfangslage  zurückgeführt 
wird,  abhängig  ist  von  den  Geraden,  um  welche  je  eine  Drehung 
ausgeführt  wird,  so  darf  die  Unabhängigkeit  nicht  bei  Drehungen 
einer  Geraden  in  einer  Ebene  als  selbstverständlich  vorausgesetzt 
werden.*) 

Legendres  Untersuohungeii. 

Manche  andere  Versuche  müssen  hier,  um  nicht  gar  zu  weit- 
läufig zu  werden,  mit  Stillschweigen  übergangen  werden.  Ich 
möchte  nur  kurz  daran  erinnern,  dafs  der  bekannte  Philosoph 
Chr.  von  Wolf  die  Parallelentheorie  auf  die  Voraussetzung  gründet, 
dafs  in  der  Ebene  alle  Punkte,  welche  von  einer  Geraden  der- 
selben Ebene  gleichen  Abstand  haben,  einer  geraden  Linie  ange- 
hören. Hiermit  ist  eigentlich  schon  zu  viel  vorausgesetzt;  man 
braucht  nur  für  einen  einzigen  Abstand  anzunehmen,  dafs  drei 
derartige  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  und  kann  daraus  die 
Parallelentheorie  ableiten. 

Besondere  Bedeutung  ist  den  Untersuchungen  Legendres  bei- 
zulegen. Während  man  bis  dahin  zunächst  versucht  hatte,  den 
Hauptsatz  über  die  Parallelen  (Euklids  Propos.  29)  zu  beweisen, 
und  darauf  den  Satz  über  die  Winkelsumme  eines  Dreieck  gestützt 
hatte,  suchte  Legendre  zunächst  den  Satz  zu  beweisen,  dafs  die 
Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  zwei  Rechte  beträgt. 

Durch  beliebig  oftmalige  Wiederholung  einer  von  Euklid 
(Elemente  I,  16)  angegebenen  Konstruktion  zeigt  Legendre,  dafs 
diese  Winkelsumme  zwei  Rechte   nicht  übersteigen  kann.     Dies 
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Verfahren,  welches  wir  im  folgenden  noch  benutzen  werden,  soll 
hier  auseinander  gesetzt  werden.  Die  Winkel  des  vorgelegten 
Dreiecks  ABC  sollen  mit  er,  ßy  y  bezeichnet  werden.  Man  hal- 
biere (Fig.  1)  die  Seite  BC  in  M,  ziehe  AM  und  mache  MD  =  AM. 
Wegen  der  Kongruenz  der  Dreiecke  ACM  und  DBM  ist  <J  ABD 
=  /?-}-/,  also  die  Summe  dieser  Winkel  kleiner  als  zwei  Rechte. 
Halbiert  man  jetzt  DB  in  N  und  macht  NE  =  AN,  so  ist  der 
Winkel  ABE  =  /^  +  /  +  CAM,  also  die  letztere  Summe  kleiner 
als  zwei  Rechte.  Macht  man  diese  Konstruktion  bei  passender 
Wahl  der  Seiten,  so  kann  man  bewirken,  dafs  CAM  nicht  kleiner 
als  \a,  ist.  Folglich  ist  gewifs  /?  +  y4-i^<l-R-  Wiederholt 
man  die  Konstruktion  beliebig  oft,  so  folgt,  wenn  n  eine  Potenz 

n  __  1 

von  2  ist,  dafs  auch  ß'\-y'\ a  <C  2R  oder   dafs  ß  A-  y 

n 

+  «  <1 2  R  +     «  ist.     Da  aber     «  beliebig  klein  gemacht  werden 

kann,  so  kann  '<  +  /^  +  )'  nicht  gröfser  als  2R  sein. 

Daran  schliefst  sich  folgende  Erwägung:  Wenn  in  einem 
einzigen  Dreieck  die  Winkelsumme  zwei  Rechte  beträgt,  so  teilt 
jede  von  einer  Ecke  ausgehende  Gerade  das  Dreieck  in  zwei 
andere  von  derselben  Winkelsumme.  Durch  passende  Zusammen- 
setzung derartig  geftindener  Dreiecke  gelangt  man  zu  dem  Satze, 
dafs  jedes  Dreieck  dieselbe  Winkelsumme  besitzt.  Somit  ver- 
danken wir  Legendre  den  Beweis  des  Satzes: 

W^enn  in  einem  Dreieck  die  Summe  der  Winkel  zwei  Rechte 
beträgt,  so  gilt  dasselbe  für  jedes  Dreieck. 

Weiter  konnte  aber  Legendre  nicht  gelangen;  er  machte 
allerdings  verschiedene  Versuche,  aber  fühlte  sich  von  denselben 
selbst  nicht  befriedigt. 

Indem  man  Legendres  Untersuchungen  weiter  fortführte,  hat 
man  wohl  das  elfte  Axiom  Euklids  durch  folgende  Behauptung 
ersetzt : 

Es  ist  nicht  möglich,  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  unter 
jede  angebbare  Gröfse  sinken  zu  lassen. 

Gewifs  wird  mancher  geneigt  sein,  es  als  selbstverständlich 
hinzustellen,  dafs  in  keinem  Dreieck  die  Summe  aller  drei  Winkel 
etwa  1°  beträgt.     Aber  wir  müssen  uns  erinnern,   dafs  uns  für 
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Zeichnungen  nur  ganz  kleine  Flächen  zu  Gebote  stehen;  wir 
können  aber  nicht  wissen,  was  bei  hinreichender  Vergröfeerung 
der  Dreiecke  eintritt.*) 

Die  Qeometrie  auf  den  Flftohen  konstanter  negativer 


Wir  wollen  jetzt  direkt  nachweisen,  dafs  das  fünfte  Postulat 
Euklids  keine  Folgerung  aus  seinen  übrigen  Voraussetzungen  ist. 
Dieser  Nachweis  gründet  sich  auf  ein  allgemeines  Prinzip,  das 
auch  in  andern  Fällen  benutzt  werden  kann  und  das  wir 
deshalb  hier  anfuhren  wollen.  Gegeben  sei  ein  System  E  von 
Begriffen  und  Urteilen;  bei  derjenigen  Vorstellung,  welche  wir 
gewöhnlich  mit  diesem  System  verbinden,  ist  eine  gewisse  Be- 
hauptung A  nicht  nur  mit  E  vereinbar,  sondern  scheint  eine  Folge 
der  in  E  vereinigten  Urteile  zu  sein.  Jetzt  ändern  wir  die  mit 
E  verbundene  Vorstellung,  natürlich  so,  dafs  auch  für  die  neue 
Vorstellung  die  in  E  enthaltenen  Urteile  gelten ;  bei  dieser  neuen 
Vorstellung  möge  eine  Behauptung  B  mit  E  vereinbar  sein ;  wenn 
dann  die  Behauptungen  A  und  B  einander  ausschliefsen,  so  kann 
A  keine  Folge  des  Systems  E  sein. 

Mit  den  ersten  Voraussetzungen  Euklids  können  aufser  der 
gewöhnlichen  noch  manche  andere  Vorstellungen  verbunden 
werden.  So  lange  wir  z.  B.  blofs  die  Sätze  der  ebenen  Geo- 
metrie betrachten,  können  wir  jedem  solchen  Satze  einen  andern 
zur  Seite  stellen,  welcher  für  gewisse  andere  Flächen  gilt.  Diese 
neuen  Flächen  werden  dadurch  erhalten,  dafs  man  die  Ebene 
ohne  Dehnung  und  Zusammenziehung  biegt;  sie  besitzen  also  die 
Eigenschaft,  auf  eine  Ebene  abwickelbar  zu  sein.  Von  solchen 
Flächen  sind  aus  dem  elementaren  Unterricht  der  Kegel  und  der 
Cylinder  bekannt.  Ich  möchte  aber  hier  besonders  auf  diejenige 
Fläche  hinweisen,  welche  entsteht,  wenn  eine  Gerade  sich  parallel 
zu  ihrer  Anfangslage  längs  einer  Parabel  bewegt.  Nun  lehrt  die 
Mathematik,  dafs  bei  beliebiger  Biegung  einer  Fläche,  wofern  jede 
Dehnung  ausgeschlossen  ist,  alle  Längen  und  alle  Winkel  unge- 
ändert  bleiben.  Ersetzt  man  also  die  Ebene  durch  eine  solche 
Fläche  und  jede  in  der  Ebene  gelegene  Gerade  durch  eine  auf 
der  Fläche  gezogene  kürzeste  Linie,  so  gelten  folgende  Sätze: 
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Durch  zwei  Punkte  der  Flache  geht  stets  eine  einzige  kürzeste 
Linie;  je  zwei  kürzeste  Linien  haben  höchstens  einen  einzigen 
Punkt  gemeinschaftlich;  durch  jeden  Punkt  der  Flache  geht  nur 
eine  einzige  kürzeste  Linie,  welche  eine  gegebene  kürzeste  Linie 
bei  unbegrenzter  Verlängerung  nicht  schneidet;  die  Winkelsumme 
in  jedem,  aus  kürzesten  Linien  gebQdeten  Dreieck  betragt  zwei 
Rechte. 

Diese  VorsteUung  liefert  genau  dieselben  Sätze,  welche  in 
der  euklidischen  Ebene  gelten,  kann  also  fiir  den  bezeichneten 
Zweck  nicht  benutzt  werden.  Indessen  deutet  sie  doch  den  Weg 
an,  welcher  uns  zu  einer  Entscheidung  fuhrt. 

Alle  in  die  Ebene  abwickelbaren  Flächen  haben  die  Eigen- 
schaft, so  in  sich  verschoben  werden  zu  können,  dals  alle  Längen 
und  alle  Winkel  ungeandert  bleiben.  Dazu  ist  nur  notwendig, 
mit  jeder  Verschiebung  eine  gewisse  Biegung  zu  verbinden;  jedoch 
ist  jede  Dehnung  oder  Verkürzung  ausgeschlossen.  Von  Flachen, 
denen  diese  Eigenschaft  zukommt,  giebt  es  drei  Klassen,  nämlich 
a)  diejenigen,  welche  sich  in  die  Ebene,  b)  die,  welche  sich  auf 
eine  Kugel  abwickeln  lassen,  und  c)  eine  dritte  Klasse,  sattel- 
förmige Flachen,  welche  aus  einem  hier  nicht  zu  erörternden 
Grunde  als  Flachen  konsunter  negativer  Krümmung  bezeichnet 
werden.  Von  den  Flachen  der  dritten  Art  sollen  einige  Eigen- 
schaften hier  mitgeteilt  werden. 

Durch  je  zwei  Punkte  einer  solchen  Flache  giebt  es  eine 
einzige  kürzeste  Linie.  Alle  Punkte,  deren  kürzeste  (geodätische) 
Entfernung  von  einem  festen  Punkte  konstant  ist,  liegen  auf  einer 
geschlossenen  Linie.  Bewegt  man  die  Fläche  ohne  Dehnung  so 
in  sich,  dafs  ein  Punkt  in  Ruhe  bleibt,  so  wird  jeder  andere  Punkt 
in  einer  geschlossenen  Linie  bewegt,  welche  wir  der  Kürze  wegen 
geradezu  als  Kreis  bezeichnen  wollen.  Man  kann  die  Fläche  auch 
derartig  in  sich  bewegen,  dafs  ein  Punkt  die  Lage  eines  belie- 
bigen andern  Punktes  erhält.  Bei  jeder  solchen  Bewegung  behält 
jede  kürzeste  Linie  die  in  ihrem  Namen  liegende  Eigenschaft  bei, 
jeder  Kreis  bleibt  Kreis  mit  demselben  geodätischen  Radius.  Mag 
man  den  Winkel  zweier  geodätischen  Linien  einfach  gleich  setzen 
dem  von  den  betreffenden  Tangenten  gebildeten  Winkel,  oder 
mag  man  jhn  auf  der  Fläche  selbst  durch  VermitÜung  des  Kreises 
messen,  so  gelangt  man  beidemal  zu  derselben  Gröfse.     Gleiche 


Berechtigung  der  nicht-euklidischen  Raumformen.  13 

Winkel,  und  nur  solche,  können  zur  Deckung  gebracht  werden. 
Man  kann  also  aus  denselben  Gründen,  wie  in  der  euklidischen 
Ebene,  auch  auf  einer  solchen  Fläche  das  Winkelfeld  als  Gröfse 
betrachten.  Überhaupt  kann  man  alle  Sätze  Euklids,  bei  denen 
er  das  Parallelaxiom  nicht  gebraucht,  auf  die  vorliegende  Fläche 
übertragen.  Aber  die  weitere  Untersuchung  lehrt,  dafs  die  Winkel- 
summe für  ein  aus  kürzesten  Linien  gebildetes  Dreieck  weniger 
als  zwei  Rechte  beträgt.  Dementsprechend  gilt  die  Parallelen- 
theorie nicht,  vielmehr  kann  man  durch  jeden  Punkt  aufserhalb 
einer  geodätischen  Linie  unendlich  viele  ziehen,  welche  die  gege- 
bene nicht  treffen,  wenn  man  die  Linien  auch  noch  so  weit  ver- 
längert. Hierdurch  kann  man  bewirken,  dafs  ein  gestreckter 
Winkel  ganz  in  das  Feld  eines  Winkels  fällt,  welcher  kleiner  ist 
als  zwei  Rechte.  Wenn  überhaupt  die  Scheitel  zweier  Winkel 
nicht  zusammenfallen,  so  kann  man  ein  Winkelfeld  ganz  in  ein 
kleineres  hineinlegen,  so  dafs  es  nur  einen  Teil  des  kleineren 
bildet. 

Der  Beweis  aller  dieser  Sätze  kann  hier  nicht  mitgeteilt 
werden;  für  denselben  mufs  namentlich  auf  die  Arbeiten  des 
Herrn  Beltrami  verwiesen  werden.®) 

§7. 
Projektive  Yersohiebiing  einer  Kreiafläohe  in  sieh. 

Die  starre  Bewegung  des  Raumes  stellt  sich  analytisch  dar 
als  spezieller  Fall  der  allgemeinen  projektiven  Umgestaltung. 
Letztere  wird  dadurch  erhalten,  dafs  man  die  drei  Koordinaten 
durch  linear  -  gebrochene  Funktionen  mit  demselben  Nenner 
ersetzt.  So  ist  die  allgemeinste  projektive  Umgestaltung  der  Ebene 
durch  die  Gleichungen  gegeben: 

ax  +  by  +  c  '  ^     ^  ax  +  by  -(-  c    ' 
wo   X    und  y   die   rechtwinkligen  Koordinaten   des   gegebenen, 
x',  y'  die  des  entsprechenden  Punktes  bedeuten,   während  a,  b, 
c,  a',  b',  c',  a",  b",  c    konstante  Gröfsen,  die  Transformations- 
Koeffizienten,  sind. 

Eine  allgemeine  Eigenschaft  einer  solchen  Umgestaltung  besteht 
darin,  dafs  alle  geraden  Linien  wieder  in  Gerade  verwandelt  werden. 
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Denn  wenn  ant  +  iy  -|-  w  =  0  die  Gleichung  einer  geraden  Linie 
ist,  so  verwandelt  sie  sich  in  xx  +  ^  y  -f- .«'  =  0,  wo  die  x ,  / ,  ii" 
von  X,  Jl,  fi  und  den  Koeffizienten  der  Transformation  abhangen. 

Auch  bleibt  das  Doppelverhältnis  von  irgend  vier  Punkten 
einer  Geraden  ungeändert;  wenn  also  A,  B,  C,  D  vier  Punkte 
einer  geraden  Linie  sind,  und  diese  in  A ,  B ,  C ,  D   umgeändert 

,  .     AG    AD      AC    A'D' 

werden,  so  ist  CB^  DB^CB^ÖB- 

Wir  können  die  Koeffizienten  a,  b,  c,  a ,  b ,  c ,  a  ,  b",  c  in 
der  mannigfachsten  Weise  so  beschränken,  dals  sie  nur  von  drei 
Gröfsen  abhängig  sind.  Dies  gilt  von  der  Gesamtheit  der 
starren  Bewegimgen  in  der  Ebene.  Auch  auf  folgendes  System 
wollen  wir  hinweisen.     W^ir  setzen 

ux  —  xy  iiL  —  iv 

u= ^ X-- .   V,  v  — 


i-x  —  Ay  —  (xr  —  jiny  i-x  —  k\  —  (xr  —  iay 

und  bestimmen,  dais  links  u ,  v  gesetzt  werden  soll,  w*enn  rechts 
X,  y  durch  x',  y'  ersetzt  werden.  Wenn  nun  zwischen  u,  v  und 
u',  v'  die  Transformationen  der  starren  Bewegung 

u'  =  u  cos  t  +  V  sin  t  +  m,  v  =  u  sin  t  +  v  cos  t  +  J^ 
zugelassen  werden,  so  wird  dadurch  zwischen  (x,  y)  und  (x',  y) 
ein  gewisses  System  projektiver  Beziehungen  festgesetzt.  Dabei 
bleiben  die  Punkte  (*  +  ii,  .a-|-ii)  und  (x  —  xi,  /i  —  li)  unge- 
ändert. Auf  diese  Vorstellungen  kann  man  eine  Art  ebener  Geo- 
metrie gründen,  und  diese  ist  mit  der  der  euklidischen  Ebene 
identisch.  Hierauf  näher  einzugehen,  ist  nicht  nötig.  Dagegen 
wird  es  gut  sein,  ein  anderes  System  recht  genau  zu  betrachten. 

Man  gestatte,  das  Innere  eines  Kreises  projektivisch  so  um- 
zugestalten, dafs  der  begrenzende  Kreis  stets  in  Deckung  mit 
seiner  Anfangslage  verbleibt.  Aufser  den  Sätzen,  welche  wir 
bereits  oben  für  jede  projektivische  Transformation  angegeben 
haben,  müssen  wir,  was  allerdings  auch  mit  Leichtigkeit  aus  den 
unten  mitzuteilenden  Formeln  hervorgeht,  den  Satz  voraussetzen, 
dafs  das  hier  betrachtete  System  gestattet,  einen  beliebigen  Innen- 
punkt in  jeden  andern  zu  verwandeln,  und  dafs  bei  der  Ruhe 
eines  Punktes  noch  eine  einfache  Unendlichkeit  von  Transfor- 
mationen möglich  ist.  Sind  a  und  b  zwei  Punkte  im  Innern, 
so  mufs  ihre  Verbindungsgerade  den  Kreis  in  zwei  Punkten 
p  und  q  schneiden.     Wir  wählen  den  Punkt  p  von  a  aus  über  b; 


% 
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dann  ist  das  Doppelverhältnis  r*-  :  t/    stets  positiv  und    grölser 

als  eins.     Demnach  bleibt  log  [  r-   :  ^  )  bei  jeder  hier  gestatteten 

Transformation  ungeänden;  ferner  ist  diese  Gröfee  stets  positiv 
und  nähert  sich  unbegrenzt  der  Null,  je  näher  a  und  b  einander- 
kommen,  während  sie  unendlich  wird,  wenn  einer  der  beiden 
Punkte  auf  den  Kreis  fällt.  Wir  feissen  diese  Gröfee  als  das 
Analogon  zum  Abstand  der  beiden  Punkte  a  und  b  auf. 

Der  Winkel,  dessen  Scheitel  im  Mittelpunkt  des  Kreises  liegt, 
bleibt  ungeändert  bei  jeder  hier  möglichen  Transformation,  welche 
den  Mittelpunkt  ungeändert  läfst.  Um  den  Winkel  zweier  anderen 
geraden  Linien  zu  definieren,  nehme  man  eine  hier  gestattete 
projektive  Umgestaltung  vor,  welche  den  Schnittpunkt  in  den 
Mittelpunkt  bringt.  Den  Winkel,  welchen  die  jetzt  erhaltenen 
Geraden  einschliefsen,  bezeichnet  man  als  Winkel  der  gegebenen 
Geraden.  Bei  dieser  Bedeutung  bleibt  der  Winkel  ungeändert, 
wenn  man  in  irgend  einer  projektiven  Weise  das  Kreisinnere  in 
sich  umgestaltet;  und  für  den  so  definierten  Winkel  gelten  auch 
die  Gröfsensätze. 

Dadurch  haben  wir  die  Analoga  zu  allen  durch  die  ersten 
Definitionen  Euklids  bestimmten  ebenen  Gebilden  erhalten,  und 
hierfür  gelten  seine  Axiome  und  Postulate  mit  Ausnahme  des 
fünften  Postulats.  Man  beweist  demnach  auch  die  Kongruenz- 
sätze für  das  Dreieck,  sowie  alle  weiteren  Sätze,  bei  denen  die 
Parallelentheorie  nicht  benutzt  wird.  Speziell  kann  man  in  der 
oben  angegebenen  Weise  zeigen,  dafs  die  Summe  der  Winkel 
eines  Dreiecks  nicht  gröfser  sein  kann  als  zwei  Rechte. 

Dagegen  kann  die  Parallelentheorie  nicht  bestehen  bleiben. 
Durch  jeden  Punkt  lassen  sich  unendlich  viele  Gerade  ziehen, 
welche  eine  den  Punkt  nicht  enthaltende  gegebene  Gerade  im 
Innern  des  Kreises  und  somit  für  die  hier  geltende  Anschauung 
überhaupt  nicht  treffen.  Benutzen  wir  also  den  Legendreschen 
Satz,  dafs,  wenn  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  zwei  Rechte 
beträgt,  dann  auch  durch  jeden  Punkt  nur  eine  einzige  nicht 
schneidende  Gerade  in  der  Ebene  hindurchgeht,  so  folgt,  dafs 
hier  die  Winkelsumme  kleiner  ist  als  zwei  Rechte. 

Wir  wollen  wenigstens  noch  die  einfachsten  Formeln  mitteilen. 


l<>  Erster  Abschnitt.    ;;  7. 

welche  für  die  angegebenen  Transformationen  gelten.  Den  Radius 
des  Kreises  setzen  wir  gleich  eins  und  wählen  den  Mittelpunkt 
zum  Anfangspunkte  des  Koordinatensystems,  so  dafs  die  Gleichung 

x«  +  y«  =  l 
ungeändert  bleiben  muis.  Um  den  gemeinschaftlichen  willkürlichen 
Faktor  der  neun  Koeffizienten  passend  zu  verwenden,  setzen  wir 
folgende  Beziehungen  zwischen  denselben  fest: 

a'«-f  a  «— a«  =  l,  b'  +  b»  — b«  =  l,  c'«  +  c  *  —  c«  =  — 1, 
ab  +  ^  b' —  ab  =  0,  a'c'  +  a'c"  — ac  =  0,  b  c'  +  b«:   —  bc  ==  0. 

Damit  bleiben  drei  Koeffizienten  willkürlich.  Soll  hier  der 
Mittelpunkt  in  einen  beliebigen  andern  Punkt  des  Innern  gebracht 
werden,  so  sind  dadurch  c' :  c  und  c':c  gegeben,  und  hieraus 
lassen  sich  alle  Koeffizienten  bis  auf  einen  bestimmen. 

Soll  eine  Gerade  mx  +  ny  =  p  den  Kreis  schneiden,  so  mufs 
diejenige  neue  Gleichung,  welche  man  aus  der  Verbindung  der 
vorstehenden  Gleichung  mit  der  des  Kreises  x*-|-y*  =  l  erhält, 
einen  positiven  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  haben;  es 
mufs  also  der  Ausdruck  m*  +  n*  —  p*  positiv  sein,  und  da  man 
m,  n,  p  mit  einem  beliebigen  Faktor  multiplizieren  darf,  ist  es 
gestattet,  die  Beziehung 

m*  +^*  —  p*=  1 
zwischen  den  Koeffizienten  vorauszusetzen.     Nimmt  man  dieselbe 
Beziehung  zwischen  den  Koeffizienten  m',  n',  p'   einer  zweiten 
geraden  Linie  an,  so  wird  der  Winkel  ify  den  die  beiden  Geraden 
mit  einander  bilden,  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

cos  r/  =  mm'  +  nn'  —  pp  . 

Dies  beweist  man  in  folgender  Weise:  Formt  man  die 
Gleichungen  mx  +  ny  —  p  =  0  und  mx  +  n'y  -  p'  =  0  durch 
Transformationen  um,  zwischen  deren  Koeffizienten  die  angegebenen 
Beziehungen  bestehen,  so  bleibt  die  rechte  Seite  mm'  +  ^^  "~  PP 
ungeändert;  dieser  Ausdruck  hat  aber  den  Wert  cos  y,  wenn  p 
und  p'  beide  null  sind;  folglich  hat  er  ihn  ganz  allgemein. 

Bildet  die  Gerade  mx  +  ny--p  =  0  mit  der  x- Achse  den 
Winkel  a,  so  ist  cos  a-=m;  und  wenn  dieselbe  Gerade  mit 
der  y- Achse  den  Winkel  ß  bildet,  so  ist  cos  pf=n.  Nun  ist 
m*4"^^  =  l  +  P*»  ^Iso  für  ein  nicht  verschwindendes  p  immer 
m*  +  J^*  >  1  o6.tT  cos  *«>  1  —  cos  ^ß  oder  da  a  und  ß  beides 
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spitze  Winkel  sind,  cosa>cosf;j  — ßj  oder  «<Cä — /^,  somit 

die  Winkelsummc  in  diesem  Dreieck  kleiner  als  zwei  Rechte. 

Somit  haben  wir  hier  eine  Anschauung  gewonnen,  welche 
mit  den  geometrischen  Begriffen  vereinbar  ist,  aber  die  Parallelen- 
theorie keineswegs  nach  sich  zieht.  Diese  Anschauung  kann  aber 
auch  auf  den  Raum  übertragen  werden.  Man  transformiere  das 
Innere  einer  Kugel  in  der  Weise  durch  projektive  Umgestaltungen, 
dafe  die  begrenzende  Fläche  immer  in  sich  verbleibt.  Dann  geht 
jede  Ebene  wieder  in  eine  Ebene,  jede  Gerade  wieder  in  eine 
Gerade  über.  Der  Abstand  zweier  Punkte  und  der  Winkel  zweier 
Ebenen  und  zweier  schneidenden  Geraden  werden  entsprechend 
den  obigen  Festsetzungen  definiert.  Die  jetzt  erhaltenen  Resultate 
entsprechen  genau  den  für  die  Ebene  gefundenen,  und  in  den 
Beweisen  tritt  auch  keine  Änderung  ein.  ^) 

Beziehung  der  Parallelentheorie  zur  Erfahrung. 

Nachdem  w^ir  bewiesen  haben,  dafs  das  fünfte  Postulat  Euklids 
keine  Folgerung  aus  seinen  übrigen  Voraussetzungen  bildet,  müssen 
wir  die  Frage  stellen,  ob  dasselbe  nicht  wenigstens  von  der  Er- 
fahrung verlangt  wird.  Darüber  kann  allerdings  kein  Zweifel 
herrschen,  dafs  dies  Axiom  sowie  alle  Folgerungen  aus  demselben 
aufs  schönste  mit  der  Erfahrung  übereinstimmen,  und  es  dürfte 
für  die  Anwendungen  auf  Astronomie  und  Physik  meines  Erachtens 
nicht  das  geringste  Bedürfnis  vorliegen,  die  Berechtigung  noch 
eigens  zu  prüfen.  Damit  ist  aber  die  Mathematik  der  hier  ge- 
stellten Aufgabe  nicht  überhoben. 

Zunächst  könnte  man  eine  direkte  Prüfung  versuchen.  Wenn 
uns  eine  Gerade  AB  und  aufserhalb  derselben  ein  Punkt  P  gegeben 
ist,  so  fällen  wir  von  P  auf  AB  die  Senkrechte  PQ  und  errichten 
in  P  auf  PQ  die  Senkrechte  MN.  Jetzt  ziehe  man  von  P  nach 
einem  Punkte  D  von  QA  die  QD,  und  lege  den  Winkel  PDQ  als 
Wechselwinkel  in  P  an  PQ  an.  Fällt  der  zweite  Schenkel  genau 
mit  PM  zusammen,  so  ist  damit  ein  direkter  Beweis  erbracht. 
Aber  jeder  noch  so  feine  Strich  mit  dem  Bleistift  ist  keine  wirk- 
liche Linie,  sondern  bedeckt  einen  Teil  der  Fläche.  Zudem  steht 
uns  keine  wirkliche  Ebene  für  die  Zeichnung  zu  Gebote;   was 

Killing,  Grnndlagen  der  Geometrie.    I.  ^ 
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wir  als  Ebene  benutzen,  ist  im  besten  Falle  ei::  Teil  einer  Kugel* 
flache.  Somit  kann  ein  Versuch  der  bezeichneten  Art  niemals 
eine  volle  Entscheidung  liefern. 

Zweitens  könnte  man  versuchen,  einen  Satz,  der  mit  dem 
Parallelaxiom  steht  oder  fallt,  durch  die  Ertahnmg  zu  prüfen. 
Hierfür  eignet  sich  am  besten  der  Satz,  dais  die  Wlnkelsonune 
eines  Dreiecks  zwei  Rechte  beträgt.  Um  aber  diese  Messungen 
direkt  vornehmen  zu  können,  ohne  sich  wiederum  bereits  auf 
Sätze  der  Geometrie  zu  stutzen,  die  aus  dem  Parallelaxiom  äiefsen, 
darf  man  nur  drei  Punkte  auf  der  Erde  hierfür  wählen.  [So  kann 
ich  das  von  Lobatschewsky  eingeschlagene  Vertüiren  (man  ver- 
gleiche: Frischauf,  absolute  Geometrie  S.  137,  13^)  nicht  für 
streng  halten.]  Eine  derartige  Messung  ist  z.  B.  fiir  das  Dreieck: 
Insebberg,  Brocken,  hoher  Hagen,  ausgefiihn  und  hat  auf  zwei 
rechte  Winkel  gefuhrt.  Aber  keine  unserer  Messungen  ist  absolut 
genau,  und  deshalb  können  wnr  nur  gewisse  Grenzen  angeben, 
zwischen  denen  die  Fehler  liegen.  Somit  ist  nur  die  angenäherte, 
aber  nicht  die  absolute  Richtigkeit  des  Satzes  erwiesen. 

Endlich  giebt  es  noch  eine  dritte  Art  der  Prüfung.  Man 
nimmt  an,  das  Parallelaxiom  sei  unrichtig,  und  prüft,  ob  alle 
Folgerungen,  welche  aus  dieser  Annahme  hervorgehen,  mit  der 
Erfahrung  vereinbar  sind.  Ehe  wdr  eine  solche  Prüfung  vornehmen 
können,  müssen  wir  diese  Folgerungen  erst  ziehen.  Zu  dieser 
Aufgabe  gehen  wir  jetzt  über.  Wenn  wir  aber  dann  die  Über- 
einstimmung mit  der  Erfahrung  prüfen  wollen,  so  müssen  wir 
wohl  beachten,  dafs  der  Geist  unwillkürlich  bereit  ist,  die  durch 
direkte  Erfahrung  gewonnenen  Anschauungen,  für  welche  immer 
nur  ein  ganz  kleines  Gebiet  zur  Verfügung  steht,  zu  verallgemeinem 
und  als  allgemein  gültig  anzusehen.  Nun  wird  sich  allerdings 
zeigen,  dafs,  wenn  das  Parallelaxiom  ausgeschlossen  ist,  in  grölseren 
Entfernungen  mehrfach  andere  Gesetze  gelten,  als  der  aus  kleinen 
Gebieten  gewonnenen  Anschauung  entsprechen.  XamentUch  möchte 
ich  von  vorn  herein  bemerken,  dafs  es  häufig  schwer  ist,  die 
neuen  Sätze  durch  eine  Figur  zu  erläutern,  die  naturgemäls  auf 
einen  kleinen  Raum  beschränkt  werden  mufs. 
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Hülfsaätse  cur  Einführnng  in  die  Lobatsohewskysche 

Geometrie. 

Diejenige  Geometrie,  welche  sämtliche  Voraussetzungen  Eu- 
klids, also  auch  das  elfte  Axiom  benutzt,  bezeichnen  wir  als  die 
euklidische.  Indem  wir  aber  alle  übrigen  Voraussetzungen  bei- 
behalten und  nur  dies  eine  Axiom  ausschliefsen,  soll  die  zu  er- 
haltende Raumform  als  die  Lobatschewskysche  bezeichnet  werden. 
Zur  Einführung  in  dieselbe  möchten  wir  das  treffliche  Werk  des 
Herrn  Frischauf:  Einleitung  in  die  absolute  Geometrie  (Leipzig 
1876)  dringend  empfehlen.  Es  ist  aber  gut,  wenn  verschiedene 
Methoden  angegeben  werden  können,  welche  geeignet  sind,  in 
ein  noch  unbekanntes  Gebiet  einzuführen,  und  deshalb  erscheint 
es  angemessen,  im  folgenden  einen  andern  Weg  mitzuteilen.**) 

Wir  setzen  dabei  alle  diejenigen  Sätze  voraus,  für  deren 
Beweis  Euklid  sein  fünftes  Postulat  nicht  benutzt,  speziell  die 
Propositionen  1 — 28  (incl.)  des  ersten  Buches.  Auch  erinnern 
wir  an  den  Legendreschen  Beweis  (§  5  S.  9)  dafür,  dafs  die 
Winkelsumme  für  ein  Dreieck  ebenso  grofs  oder  kleiner  ist  als 
zwei  Rechte.  Demnach  ist  die  Summe  der  Winkel  eines  Vierecks 
jedenfalls  nicht  gröfser  als  vier  Rechte. 

Der  weitern  Entwicklung  schicken  wir  noch  folgende  Sätze 
voraus. 

a)  Errichtet  man  auf  einer  Geraden  zwei  Senkrechte,  und 
macht  dieselben  gleich,  so  sind  auch  die  Winkel  gleich,  welche 
diese  Senkrechten  mit  der  Verbindungsgeraden  ihrer  Endpunkte 
einschliefsen ;  sind  aber  die  Senkrechten  ungleich,  so  ist  von  den 
zwei  Winkeln  der  an  der  kleineren  Seite  anliegende  der  gröfsere. 

Umgekehrt,  wenn  in  einem  Viereck  zwei  Seiten  auf  derselben 
dritten  senkrecht  stehen,  so  sind  diese  beiden  Seiten  gleich  oder 
ungleich,  jenachdem  die  an  der  vierten  Seite  anliegenden  Winkel 
des  Vierecks  gleich  oder  ungleich  sind;  bei  ungleichen  Winkeln 
ist  die  an  dem  kleineren  anliegende  Seite  die  gröfsere. 

Man  bringe,  was  nach  den  Annahmen  möglich  ist,  das 
Viereck  DECB  (Fig.  2)  in  eine  solche  Lage,  dafs  E  und  C,  sowie 
die  Richtung  CB  und  ED  ihre  Lagen  vertauschen.  Dann  folgen 
die  beiden  ersten  Teile  des  Satzes  unmittelbar,  während  sich  die 
beiden  letzten  leicht  indirekt  ergeben. 


»} 
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b)  Wenn  in  einem  Viereck  drei  Winkel  Rechte  sind,  so  ist 
jede  der  den  vierten  Winkel  einschlielsenden  Seiten  nicht  kleiner 
als  ihre  Gegenseite. 

Wenn  (Fig.  3)  im  Viereck  BCEF  die  Winkel  B,  C,  E  Rechte 
sind,  so  ist  F  <  R.  Dann  stehen  BF  und  CE  auf  BC  senkrecht, 
und  es  ist  F  <  E,  also  nach  dem  vorangehenden  Satze  BF  >  CE. 
Betrachtet  man  die  auf  CE  senkrecht  stehenden  Linien  CB  und 
EF,  so  folgt  EF  >  BC. 

c)  Wenn  zwei  rechtwinklige  I>reiecke  in  der  Hypotenuse 
übereinstimmen,  aber  der  eine  spitze  Winkel  im  einen  grölser  ist 
als  im  andern,  so  ist  die  gegenüberli^ende  Kathete  im  ersten 
gröfser  als  im  zweiten. 

Man  gebe  den  Dreiecken  die  in  Fig.  2 
angegebene  Lage,  wobei  AD  =  AB  ist 
Dann  muis  wegen  der  Sätze  über  die  Summe 
der  Winkel  eines  Dreiecks  die  AB  von  DE 
zwischen  A  und  B  getroffen  werden.  Da 
aber  <  ADB  =  ABD  ist,  so  mufs  EDB 
<.  CBD  sein;  und  jetzt  folgt  der  Satz 
aus  a). 


d 


A  Z 

d)  Der  senkrechte  Abstand  der  Punkte  des  einen  Schenkeb 
eines  Winkels  vom  andern  Schenkel  wächst  unbegrenzt,  wenn 
man  nur  die  Entfernung  der  Punkte  vom  Scheitel  genügend 
wachsen  läfst. 

Wenn  (Fig.  3)  der  Winkel  XAY  beliebig  gegeben  ist,  und 
ebenso  eine  Strecke  G,   so  wollen  wir  nachweisen,  dafe  es  auf 

AY  einen  Punkt  L 
giebt ,  für  welchen 
die  von  L  auf  AX 
gefällte  Senkrechte 
grölser  ist  als  G.  Zum 
Beweise  nehme  ich 
auf  AY  beliebig  den 
Y  Punkt  B  an  und  fälle 
^  ^  ^  ^    BC    X   AX;     man 

mache  BD  =  AB,  fäUe  DE  X  AX  und  errichte  in  B  die  Senk- 
rechte auf  BC,  welche  DE  zwischen  D  und  E  in  F  trifft.  Dann 
ist  (nach  b)   FE  :>  BC ,   und  wenn  man  von  D  die  Senkrechte 
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DG  auf  BF  fällt,  so  ist  DF  entweder  =  DG  oder  >  DG; 
ersteres,  wenn  F  mit  G  zusammenfällt,  letzteres  ini  andern  Falle, 
da  dann  DF  Hj-potenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  DFG  ist. 
Nun  ist  die  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  ABC  <  2  R,  folglich 
<$  DBG  >  BAC,  also  (nach  c)  auch  DG  >  BC.  Somit  ist 
schliefslich  DE  >  2  BC. 

Wiederhole  ich  dieselbe  Konstruktion  hinreichend  oft,  so  mufs 
sich  eine  ganze  Zahl  v  finden,  für  welche  v .  BC>>  G  ist;  folglich 
giebt  es  Punkte  L  von  der  verlangten  Eigenschaft. 

e)  Gegeben  sei  eine  unbegrenzte  Gerade  AB  und  außerhalb 
derselben  ein  Punkt  P.  Von  P  fällen  wir  auf  AB  die  Senkrechte 
PQ  (Fig.  4)  und  errichten  in  P  die  Senkrechte  PMN  auf  PQ. 
Dann  kann  MN  die  AB   nicht 


schneiden.  Dasselbe  gilt  von 
jeder  in  P  begrenzt  gedachten 
Halbgeraden  PS,  welche  gegen 
MN  in  der  entgegengesetzten 
Halbebene  liegt,  als  AB.  Entweder 
\\nrd  nun  jede  Halbgerade  PT, 
welche  in  einem  der  Winkel- 
felder QPM  und  QPN  liegt,  die 
AB  treffen,  oder  es  giebt  solche, 
für  welche  das  nicht  der  Fall  ist. 


M  E 


N 


Wenn  das  erstere  eintritt,  so 
geht  durch  P  nur  die  eine  gerade  Linie  MN,  welche  mit  AB 
keinen  Punkt  gemeinschaftlich  hat.  Ziehen  wir  nun  von  P  eine 
Gerade  PC  nach  einem  beliebigen  Punkte  C  von  QA,  und  legen 
den  Winkel  QCP  als  Wechsclwinkel  in  P  an  PC,  so  mufs,  da 
der  zweite  Schenkel  desselben  die  AB  nicht  treffen  darf,  dieser 
zweite  Schenkel  mit  PM  zusammenfallen.  Macht  man  also  auf 
PM  die  PE  =  QC,  so  steht  CE  auf  AB  und  MN  senkrecht.  Da 
aber  C  auf  AB  willkürlich  gewählt  werden  kann,  so  folgt,  dafs 
jede  Gerade,  welche  auf  AB  senkrecht  steht,  auch  MN  rechtwinklig 
trifft,  und  dafs  jede  gemeinschaftliche  Senkrechte  gleich  PQ  ist. 
Errichtet  man  aber  in  einem  beliebigen  Punkte  zwischen  P 
und  Q  eine  Senkrechte  M'N'  auf  PQ,  so  trifft  diese  keine  der 
beiden  Linien  AB  und  MN.  Jede  Linie  durch  P,  mit  alleiniger 
Ausnahme  von  MN,  trifft  aber  die  AB,  folglich  auch  jedesmal 
die  M'N'. 


22  Erster  Abschnitt.     $  10. 

Endlich  sei  K  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Verlängerung  von 
PQ  über  P  hinaus.  Man  trage  darauf,  so  oft  es  angeht,  die  PQ 
von  P  aus  ab.  Die  weiteren  Endpunkte  seien  P|,  Pj  .  .  .  Pn,  so 
dafs  PnK  -^  PQ  ist.  Dann  errichte  man  in  den  einzelnen  Punkten 
Pi  . . .  Pn,  K  die  Senkrechten  MiNi,  . . .,  MnNn,  M„;4.  i  Nn+  i  auf 
dieser  Geraden.  Dann  geht,  wie  bereits  bewiesen,  durch  K  eine 
einzige  Parallele  zu  MnNn.  Ziehe  ich  also  eine  von  Mn  + 1  Nn  -»- 1 
verschiedene  Gerade  l  durch  K,  so  trifft  diese  die  MnNn.  Da 
aber  jeder  Punkt  auf  MnNn  nach  dem  vorhin  Bewiesenen  von 
Mn  — iNn-i  den  Abstand  PQ  hat,  also  durch  jeden  Punkt  auf 
MnNn  nur  die  eine  Gerade  geht,  welche  die  Mn-iNn— i  nicht 
trifft,  so  schneidet  1  auch  die  M«  - 1  Nn  —  i  u.  s.  w.  Somit  geht 
durch  jeden  Punkt  der  Ebene  eine  einzige  Gerade,  welche  zu 
einer  gegebenen  Linie  der  Ebene  parallel  ist. 

§  10. 
Zwei  gerade  Linien  in  einer  Lobatsohewskysohen  Ebene. 

a)  Wir  betrachten  von  jetzt  an  nur  die  zweite  in  §  1^  e) 
aufgestellte  Möglichkeit.  Es  möge  sich  also  im  Winkelfelde  QPM 
eine  weitere  Halbgerade  ziehen  lassen,  welche  die  QA  nicht  triffst. 
Dann  giebt  es  jedenfalls  in  diesem  Winkelfelde  noch  weitere  Halb- 
gerade von  derselben  Eigenschaft,  und  infolge  der  Stetigkeit  mufs 
eine  gewisse  Halbgerade  PC  die  Grenze  zwischen  den  schnei- 
denden und  nicht  schneidenden  Halbgeraden  sein.  Es  soll  also 
jede  im  Winkelfelde  QPC  gelegene  Halbgerade  schneiden;  aber 

die  im  Winkelfelde  MPC  gele- 
genen sollen  nicht  schneiden. 
Macht  man  <  QPD  =  QPC, 
so  werden  PC  und  PD  für  alle 
durch  P  begrenzten  Halbgeraden 
die  Grenze  zwischen  den  schnei- 
denden und  nicht  schneidenden 
sein.  Verlängern  wir  PC  über  P 
als  PC  und  ebenso  PD  als  PD',  so 
sollen  die  Geraden  CC  und  DD' 


A.  (X 


als  die  durch  P  gezogenen  Parallelen  zu  AB,  und  jede  in  den 
beiden  Scheitelwinkeln  CPD  und  CPD  enthaltene  Gerade  als 
nicht-schneidende  bezeichnet  werden. 
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Der  Schluls  des  vorigen  Paragraphen  zeigt,  dafs  eine  ganz 
entsprechende  Voraussetzung  für  jeden  Punkt  der  Ebene  gemacht 
werden  mufs. 

Der  Winkel  QPC  wird  von  Lobatschewsky  als  der  zum 
Abstand  QP  gehörige  Parallelwink^l  bezeichnet;  derselbe  kann 
sich  offenbar  mit  dem  Abstände  ändern. 

b)  Fällt  man  von  C  die  Senkrechte  CR  auf  AB,  so  mufs 
nach  §  9  a)  die  CR  >  PQ  sein.  Ferner  mufs  CR  die  PD 
treffen,  etwa  in  S ;  dann  ist  CR  >  CS,  und  somit  auch  gröfser 
als  die  von  C  auf  PD  gefällte  Senkrechte.  Da  die  letztere  aber 
nach  §  9  d)  über  jede  Gröfse  wächst,  wenn  man  nur  PC  hin- 
länglich grofs  nimmt,  so  wird  auch  die  Linie  CR  unbegrenzt 
wachsen.  Somit  giebt  es  auf  jeder  Linie,  welche  zu  einer  Geraden 
parallel  ist,  Punkte,  deren  senkrechter  Abstand  von  der  Geraden 
über  alle  Grenzen  anwächst. 

c)  Ganz  Entsprechendes  gilt  von  der  Geraden  PM.  Fällt 
man  von  M  die  Senkrechte  MT  auf  AB,  so  schneidet  dieselbe 
die  PC,  etwa  in  U;  dann  ist  MT>MU,  und  da  letztere  beliebig 
grofs  gemacht  werden  kann,  wenn  man  nur  M  weit  genug  von 
P  wegrücken  läfst,  so  erlangt  der  Abstand  der  auf  PM  gelegenen 
Punkte  von  AB  jede  beliebige  Gröfse.  Die  kürzeste  Entfernung 
der  beiden  Linien  ist  die  gemeinschaftliche  Senkrechte;  von  da 
an  entfernen  sie  sich  nach  beiden  Richtungen  unbegrenzt  von 
einander. 

d)  Nehmen  wir  jetzt  an,  die  Geraden  EF  und  AB  hätten 
eine  gemeinschaftliche  Senkrechte  h,  welche  kleiner  wäre  als  PQ. 
Dann  mufs  auf  der  Geraden 
EF  ein  Punkt  liegen,  dessen 
Abstand  von  AB  gleich  PQ 
ist.  Folglich  kann  man  (Fig.  (>) 
durch  P  im  Winkelfelde  QPM 
eine  Gerade  ziehen,  welche 
mit  AB  eine  gemeinsame 
Senkrechte  von  der  Länge  h 
hat.  Diese  Gerade  sei  PH, 
und  es  stehe  KI  auf  PH  und  AB  senkrecht  und  sei  gleich  h. 
Dann  müssen  (nach  a)  durch  K  im  Winkelfelde  HKI  noch  andere 
gerade  Linien  gezogen  werden  können,  welche  AB  nicht  treffen. 
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Eine  solche  sei  KL.  Verbinden  wir  P  mit  einem  beliebigen  Punkte 
der  Halbgeraden  KL,  so  tritt  sie  im  Schnittpunkt  auf  diejenige 
Seite  von  KL,  in  welcher  AB  nicht  liegt;  folglich  kann  sie  die 
AB  nicht  treffen.  Somit  giebt  es  im  Winkelfelde  HPQ  nicht 
schneidende  Halbgeraden  (von  P  aus);  PH  kann  also  nicht  selbst 
die  Parallele  sein,  vielmehr  mufs  die  letztere  die  KI  zwischen  K 
und  I  schneiden.  Daher  giebt  es  auf  der  Parallelen  einen  Punkt, 
dessen  Abstand  von  AB  kleiner  als  h  ist.  Dies  fuhrt  zu  dem 
Satze : 

Wenn  die  Gerade  PC  parallel  zu  BA  ist,  so  nähern  sich  die 
Punkte  von  PC  der  BA  nach  der  einen  Seite  unbegrenzt,  und 
nach  der  andern  Seite  entfernen  sie  sich  unbegrenzt .  von  ihr. 

e)  Es  sei  PC  die  eine  Parallele  von  P  aus  zu  BA,  und  PL 
irgend  eine  nicht  schneidende  Linie  (Fig.  7).     Dann   zeigt  man 

wie  in  b)  und  c),  dafs 
der  Abstand  der  auf  PL 
gelegenen  Punkte  von  AB 
unbeschränkt  grofs  wird, 
w^enn  man  nur  sich  weit 
genug  vom  Punkte  P  ent- 
fernt. Wenn  aber  der 
Winkel  QPL  als  spitz  vor- 
ausgesetzt wird,  so  nimmt 
der  Abstand  anfangs  ab; 
somit  mufs  auf  PL  ein  zweiter  Punkt  P'  vorkommen,  dessen 
Abstand  P'Q'  von  AB  gleich  PQ  ist.  Ist  dann  R  die  Mitte  von 
PP  und  S  die  von  QQ',  so  steht  die  Gerade  RS  sowohl  auf  AB 
als  auf  PL  senkrecht.  Zugleich  giebt  RS  den  kürzesten  Abstand 
der  beiden  Linien  an.  [Man  konnte  dies  auch  in  folgender  Weise 
zeigen.  Steht  LV  ±  AB  und  ist  LV  >  PQ,  so  mufs  <  VLP 
<<  LPQ  sein,  also  selbst  ein  spitzer;  nun  geht,  wenn  man  die 
Senkrechte  L'V  von  allen  zwischen  P  und  L  liegenden  Punkten 
L'  fällt,  der  Winkel  PL'V  von  einem  stumpfen  in  einen  spitzen 
über;  er  mufs  also  auch  einmal  ein  rechter  werden.]  Daraus 
folgt : 

Irgend  zw^ei  nicht- schneidende  Gerade  haben  eine  gemein- 
schaftliche Senkrechte  und  in  dieser  einen  kürzesten  Abstand  von 
endlicher  Gröfse. 
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f)  Demnach  können  wir  jetzt  auch  den  Satz  d)  umkehren 
und  sagen: 

Wenn  sich  eine  gerade  Linie  nach  der  einen  Richtung  hin 
einer  zweiten  unbegrenzt  nähert,  ohne  sie  je  zu  treffen,  so  ist 
sie  zu  ihr  parallel. 

Wenn  daher  eine  Gerade  PC  für  den  Punkt  P  eine  Parallele 
zu  AB  ist,  so  ist  sie  es  auch  für  jeden  andern  ihrer  Punkte; 
ebenso  gilt  die  Eigenschaft  des  Nicht-Schneidens  für  alle  Punkte 
der  betreffenden  Geraden,  wenn  sie  für  einen  gilt. 

Wenn  in  der  Ebene  eine  Gerade  AB  gegeben  ist,  so  zer- 
fallen die  sämtlichen  übrigen  Geraden  in  drei  Klassen: 

1.  schneidende  Gerade,  welche  mit  AB  einen  Punkt  gemein- 
schaftlich haben, 

2.  parallele  Gerade,  welche  sich  der  AB  nach  der  einen 
Richtung  unbegrenzt  nähern,  ohne  sie  je  zu  treffen,  und  sich  nach 
der  andern  von  ihr  unbegrenzt  entfernen, 

vi.  nicht  schneidende  Gerade,  deren  Abstände  ein  bestimmtes 
Minimum  besitzen;  von  da  ab  entfernen  sich  die  Punkte  der  nicht- 
schneidenden unbegrenzt  von  AB. 

g)  Beim  Ausdruck  des  Parallelismus  von  geraden  Linien 
wollen  wir  zugleich  die  Richtung  angeben,  nach  welcher  hin  sich 
die  Geraden  einander  unbegrenzt  nähern ;  so  soll  heifsen,  PC  sei 
zu  BA  parallel,  daCs  die  Richtungen  PC  und  BA  eine  unbegrenzte 
Annäherung  besitzen. 

h)  Aus  den  Sätzen  d)  und  e)  ergiebt  sich  weiter,  dafs,  wenn 
PC  zu  BA,  auch  BA  zu  PC  parallel  ist,  und  dafs,  wenn  PL  zu 
den  nicht-schneidenden  Linien  für  AB  gehört,  dies  auch  umge- 
kehrt gilt. 

i)  Wenn  drei  Geraden  in  einer  Ebene  liegen  und  wenn  zwei 
von  ihnen  der  dritten  nach  derselben  Richtung  hin  parallel  sind, 
so  sind  sie  auch  unter  einander  parallel. 

Wenn  AB  zu  CD  und  zu  EF  parallel  ist,  so  kann  man  einen 
Punkt  auf  AB  bestimmen ,  dessen  senkrechter  Abstand  sowohl 
von  CD  w4e  von  EF  beliebig  klein  ist;  diese  Abstände  seien  k 
und  1 ;  dann  ist  die  Verbindungslinie  der  Fufspunkte  schon  kleiner 
als  k  +  Ij  daher  um  so  mehr  der  senkrechte  Abstand. 
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Gerade  Linien  im  Lobatsohewskyschen  Baume. 

Auch  aus  der  Stereometrie  müssen  wir  einige  Sätze  voraus- 
schicken, welche  vom  Parallelaxiom  unabhängig  sind. 

a)  Zwei  Ebenen,  w^elche  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben, 
schneiden  sich  in  einer  geraden  Linie. 

b)  Wenn  drei  Ebenen  einander  je  in  drei  Kanten  a,  b,  c 
schneiden  und  wenn  a  und  b,  einen  Punkt  gemeinschaftUch  haben, 
so  geht  auch  c  durch  diesen  Punkt. 

c)  Wenn  eine  Gerade  senkrecht  steht  auf  zwei  Geraden  einer 
Ebene,  welche  durch  ihren  Fulspunkt  gehen,  so  steht  sie  auf 
allen  in  derselben  Ebene  durch  ihren  Fufspunkt  gehenden  Geraden 
senkrecht. 

d)  Errichtet  man  in  jeder  von  zwei  sich  schneidenden  Ebenen 
auf  der  Schnittlinie  in  demselben  Punkte  die  Senkrechte,  so  ist 
die  Gröfse  des  von  diesen  beiden  Senkrechten  gebildeten  Winkels 
unabhängig  von  dem  Punkte,  in  welchem  die  Senkrechten  er- 
richtet sind. 

A  und  A'  mögen  in  der  Kante  der  beiden  Ebenen  liegen, 
und  BA,  B'A',  CA,  CA'  mögen  auf  der  Kante  senkrecht  stehen, 
die  beiden  ersten  sollen  in  der  ersten,  die  letzten  in  der  zweiten 

Ebene  liegen.  Um  zu  beweisen, 
dafs  die  Winkel  BAC  und  B  A  C 
(Fig.  S)  gleich  sind,  halbiere 
man  AA'  in  L,  und  ziehe  durch 
L  in  den  beiden  Ebenen  LM 
und  LN  senkrecht  zu  AA*.  Nun 
bewege  man  die  Figur  so,  dafs 
die  Schenkel  des  Winkels  LMN 
ihre  Lage  vertauschen.  Dann 
vertauschen  auch  die  Richtungen 
LA  und  LA ,  sowie  die  Ebenen 
BMB'  und  CNC  ihre  Lage; 
folglich  fällt  AB  auf  A'C  und  AC  auf  A'B'. 

e)  Wenn  der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  ein  Rechter 
ist,  so  fällt  die  in  einem  Punkte  der  Kante  auf  der  einen  Ebene 
errichtete  Senkrechte  in  die  andere  Ebene,  und  umgekehrt. 
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f)  Zwei  Gerade,  welche  auf  derselben  Ebene  senkrecht  stehen, 
liegen  in  einer  Ebene. 

g)  Für  zwei  windschiefe  Gerade  giebt  es  einen  kürzesten 
Abstand  in  einer  Geraden,  welche  auf  beiden  senkrecht  steht; 
von  den  Fufspunkten  aus  entfernen  sich  die  Punkte  der  einen  Ge- 
raden immer  weiter  von  der  andern. 

Die  Geraden  seien  AB  und  CD  (Fig.  9);  dann  läfst  sich 
durch  AB  und  einen  beliebigen  Punkt  von  CD  eine  Ebene  legen. 


Da  CD  diese  Ebene  schneidet,  so  wächst  (entsprechend  §  ^  d) 
die  Entfernung  ihrer  Punkte  von  der  Ebene  nach  beiden  Rich- 
tungen unbegrenzt.  Dasselbe  gilt  also  auch  für  die  Abstände  von 
der  Geraden  AB.  Wenn  also  CK  J_  AB  steht,  und  wenn  gewisse 
Punkte  von  CD  der  AB  näher  liegen  als  C,  so  läfst  sich  ein 
solcher  Punkt  D  finden,  dafs  die  von  D  auf  AB  gefällte  Senk- 
rechte DL  gleich  CK  ist.  Dann  ist  CKL  ^  DLK,  also  CL  =-  DK, 
daher  auch  CDK  ^  DCL,  also  <  KCD  =  LDC.  Nun  halbiere 
man  CD  in  M  und  KL  in  N,  so  ist  zunächst  CKM  ^  DLM,  also 
MK=sML;  somit  auch  wegen  der  Kongruenz  der  Dreiecke  CMN 
und  DMN  die  MN  J_  KL.  Ferner  ist  CKN  ^  DLN,  und  demnach 
MN  I  CD. 
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Dasselbe  kann  man  auf  tblgendem  Wege  zeigen  : 
Wiederum  sei  CK  J_  AB,  DL  i.  AB,  CK  =  DL.    Man  suche 
die  Mitte  Ni  von  KL,  errichte  durch  M  in  jeder  der  bdden  Ebenen 

ABC  und  ABD  auf  der 


T»  j.  10, 


B 


Schnittlinie  AB  die  Senk- 
rechten MR  und  MS  und 
halbiere  deren  Winkel 
durch  MO.  Nun  drehe 
man  die  Figur  um  MO, 
bis  MR  und  MS  und 
damit  die  Ebenen  ABC 
und    ABD    ihre    Lage 


K  M  L 

vertauschen.  Dann  fällt  C  auf  D,  D  auf  C,  also  nimmt  auch  die 
Mitte  X  von  CD  wieder  ihre  Anfangslage  ein.  Da  aber  nur  die 
(ierade  MO  ihre  Lage  beibehält,  so  liegt  X  in  MO,  und  es  ist 
<;;  MXC  —  MXD  oder  MX  steht  auf  beiden  Geraden  senkrecht. 

Einen  zweiten  Punkt  M  in  CD,  dessen  Abstand  M'N'  von 
AB  gleich  MX  wäre,  kann  es  nicht  geben,  da  sonst  die  durch 
die  Mitten  von  MM  und  XX'  gelegte  Gerade  auf  AB  und  CD 
senkrecht  stände,  und  die  Fortsetzung  des  Verfahrens  zeigen 
würde,  dafs  die  Geraden  überall  denselben  Abstand  hätten,  was 
mit  j  il  d)  nicht  übereinstimmt. 

Daher  kann  es  auch  keinen  Punkt  M  auf  CD  geben,  dessen 
Abstand  MX  von  AB  kleiner  wäre  als  MN ;  denn  sonst  müfste, 
da  der  Abstand  unbegrenzt  wächst,  für  einen  Punkt  M'  die  Senk- 
rechte M'X'  =  MN  sein. 

Als  Winkel  der  beiden  windschiefen  Geraden  bezeichnen  wir 
den  Xeigungswinkel  derjenigen  Ebenen,  welche  beide  durch  die 
gemeinschaftliche  Senkrechte  gehen  und  von  denen  die  eine  die 
(Gerade  AB,  die  andere  die  CD  enthält. 

Auf  die  Berechtigung  dieser  Definition  wollen  wir  nicht  ein- 
gehen ;  wir  bemerken  nur,  dafs  durch  den  Abstand  und  den  Winkel 
die  gegenseitige  Lage  zweier  Geraden  vollständig  bestimmt  ist. 

Während  die  voranstehenden  Sätze  von  der  Annahme  über 
die  Parallelen  unabhängig  sind,  legen  wir  jetzt  die  in  §  10  auf- 
gestellte Voraussetzung  zu  Grunde. 

h)  Wenn  von  den  drei  Kanten,  welche  durch  den  Schnitt 
dreier  Ebenen  erhalten  werden,  zwei  sich  nicht  schneiden,  sondern 
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einen  kürzesten  Abstand  haben,  so  ist  auch  die  dritte  für  jede 
der  beiden  ersten  eine  nicht-schneidende  Linie.  Die  Fufspunkte 
der  drei  gemeinschaftlichen  Senkrechten  fallen  zu  je  zweien  zu- 
sammen. 

AB  und  CD  (Fig.  11)  seien  zv;e\  nicht  schneidende  Gerade 
in  derselben  Ebene,  so  dafs  sie  eine  gemeinschaftliche  Senkrechte 
EF  haben.  Aufserhalb  dieser 
Ebene  wähle  man  einen  Punkt  M ; 
dann  haben  die  Ebenen  MAB  3 
und  MCD  eine  Gerade  MN  ge- 
meinschaftlich. Wir  errichten 
in  der  Ebene  ABMN  auf  AB  in 
F  die  Senkrechte  FG,  so  steht 
AB  auf  der  Ebene  FEG  senk- 
recht, folglich  auch  die  Ebene 
ABCD  auf  der  Ebene  FEG,  somit  (nach  e)  auch  CE  senkrecht 
auf  FEG,  speziell  auf  EG.  Die  in  G  auf  der  Ebene  GEF  errichtete 
Senkrechte  liegt  (nach  f)  sowohl  in  der  Ebene  CEG,  wie  in  AFG, 
mufs  .also  mit  ihrer  Schnittlinie  zusammenfallen. 

i)  Sind  von  den  drei  Schnittlinien  dreier  Ebenen  zwei  parallel, 
so  sind  sie  alle  unter  einander  parallel. 

Von  den  drei  Kanten  1,  m,  n  seien  1  und  m  parallel;  schnitten 
sich  1  und  n,  so  müfste  (nach  b)  ihr  Schnittpunkt  auch  auf 
m  liegen;  hätten  aber  1  und  n  eine  gemeinsame  Senkrechte,  so 
gälte  (nach  h)  dasselbe  für  1  und  m. 

k)  Zwei  Gerade,  welche  einer  dritten  nach  derselben  Richtung 
parallel  sind,  sind  auch  unter  einander  parallel. 

1  und  m  seien  beide  zu  n  parallel;  man  lege  durch  einen 
Punkt  A  auf  1  und  jede  der  Linien  m  und  n  eine  Ebene.  Der 
Schnitt  dieser  beiden  Ebenen  ist  (nach  i)  sowohl  zu  m  als  zu  n 
parallel.  Da  aber  durch  A  nur  eine  einzige  Gerade  geht,  welche 
zu  n  nach  der  festgesetzten  Richtung  parallel  ist,  so  wird  der 
Schnitt  durch  1  gebildet,   und  diese  Linie  ist  auch  zu  m  parallel. 
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§  12. 

Lage  einer  Geraden  su  einer  Ebene  im  Lobatachewakysclien 

Baume. 

a)  Alle  Geraden,  welche  durch  einen  Punkt  gehen  und  eine 
gegebene  Ebene  schneiden,  liegen  im  Innern  eines  gewissen  ge- 
raden Kegels. 

Drehen  wir  einen  Winkel  um  den  einen  Schenkel,  so  be- 
schreibt der  andere  eine  Ebene  oder  eine  gerade  Kegelfläche, 
jenachdem  der  Winkel  ein  Rechter  ist  oder  nicht.  In  einer 
Ebene  11  liege  (wie  in  Fig.  5  S.  22)  die  Gerade  AB,  aul'ser  ihr 
der  Punkt  P,  PQ  stehe  auf  AB  senkrecht,  und  C'C  sei  die  durch 
P  zu  BA  gezogene  Parallele.  Dreht  man  die  Figur  um  PQ,  so 
beschreibt  AQ  eine  Ebene  I,  CG'  einen  Kegelmantel.  Alle  im 
Winkelfelde  QPC  durch  P  gezogenen  Geraden  treffen  die  Gerade 
AB,  daher  treffen  auch  alle  von  P  ausgehenden  und  im  Innern 
des  Kegels  gelegenen  Geraden  die  Ebene  I. 

b)  Wenn  eine  Ebene  und  ein  Punkt  aufserhalb  derselben 
gegeben  ist,  so  kann  man  durch  den  Punkt  als  Spitze  einen 
geraden  Kegel  (den  Parallelkegel)  legen,  welcher  folgende  Eigen- 
schaften hat: 

1.  Jede  durch  die  Spitze  gelegte  und  auf  der  gegebenen  Ebene 
senkrechte  Ebene  schneidet  diese  und  den  Kegelmantel  in  paral- 
lelen Geraden; 

2.  Zieht  man  durch  die  Spitze  eine  aufserhalb  des  Kegels 
verlaufende  Gerade  und  legt  hierdurch  eine  zur  Ebene  senkrechte 
Ebene,  so  wird  deren  Schnittlinie  die  gezogene  Gerade  nicht 
schneiden. 

c)  Zieht  man  durch  den  Scheitel  des  Parallelkegels  eine  Gerade 
aufserhalb  desselben,  so  hat  deren  Entfernung  von  der  Ebene  ein 
bestimmtes  Minimum;  die  kürzeste  Verbindungslinie  steht  auf  der 
Geraden  und  der  Ebene  senkrecht;  vom  Fufspunkt  aus  nach  beiden 
Seiten  erreicht  der  Abstand  der  Geraden  von  der  Ebene  jede 
beliebig  gewählte  Gröfse. 

Wenn  PH  aufserhalb  des  Kegels  liegt,  so  lege  man  eine  auf 
I  senkrecht  stehende  Ebene  hindurch  und  bezeichne  deren  Schnitt 
mit  I  als  QA.     Dann  giebt  es  (nach  §  10  d)  eine  Gerade  KI, 
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welche  auf  PH  und  AB  senkrecht  steht  (vergl.  Fig.  (>  S.  23). 
Da  KI  in  der  zu  1  senkrecht  stehenden  Ebene  QPH  liegt  und 
mit  der  Kante  einen  rechten  Winkel  bildet,  so  steht  sie  (nach 
§  11  e)  auch  auf  der  Ebene  1  senkrecht.  Die  von  jedem  andern 
Punkte  der  PH  auf  1  gefällte  Senkrechte  trifft  (nach  §  11  e) 
wieder  die  QA  und  wächst  daher  (nach  §  10  c)  nach  beiden 
Richtungen  unbegrenzt. 

d)  Jede  Kante  des  Parallelkegels  einer  Ebene  nähert  sich  der 
Ebene  unbegrenzt;  sie  ist  parallel  zu  jeder  in  der  Ebene  gelegenen 
Geraden,  mit  welcher  sie  wieder  in  einer  Ebene  liegt. 

Ist  PC  eine  Kante  des  Kegels,  so  lege  man  wieder  durch 
sie  die  zu  I  senkrechte  Ebene  11  und  fälle  von  einem  beliebigen 
Punkte  von  PC  die  Senkrechte  auf  I.  Diese  liegt  in  II  und  steht 
auf  der  Kante  senkrecht.  Daher  folgt  der  erste  Teil  des  Satzes 
aus  §  10  d.  Der  zweite  Teil  folgt  aus  §  11  i;  denn  es  wird 
behauptet,  dafs  PC  parallel  ist  einer  in  1  liegenden  Geraden  1, 
welche  mit  PC  in  einer  Ebene  HI  liegt. 

e)  Die  Geraden  des  Raumes  zerfallen  in  Bezug  auf  eine  Ebene 
in  drei  Gruppen:  schneidende,  parallele  und  nicht -schneidende; 
für  die  letzten  erreicht  der  Abstand  ein  bestimmtes  Minimum, 
für  die  Parallelen  wird  der  Abstand  unbegrenzt  kleiner,  ohne  je 
zu  verschwinden. 

f)  Wenn  eine  Gerade  zu  einer  in  einer  Ebene  liegenden 
Geraden  parallel  ist,  so  ist  sie  zu  der  Ebene  selbst  parallel. 

Ein  entsprechender  Satz  gilt  für  nicht -schneidende  Gerade, 
wenn  angenommen  wird,  dafs  zwei  derartige  Gerade  jedesmal  in 
derselben  Ebene  liegen. 

§  13. 

Gegenseitige  Lage  mehrerer  Ebenen  im  Lobatschewskyschen 

Baume. 

a)  Wenn  eine  Ebene  und  einer  ihrer  Parallelkegel  gegeben 
ist,  und  wenn  man  dann  durch  die  Spitze  des  Kegels  eine  Ebene 
legt,  welche  ihn  in  zwei  Kanten  trifft,  so  schneidet  sie  auch  die 
gegebene  Ebene. 

Da  die  zweite  Ebene  in  das  Innere  des  Parallelkegels  eintritt, 
so  mufs  sie  nach  §  12  a)  die  erste  Ebene  treffen. 
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b)  Wenn  eine  Ebene  den-  zu  einer  gegebenen  Ebene  paral- 
lelen Kegel  längs  einer  Kante  berührt,  so  nähert  sie  sich  dieser 
Ebene  unbegrenzt.  Durch  jeden  Punkt  der  zweiten  Ebene  geht 
eine  zur  ersten  parallele  Gerade. 

Wenn  die  Ebene  III  längs  PC  den  Kegel  berührt,  so  hat 
sie  mit  der  Ebene  I  (nach  §  12)  keinen  Punkt  gemeinschaftlich. 
Zudem  werden  die  Senkrechten  immer  kleiner,  welche  von  Punkten 
von  PC  auf  I  gefällt  werden.  Ist  1  in  HI  zur  Richtung  PC 
parallel  gezogen,  so  wähle  man  auf  1  einen  Punkt  R,  so  dafs  die 
Senkrechte  RS  auf  PC,  und  zugleich  die  von  S  auf  I  gefällte 
Senkrechte  ST  beliebig  klein  wird.  Dann  wird  auch  RT  und 
somit  auch  die  von  R  auf  I  gefällte  Senkrechte  beliebig  klein. 

c)  Wenn  eine  durch  die  Spitze  eines  Parallelkegels  zu  einer 
Ebene  gelegte  zweite  Ebene  ganz  aufserhalb  des  Kegels  liegt,  so 
haben  die  beiden  Ebenen  einen  kürzesten  Abstand  in  einer  gemein- 
samen Senkrechten  und  entfernen  sich  von  da  an  unbegrenzt  weit 
von  einander.  Die  eine  Ebene  enthält  keine  zur  andern  parallele 
Gerade. 

Wenn  die  Ebene  V  ganz  aufserhalb  des  Kegels  liegt,  so 
projiziere  man  die  von  P  auf  I  gefällte  Senkrechte  auf  V.  Die 
Projektion  wird  ein  Punkt,  wenn  PQ  auf  beiden  Ebenen  senk- 
recht steht,  sonst  eine  Gerade  PH.  Diese  hat  (nach  §  12  c) 
mit  der  Ebene  I  eine  gemeinsame  Senkrechte  IK,  und  da  letztere 
in  der  Ebene  PQH  liegt,  welche  auf  V  senkrecht  steht,  so  steht 
sie  auf  der  Ebene  V  senkrecht  (§11  e).  Von  der  gemeinschaft- 
lichen Senkrechten  an  entfernt  sich  jede  Gerade  der  Ebene  V, 
also  auch  diese  selbst,  unbegrenzt  von  der  ersten  Ebene. 

d)  Inbetreff  der  gegenseitigen  Lage  zweier  Ebenen  sind  also 
drei  Fälle  möglich:  entweder  schneiden  sie  sich,  oder  sie  nähern 
sich  unbegrenzt,  ohne  einander  je  zu  treffen,  oder  sie  haben  einen 
kürzesten  Abstand  in  einer  gemeinsamen  Senkrechten.  Den 
zweiten  Fall  bezeichnen  w4r  als  den  des  Parallelismus,  den  dritten 
als  den  des  Nichtschneidens. 

e)  Konstruiert  man  durch  irgend  zwei  Punkte  einer  Ebene 
die  Parallelkegel  für  eine  zweite  Ebene,  so  hat  die  erste  Ebene 
zu  den  beiden  Kegeln  gleiche  Lage:  entweder  schneiden  beide 
Ebenen  oder  beide  Ebenen  berühren  oder  sie  liegen  beide  ganz 
aufserhalb. 
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f)  Wenn  eine  Gerade  zu  einer  Ebene  parallel  ist,  so  geht 
nur  eine  einzige  parallele  Ebene  hindurch;  dagegen  gehen  durch 
eine  die  Ebene  nicht  schneidende  Gerade  zwei  zur  Ebene  parallele 
Ebenen. 

Zum  Beweise  konstruiere  man  durch  einen  Punkt  der  Ge- 
raden als  Spitze  dea  Parallelkegel  für  die  Ebene.  Durch  jede 
Kante  geht  nur  eine  Tangentialebene,  dagegen  durch  einen  von 
der  Spitze  aus  ins  Äufsere  des  Kegels  gezogene  Gerade  zwei 
Tangentialebenen. 

g)  Durch  eine  zu  einer  Ebene  parallele  Gerade  gehen  aufser 
der  parallelen  Ebene  nur  solche  Ebenen,  w^elche  die  gegebene 
Ebene  schneiden ;  dagegen  kann  man  durch  eine  nicht-schneidende 
Gerade  schneidende,  parallele  und  nicht-schneidende  Ebenen  legen. 

h)  Werden  zwei  Ebenen  durch  dieselbe  dritte  Ebene  in  paral- 
lelen Geraden  geschnitten  und  sind  die  innern  Winkel  (Wechsel- 
keile) gleich,  welche  die  dritte  Ebene  nach  verschiedenen  Seiten 
hin  mit  den  beiden  Ebenen  bildet,  so  sind  die  Ebenen  parallel. 

Die  Ebene  III  (Fig.  12)  schneide  die  beiden  andern  Ebenen 
in  zwei  parallelen  Geraden  g  und  h.  Die  erste  Ebene  werde  von 
g  in  die  Teile  I  und  T,  die  zweite  y.  .^ 
durch  h  in  n  und  11'  zerlegt,  wo  I 
und  n  auf  derselben  Seite  gegen  III 
liegen;  der  Neigungswinkel  zwischen 
I  und  in  sei  gleich  dem  zwischen  IF 
und  ni.  Nun  bringe  man  die  Figur 
in   eine  solche   Lage,  dafs  g  und  h, 

I  und  ir  ihre  Lage  vertauschen,  was      -^ '^ 

möglich  ist;  dann  vertauschen  auch  V  und  II  die  Lage.  Schnitten 
sich  die  Ebenen,  so  wäre  die  Schnittgerade  zu  g  und  h  parallel, 
läge  also  entweder  ganz  in  I  und  II,  oder  in  I'  und  IL.  Dann 
würde  die  Umlegung  eine  zweite  Schnittlinie  ergeben. 

i)  Werden  zwei  parallele  Ebenen  von  einer  dritten  Ebene 
in  parallelen  Geraden  geschnitten,  so  beträgt  die  Summe  der 
innern  an  derselben  Seite  gelegenen  Winkel  (Keile)  zwei  Rechte. 

Dieser  Satz  folgt  aus  g)  und  h). 

k)  Wenn  drei  Ebenen  sich  in  parallelen  Kanten  schneiden, 
so  ist  die  Summe  ihrer  innern  Winkel  (Keile)  zwei  Rechte. 

Killingr*  OriindUgen  der  Ueometrie     I.  ^ 


34  Erster  Abschnitt.     S  13. 

Zum  Beweise  lege  man  durch  die  eine  Kante  die  zur  gegen- 
überliegenden Ebene  parallele  Ebene. 

1)  Geht  man  von  einer  Geraden  aus  und  betrachtet  alle  zu 
ilir  nach  derselben  Richtung  hin  zu  ziehenden  Parallelen,  so  bildet 
deren  Gesamtheit  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit, 
welche  durch  ein  stetiges,  in  sich  abgeschlossenes  System  von 
Bewegungen  in  sich  bewegt  wird.  Der  Lobatschewskysche  Raum 
läfet  eine  vierfache  Unendlichkeit  von  Bewegungen  zu,  bei  denen 
jede  Gerade  der  bezeichneten  Art  wieder  mit  einer  andern  der- 
artigen Geraden  in  Deckung  gelangt.  Die  Eigenschaften  dieser 
Mannigfaltigkeit  bieten  grofse  Ähnlichkeit  mit  denen  der  eukli- 
dischen Ebenen,  ohne  mit  letzteren  identisch  zu  werden. 

m)  Wenn  drei  Ebenen  einander  in  drei  sich  schneidenden 
Kanten  begegnen,  so  ist  die  Summe  ihrer  Neigungswinkel  (Keile) 
gröfeer  als  zwei  Rechte. 

Dieser  Satz  kann  in  derselben  Weise  gezeigt  werden,  wie 
in  der  euklidischen  Geometrie. 

Man  kann  z.  B.  um  den  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  als 
Mittelpunkt  eine  Kugel  beschreiben.  Dann  ist  der  Neigungswinkel 
zweier  Ebenen  gleich  dem  Winkel,  den  die  entsprechenden  Bogen 
bilden ;  letzterer  kann  aber  durch  das  zugehörige  Zweieck  gemessen 
werden,  wobei  einem  gestreckten  Winkel  die  Fläche  der  Halb- 
kugel entspricht.  Die  Summe  der  drei  Zweiecke,  welche  bei  den 
drei  Ebenen  erhalten  werden,  ist  aber  gröfser  als  die  Fläche  der 
Halbkugel. 

Man  kann  auch  in  bekannter  Weise  zeigen,  dafs  in  jeder 
dreiseitigen  körperUchen  Ecke  die  Summe  der  drei  Seiten  (d.  h. 
der  drei  ebenen  Winkel,  welche  je  zwei  Kanten  mit  einander 
bilden),  kleiner  ist  als  vier  Rechte.  Konstruiert  man  zu  einer 
Ecke  die  Polarecke,  so  mufs  für  deren  Seiten  a',  b',  c'  die  Be- 
ziehung gelten:  a'  +  b'  +  c'  <  4R.  Da  aber  a'  =  2R  —  «,  b'  = 
2R  —  /?,  c'  =  2R  —  y  ist,  w^o  a,  ß^  y  die  Neigungswinkel  der 
gegebenen  Ecke  sind,  so  ist  auch: 
(2R  —  «)  +  (2R  —  /?)  +  (2R  —  y)< 4R,  oder  2R <  rr  +  p?+)'. 

n)  Wenn  die  drei  Kanten  dreier  Ebenen  je  nicht-schneidende 
Linien  sind,  so  ist  die  Summe  der  Neigungswinkel  (Keile)  kleiner 
als  zwei  Rechte. 
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Die  kürzesten  Abstände  liegen  in  einer  Ebene  (nach  §  11  h); 
die  Winkel  zwischen  zwei  solchen  Senkrechten  sind  aber  die 
Neigungswinkel;  somit  ist  die  Summe  der  letzteren  gleich  der 
Summe  der  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks. 

o)  Die  Gesamtheit  aller  Geraden,  welche  durch  einen  Punkt 
gehen,  bildet  eine  zw^eifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  welche 
in  sich  verbleibt,  wenn  der  Punkt  in  seiner  Anfangslage  verbleibt. 
Die  Geometrie  dieser  Mannigfaltigkeit  ist  identisch  mit  der 
Sphärik. 

p)  Die  Gesamtheit  aller  Geraden,  w^elche  auf  einer  Ebene 
senkrecht  stehen,  verbleibt  in  sich,  wenn  die  Ebene  beliebig  in 
sich  bewegt  wird.  Dieser  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
kommen  also  dieselben  Eigenschaften  zu  wie  der  Ebene. 

§  14. 
Die  einfachsten  krummen  Gebilde  des  Lobatschewsky sehen 

Baumes. 

Am  Schlufs  des  vorigen  Paragraphen  haben  wir  drei  ver- 
schiedene Bündel  von  Geraden  kennen  gelernt,  denen  folgende 
Eigenschaften  gemeinsam  sind: 

1.  durch  jeden  Punkt  geht  eine  einzige  Gerade  des  Bündels, 

2.  läfst  man  nur  Bew^egungen  zu,  bei  denen  die  Gesamtheit 
der  Geraden  in  sich  verbleibt,  so  kann  man  doch  eine  Gerade 
in  die  Lage  jeder  andern  bringen  und  bei  der  Ruhe  einer  Geraden 
noch  eine  Bewegung  des  Systems  ausführen. 

Diesen  Bedingungen  genügen  die  drei  bezeichneten  Bündel: 
der  erste  umfafst  alle  Geraden,  welche  durch  einen  festen  Punkt 
gehen;  zu  dem  zweiten  gehören  alle  Geraden,  welche  zu  einer 
festen  Richtung  parallel  sind,  und  der  dritte  wird  von  allen  Ge- 
raden gebildet,  welche  auf  einer  Ebene  senkrecht  stehen. 

Der  folgenden  Entwicklung  schicken  wir  folgende  Hülfssätze 
voraus: 

Irgend  zwei  Gerade  des  Systems  liegen  in  derselben  Ebene; 
diese  Ebene  wird  von  der  Symmetrie-Ebene  der  beiden  Geraden 
in  einer  Linie  geschnitten,  welche  ebenfalls  dem  System  angehört. 

Wenn  g  und  h  zwei  Linien  des  Systems  sind  und  beide  in 
derselben  Richtung  genommen  werden  (d.  h.  im  ersten  Falle 
beide  nach  dem  festen  Punkte  zu,  im  zweiten  Falle  in  der  Richtung 
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des  Parallelismus,  im  dritten  nach  der  festen  Ebene  zu),  so  kann 
man  jedem  Punkte  A  auf  g  einen  auf  h  liegenden  Punkt  B  so 
zuordnen,  dafs  die  Gerade  AB  mit  g  und  h  gleiche  Winkel  bildet. 
Den  ersten  Satz  zeigt  man  am  einfachsten  fiir  die  einzelnen 
Bündelarten  gesondert,  wenn  es  auch  leicht  ist,  ihn  aus  den  zwei 
allgemeinen  charakteristischen  Eigenschaften  herzuleiten.  Der 
zweite  folgt  dann  unmittelbar  aus  dem  ersten.  Man  kann  aber 
auch  durch  einfache  Stetigkeitsbetrachtungen  erst  den  zweiten 
herleiten  und  dann  hieraus  den  ersten  unmittelbar  folgern. 

a)  Es  sei  ein  derartiger  Bündel  von  Geraden  gegeben;  auf 
einer  dieser  Geraden  wählt  man  einen  Punkt  A  beliebig  und  sucht 
eine  Fläche,  welche  durch  A  gehen  und  jede  Gerade  des  Bündels 
rechtwinklig  schneiden  soll.  Nachdem  der  Bündel  und  der  Punkt 
gegeben  sind,  wird  durch  die  angegebenen  Bedingungen  eine 
einzige  Fläche  bestimmt.  Diese  ist  eine  Kugel,  wenn  die  Geraden 
durch  denselben  Punkt  gehen;  wenn  die  Geraden  parallel  sind, 
so  wird  die  Fläche  nach  Lobatschewskys  Vorgange  als  Grenz- 
fläche bezeichnet,  und  wenn  die  Geraden  auf  derselben  Ebene 
senkrecht  stehen,  so  haben  alle  Punkte  der  Fläche  von  der  Ebene 
gleichen  Abstand  und  die  Fläche  selbst  heifst  eine  Fläche  gleichen 
Abstandes. 

Der  Beweis  dieser  Behauptungen,  sowie  des  Satzes,  dafs  jede 
solche  Fläche  starr  in  sich  verschoben  werden  kann,  wird  (aller- 
dings ganz  einfache)  infinitesimale  Grenzbetrachtungen  nicht  ent- 
behren können.  Indem  wir  dieselben  dem  Leser  überlassen, 
stellen  wir  eine  zweite  Entstehungsweise  dieser  Flächen  auf. 

b)  Man  geht  von  einer  Geraden  g  des  Systems  und  einem 
Punkte  A  aus,  der  auf  g  liegt;  für  jede  zw^eite  Gerade  h  des 
Systems  bestimmt  man  den  Punkt  B  so,  dafs  die  Verbindungs- 
gerade der  Punkte  A  und  B  mit  den  Geraden  g  und  h  gleiche 
Winkel  bildet;  dann  soll  jeder  derartige  Punkt  B  der  Fläche  an- 
gehören. 

Dafs  im  ersten  Falle  alle  so  erhaltenen  Punkte  B  von  dem 
festen  Punkte  und  im  dritten  von  der  festen  Ebene  gleichen 
Abstand  haben,  bedarf  keines  Beweises.  Wir  wollen  aber  den 
Nachweis,  dafs  die  so  erhaltene  Fläche  in  sich  verschiebbar  ist, 
auf  einem  Wege  liefern,  der  für  die  drei  Klassen  von  Bündeln 
gleichmäfsig  gilt.     Zu  dem  Ende  haben  wir  nur  zu  zeigen: 
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Wenn  g,  h,  k  irgend  drei  Geraden  des  Systems  sind,  und 
wenn  AB  mit  g  und  h,  AC  mit  g  und  k  gleiche  Winkel  bildet, 
so  bildet  auch  BC  mit  h  und  k  gleiche  Winkel. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  zuvörderst  an,  dafs  die  drei  Ge- 
raden nicht  in  einer  Ebene  liegen  und  dafs  die  Symmetrieebenen 
I  von  g  und  h,  und  II  von  g  und  k  einander  schneiden.  Da 
die  Punkte  in  I  von 
A    und  B,    die    in    II  Fl«  13 

von  A  und  C  gleichen 
Abstand  haben,  so  sind 
die  Punkte  der  Schnitt- 
geraden m  von  B  und 
C  gleichweit  entfernt. 
Legt  man  also  durch  m 
und  die  Mitte  M  von 
BC  eine  Ebene  HI,  so 
ist  diese  die  Symmetrie-Ebene  von  B  und  C.  Die  durch  h  und 
k  gelegte  Ebene  wird  mit  III  eine  Gerade  n  gemeinschaftlich 
haben,  welche  dem  System  angehört  und  auf  BC  in  M  senkrecht 
steht.  Dreht  man  die  Ebene  (hk)  um  diese  Gerade,  bis  B  auf  C 
fällt,  so  müssen,  weil  durch  jeden  Punkt  nur  eine  Gerade  des 
Systems  geht,  die  Geraden  h  und  k  ihre  Lage  vertauschen. 
Somit  bildet  BC  mit  h  und  k  gleiche  Winkel. 

Wenn  die  Symmetrie-Ebenen  von  (g,  h)  und  (g,  k)  einander 
nicht  schneiden,  so  nehme  man  eine  Gerade  1  so  hinzu,  dafs 
einmal  die  Symmetrie-Ebenen  von  (g,  h)  und  (g,  1),  andererseits 
die  von  (1,  h)  und  (1,  k)  einander  schneiden.  Vermittelst  des 
ersten  Paares  gilt  der  Satz  für  h  und  1;  vermittelst  des  zweiten 
für  h  und  k. 

Liegen  aber  g,  h,  k  in  derselben  Ebene,  so  füge  man  eine 
Gerade  i  des  Systems  hinzu,  welche  dieser  Ebene  nicht  angehört. 
Aus  (g,  h,  i)  folgt  der  Satz  für  (h,  i),  aus  (g,  i,  k)  fiir  (i,  k) 
und  dann  aus  (i,  h,  k)  für  (h,  k). 

c)  Die  erste  Entstehungsart  der  Flächen  ist  mit  der  zweiten 
identisch;  denn  wenn  die  Geraden  h,  k  .  .  dem  Punkte  A  immer 
näher  kommen,  so  mufs  der  Winkel  an  A  sich  immer  mehr  einem 
Rechten  nähern.  Auch  sieht  man,  dafs,  wenn  alle  Geraden  durch 
O  gehen,  wegen  der  Gleichheit  der  Winkel  OAB  und  OBA  auch 
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OA  =  OB  sein  mufe.  Ebenso,  wenn  die  Geraden  g,  h  .  .  .  auf 
derselben  Ebene  in  A',  B'  .  .  .  senkrecht  stehen,  so  folgt  aus  der 
Gleichheit  der  Winkel  A'AB  und  B'BA,  dafe  auch  AA'  =  BB'  ist. 
Die  zweite  Entstehungsweise  fuhrt  also  für  die  erste  Bündel- 
art zur  Kugel,  für  die  dritte  zur  Fläche  gleichen  Abstandes  (von 
einer  Ebene). 

d)  Für  eine  Fläche  der  bezeichneten  Art  wird  jede  Gerade 
des  Bündels  am  besten  als  Achse  bezeichnet.  Dann  lassen  sich 
die  durchgeführten  Entwicklungen  in  folgender  Form  aussprechen : 

Jede  Achse  steht  im  Schnittpunkt  auf  der  Fläche  senkrecht. 
Jede  Sehne  bildet   mit   den  durch  ihre  Endpunkte  gelegten 
Achsen  gleiche  Winkel. 

e)  Schneidet  man  auf  jeder  Achse  vom  Schnittpunkte  aus 
nach  derselben  Richtung  gleiche  Strecken  ab,  so  liegen  deren 
Endpunkte  wieder  auf  einer  Fläche  derselben  Art. 

Es  seien  g,  h,  k  irgend  drei  Achsen,  A,  B,  C  ihre  Schnitt- 
punkte; schneidet  man  auf  g,  h,  k  von  A  aus  nach  derselben 
Richtung  AA' =  BB' =  CG    ab,   so   bildet  (Fig.   14)   AB'    mit 

g  und  h,    AG'   mit  g  und   k 


Ti 


5.itf 


A' 


gleiche  Winkel.  Konstruiert  man 
also  für  denselben  Bündel  nach 
b)  diejenige  Fläche,  welche  durch 
A'  geht,  so  umfafst  sie  auch 
die  Punkte  B'  und  G'.  Liegen 
z.  B.  A,  B,  G  auf  einer  Grenz- 
fläche, so  müssen  auch  die  Punkte 
A'B'G  auf  einer  Grenzfläche 
liegen. 

f)  Alle  Grenzflächen   sind 
einander  kongruent. 

Zur  Bestimmung  der  ersten 
Grenzfläche  sei  ein  Punkt  A 
und  eine  von  A  ausgehende  Richtung  g  gegeben ;  ebenso  für  die 
zweite  ein  Punkt  E  und  eine  hiervon  ausgehende  Richtung  m. 
Man  bringe  die  zweite  Gerade  m  in  eine  solche  Lage,  dafe  die 
Punkte  A  und  E  zusammenfallen  und  die  Richtungen  g  und  m 
identisch  werden.  Dann  fallen  auch  die  Parallelen  des  zweiten 
Systems  mit  denen  des  ersten  zusammen. 
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g)  Die  vorstehenden  Betrachtungen  können  auf  die  Ebene 
beschränkt  werden  und  führen  zum  Kreise,  zur  Grenzlinie  und 
zur  Linie  gleichen  Abstandes.  Danach  ist  die  Grenzlinie  eine  Linie, 
welche  alle  in  der  Ebene  zu  einer  Richtung  parallelen  Geraden 
senkrecht  schneidet.  Die  Linie  gleichen  Abstandes  hat  von 
einer  in  ihrer  Ebene  gelegenen  Geraden  überall  denselben 
Abstand. 

h)  Die  Grenzfläche  kann  einerseits  betrachtet  werden  als 
Kugel  mit  unendlich  grofsem  Radius,  andererseits  als  Fläche  gleichen 
Abstandes  für  einen  unendlich  grofsen  Abstand. 

Man  gehe  aus  (Fig.  15)  von  einer  Ebene  I,  nehme  in  ihr 
einen  Punkt  A  und  errichte  in  A  auf  I  die  Senkrechte  g  (in  A 
begrenzt);  in  g  wähle 
man  einen  Punkt  O  als 
Mittelpunkt  einer  Kugel, 
welche  durch  A  hin- 
durchgehen soll.  Man 
nimmt  in  I  einen  belie- 
bigen Punkt  P,  zieht 
PO  und  bestimmt  auf 
PO  den  Punkt  B  so, 
dafs  <^  OAB  =  OBA  ist.  Läi'st  man  O  immer  weiter  rücken, 
so  nähert  sich  PO  immer  mehr  der  Parallelen;  also  nähert  sich 
auch  B  immermehr  dem  Schnittpunkt  B'  der  Parallelen  mit  der 
Grenzfläche. 

Jetzt  nimmt  man  eine  Ebene  11,  welche  ebenfalls  die  Gerade 
g  zur  Senkrechten  hat,  und  konstruiert  durch  A  die  Fläche,  deren 
Punkte  von  II  denselben  Abstand  haben.  Je  weiter  man  die 
Ebene  II  von  I  aus  ver- 
schiebt, um  so  näher 
rückt  (Fig.  1(5)  der  Fufs- 
punkt  G  der  von  P  auf 
II  gefällten  Senkrechten 
(nach  §  10,  b— e)  an 
g  heran.  Diese  Senk- 
rechte nähert  sich  also 
unbeschränkt  der  durch  P  zu  g  gezogenen  Parallelen. 

i)  Wieder  sei  die  Ebene  I  und  auf  ihr  ein  Punkt  A  gegeben. 


? 
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Wir  suchen  alle  Flächen  der  bezeichneten  Art,  welche  die  Ebene  I 
in  A  berühren  und  auf  derselben  Seite  der  Ebene  liegen.  Dänin 
ist  hierdurch  eine  einzige  Grenzfläche  bestimmt;  das  Innere  dieser 
Grenzfläche  ist  mit  Kugeln  angefüllt,  der  Raum  zwischen  der 
Grenzfläche  und  der  Ebene  mit  Flächen  gleichen  Abstandes. 

k)  Wenn  eine  Ebene  durch  eine  Achse  einer  Grenzfläche 
hindurchgeht,  so  schneidet  sie  die  Fläche  in  einer  Grenzlinie; 
wenn  sie  keine  Achse  derselben  enthält,  so  schneidet  sie  in  einem 
Kreise  oder  berührt  in  einem  Punkte  oder  liegt  ganz  aufserhaib 
der  Fläche. 

Wenn  die  Ebene  eine  Achse,  also  eine  aus  der  Schar  der 
Parallelen  enthält,  so  liegen  deren  unendlich  viele  in  ihr.  Man 
kann  also  hierauf  die  angegebene  Konstruktion  anwenden.  — 
Wenn  aber  die  Ebene  keine  Achse  enthält,  so  ziehe  man  durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  derselben  die  Parallele  1  zu  den  Achsen. 
Wenn  diese  auf  der  Ebene  senkrecht  steht,  so  kann  entweder 
P  in  der  Fläche  liegen  oder  aufserhaib  oder  innerhalb  derselben. 
Im  ersten  Falle  findet  Berührung  in  P  statt;  im  zweiten  Falle 
kann  die  Ebene  nicht  in  das  Innere  der  Fläche  treten,  im  dritten 
mufs  sie  aber  in  das  Äufsere  gelangen.  Dreht  man  aber  um  I, 
so  bewegt  man  die  Ebene  und  die  Fläche  in  sich,  also  findet  der 
Schnitt  in  einem  Kreise  statt.  Steht  1  nicht  auf  der  Ebene  senk- 
recht, so  sei  m  ihre  Projektion  auf  die  Ebene;  zum  Winkel  (Im) 
als  Parallelwinkel  gehört  ein  gewisser  Abstand.  Diesen  Abstand 
trage  man  als  PQ  auf  m  ab,  so  wird  die  in  Q  gezogene  Parallele 
auf  der  Ebene  senkrecht  stehen.  Wir  haben  also  wieder  den 
vorigen  Fall. 

1)  Der  Schnitt  einer  Ebene  mit  einer  Fläche  gleichen  Abstandes 
ist  entweder  ein  Kreis  oder  eine  Grenzlinie  oder  eine  Linie 
gleichen  Abstandes;  das  erste  findet  statt,  wenn  die  Ebene  mit 
derjenigen  Ebene,  von  welcher  die  Fläche  überall  denselben  Abstand 
besitzt,  eine  gemeinschaftliche  Senkrechte  hat;  das  zweite,  wenn 
diese  Ebenen  parallel  sind;  das  dritte,  wenn  die  Ebenen  sicji 
schneiden.  Für  den  Fall,  dafs  die  Schnittlinie  ein  Kreis  ist,  kann 
sie  in  einen  Punkt  zusammenschrumpfen  oder  imaginär  sein.     . 

Wenn  die  Ebenen  I  und  II  eine  gemeinschaftliche  Senkrechte 
MN  =  b  haben,  kann  ein  Schnitt  der  Ebene  II  mit  derjenigen 
Fläche,  deren  Punkte  von  I  den  Abstand  a  haben,  nur  eintreten, 
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^  wenn  die  Fläche  mit  II  auf  derselben  Seite  gegen  I  liegt  und 
wenn  b  <r  a  ist.  Sind  beide  Bedingungen  erfüllt,  so  entfernt  sich 
die  II  immer  weiter  von  I,  erhält  also  auch  für  gewisse  Punkte 
den  Abstand  a.  Dreht  man  aber  die  ganze  Figur  um  MN,  so 
werden  die  drei  Gebilde  in  sich  verbleiben,  also  mufs  auch  die 
Schnittlinie  in  sich  bewegt  werden,  mufs  also  ein  Kreis  sein. 
(Für  b  =  a  haben  wir  eine  Berührung,  wobei  die  Ebene  II  im 
übrigen  ganz  im  Äufsern  der  Fläche  liegt,  da  die  Entfernung  von 
I  zunimmt.) 

Dafs  jede  zu  I  parallele  und  jede  die  I  schneidende  Ebene 
die.  Fläche  in  einer  Linie  triflft,  folgt  unmittelbar  aus  §  13.  Im 
letzten  Falle  haben  die  Punkte  der  Schnittlinie  mit  der  Fläche 
auch  konstante  Entfernung  von  der  Schnittlinie  der  Ebenen;  der 
Schnitt  besteht  also  in  einer  Linie  gleichen  Abstandes.  Im  Falle 
des  Parallelismus  mufs  der  Übergang  zwischen  Kreis  und  Linie 
gleichen  Abstandes,  die  Grenzlinie,  eintreten,  was  man  auch  direkt 
durch  eine  Bewegung  zeigt,  bei  welcher  die  Ebenen  in  sich  ver- 
schoben werden. 

m)  Auf  der  Grenzfläche  wird  die  Gerade  (Hauptlinie)  durch 
die  Grenzlinie  vertreten ;  denn  dies  ist  der  Schnitt  mit  einer  durch 
eine  Achse  gehenden  Ebene.  Für  diese  Linie  zeigt  man  leicht, 
dafs  sie  die  kürzeste  Linie  ist,  welche  auf  einer  solchen  Fläche 
zwischen  zwei  ihrer  Punkte  gezogen  werden  kann.  Ferner  folgt 
aus  §  13,  h— 1,  dafs  die  Summe  der  Winkel  eines  aus  solchen 
Linien  gebildeten  Dreiecks  zwei  Rechte  beträgt,  und  dafs  durch 
jeden  Punkt  nur  eine  einzige  Parallele  zu  einer  gegebenen  Haupt- 
linie gezogen  werden  kann.  Auf  jeden  dieser  Sätze  kann  man 
aber  das  ganze  Lehrgebäude  Euklids  stützen;  somit  gelten  auf 
der  Grenzfläche  die  Gesetze  der  euklidischen  Ebene,  speziell  die 
Ähnlichkeitslehre  und  die  Kreismessung. 

n)  Auf  der  Fläche  gleichen  Abstandes  ist .  die  Hauptlinie  eine 
Kurve  gleichen  Abstandes,  deren  Schnittebene  eine  und  damit 
unendlich  viele  Achsen  enthält.  Auch  jede  derartige  Linie  hat 
auf  der  Fläche  die  Eigenschaften  der  kürzesten  Linie.  Konstruiert 
man  aus  solchen  Linien  ein  Dreieck,  so  ist  seine  Winkelsumme 
(nach  §  13  n)  kleiner  als  zwei  Rechte.  Daraus  folgt,  dafs  auf 
einer  solchen  Fläche  die  Gesetze  der  Lobatschewskyschen  Ebene 
gelten.     Dafs  speziell  für   den  Schnitt  von  Hauptlinien  dieselben 
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Gesetze  gelten,  wie  für  Gerade  in  der  Lobatschewskyschen  Ebene, 
ergiebt  sich  aus  dem  zweiten  Teile  von  §  13  f. 

o)  Wir  haben  es  nicht  für  nötig  gehalten,  zu  jedem  der 
letzten  Sätze,  welche  für  die  Grenzfläche  und  die  Flächen  gleichen 
Abstandes  gelten,  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  Kugel 
ausdrücklich  anzuführen.  Wir  möchten  aber  auf  dies  Entsprechen 
wenigstens  hingewiesen  haben. 

§  15. 
Die  Trigonometrie  im  Lobatsohewskysohen  Baume. 

Die  cyklometrischen  Funktionen  sin,  cos,  tangens  und  cotan- 
gens  sollen  überall  denselben  Wert  haben,  wie  in  der  gewöhn- 
lichen  Trigonometrie;    es   soll   also   sin   0  =  0,   sin  30°  =  t, 

sin  45°  =  --^,  sin   60°=  11^3,  sin  S>0"  =  1   sein  u.    s.   w.     Es 

sollen  auch  dieselben  Formeln  zwischen  den  Funktionen  eines 
Winkels  gelten ;  die  Additions-Theoreme  sollen  ungeändert  bleiben, 
—  kurz,  wir  wollen  hier  ganz  dieselben  Funktionen  anwenden, 
welche  aus  dem  elementiren  Unterrichte  bekannt  sind. 

Obwohl  diese  Bemerkung  für  diesen  §  und  für  manche  spätere 
Stelle  vollkommen  ausreicht,  kann  sie  doch  kaum  als  befriedigend 
angesehen  werden,  da  man  nicht  weifs,  wie  diese  Funktionen 
gewonnen  werden  können.  Bei  der  gebräuchlichen  Begründung 
mufe  die  Ähnlichkeitslehre  benutzt  werden,  welche  sich  wesentlich 
auf  die  Parallelen-Theorie  stützt.  Wir  müssen  daher  andere  Wege 
suchen,  auf  denen  sie  hergeleitet  werden  können.  Ein  solcher 
wird  sich  in  §  24  angeben  lassen ;  da  derselbe  jedoch  Sätze  benutzt, 
die  erst  dort  bewiesen  werden  sollen,  kann  er  hier  nicht  gut 
mitgeteilt  werden. 

Ein  zweiter  Weg  eröffnet  sich  uns  unter  Benutzung  der 
Sätze,  welche  in  §  14,  m)  für  die  Grenzfläche  erwiesen  sind. 
Wenn  auf  einer  solchen  Flächen  aus  Stücken  von  Grenzlinien 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  gebildet  ist,  so  darf  das  Verhältnis  der 
dem  einen  spitzen  Winkel  a  gegenüberliegenden  Seite  zur  Gegen- 
seite des  rechten  Winkels  als  Sinus  von  u  definiert  werden. 
Ähnliche  Definitionen  dürfen  wir  von  den  übrigen  Funktionen 
aufstellen.  Die  hierdurch  gewonnenen  Funktionen  sind  aber  iden- 
tisch mit  den  gebräuchlichen  Funktionen  desselben  Namens;  man 
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hat  eben  in  den  bekannten  Beweisen  der  hierfür  geltenden  Sätze 
die  Ebene   nur  durch  die  Grenzfläche  zu  ersetzen. 

Drittens  können  wir  die  Funktionen  rein  analytisch  definieren. 
Dabei  dürfen  wir  jedoch  den  Winkel  nicht  nach  Graden,  Minuten 
und  Sekunden  messen,  sondern  müssen  seine  Gröfse  durch  Zahlen 
bestimmen.  Zu  dem  Ende  beschreiben  wir  um  den  Scheitel  des 
Winkels  mit  einem  beliebigen  Radius  einen  Kreis.  Wenn  der 
Umfang  des  Kreises  die  Länge  u,  der  im  Winkelfelde  gelegene 
Bogen  die  Länge  1  hat,  so  setzen  wir 

27rl 

wo  >T  die  bekannte  Zahl  vj,14  159  .  .  .  ist.  Diese  Zahl  a  hängt 
nur  von  dem  Winkel,  aber  nicht  von  dem  Radius  des  benutzten 
Kreises  ab;  sie  kann  demnach  als  Mafs  des  Winkels  betrachtet 
werden.     Bei  der  getroffenen  Festsetzung  hat  der  rechte  Winkel 

die  Gröfse       und  ein  Winkel  von  m  Grad  die  Mafszahl     ..- 

Z  loU 

Für  jede  reelle  Zahl  «  definieren  wir  jetzt  die  Funktionen  Sinus 
und  Cosinus  durch  die  unendlichen,  stets  konvergierenden  Reihen : 

fjS  Of5  f^l 

(1)  sin  «  =  «  -    ^  j  -f  ^  I  _  -  4-  .  .  . 

u"^  «*  «* 


(2)cos«  =  l-^,  +^,-^.,+ 


j      ,        ^  sni  «        ^  cos « 

und  setzen  te  u  ^= ,  cote  «==:-. 

^  cos  flf         °  sm  « 

Für  diese  Funktionen  gelten  alle  Beziehungen,  welche  ge- 
wöhnlich auf  geometrischem  Wege  hergeleitet  werden.  So  erhält 
man  durch  Quadrierung  und  Addition:  sin  *a4-cos-a  =  l. 

Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  rein  analytisch  die  Formeln : 
sin  («  4-  /^)  =  sin  a  cos  ß  +  cos  «  sin  p?, 
cos  (or  -|-  ^)  =»  cos  et  cos  ß  '-■  sin  u  sin  ß. 
Auch  die  weiteren  Gesetze,  wie 

sin  ^=  1 ,  sin  TT  =  0 ... ,  sin  [  '   ±  «  j  =  cos  a, 

lassen  sich  durch  blofse  Benutzung  der  Reihen  herleiten. 

Auch  der  folgende  Weg  führt  analytisch  zu  denselben  Funk- 
tionen. Man  geht  aus  von  der  Zahl  e  =»  2,71  828  .  .  .,  welche 
durch  die  Formel 
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m  =  00 
als  der  Grenzwert  definien  wird,  dem  sich  die  m^*  Potenz  der 

Summe  1  +       für  immer  gröfeer  werdende  Werte  von  m  nähert. 


m 


Nun  weist  man  für  jede  reelle  Zahl  x  die  Beziehung  nach: 


X 


(4)  e«  =  l+x+2,  +3,  +4!  +  -- 

Will  man  auch  imaginäre  Exponenten  zulassen,  so  müssen 
hierfür  dieselben  Gleichungen  bestehen,  wie  für  reelle  Exponenten ; 
man  mufs  also  e^*  durch  die  Gleichung  definieren: 


M\ 


{u\y  ^  («0 


=  1  +  «i  +  \,-i'- + 


« 


2! 


«• 


3! 


+  ... 


1-21+4! 


+  i 


(t 


3!  +  5! 


I 


Ersetzt  man  hierin  u\  durch  — «i,  so  folgt: 


.— «1 


I-        «^    .     x 


+ 


*  _     <_•!  — '^^  j_ ''''  _     i 

I         2!    '     4!        •••(      ^f      3!"^  T)!'     "••/' 

Für  die  einzelnen  Klammern  führe   man  neue   Zeichen  ein 
und  setze: 

e"^  =  cos  u  -|-  i  sin  «. 
Nun  ist  einerseits: 

e(«  +  /^)*  =  cos  («  +  /?)  +  i  sin  («  +  /^),  andererseits 
e(«  +  /J^)  J  =  e«! ,  e^*  =  (cos  a  +  i  sin  ii)  (cos  /:?  +  J  sin  b) 

=  (cos  it  cos  ß  —  sin  u  sin  /?)  +  i  (sin  a  cos ß  +  cos  a sin/?), 
woraus  sich  das  Additions-Theorem  ergiebt. 

Jetzt  bezeichnen  wir  den  kleinsten  positiven  Wert,  für  welchen 

TT- 

COS  tt  =  ü  ist,  mit  ^.,  so  folgt: 


7t 


711 


sin      —  1,   e*  =  i,   e*^*  =  1,   sin  :r  =  0,  cos  :i  =  —  1, 


und  fiir  jedes  ganzzahlige  k: 


;f 


cos  (2krr  +  «)  =  cos  «,  sin  (2k  r  +  '<)  =  sin  rr,  cos  \\.—  u\=.  sin  r^, 


u.  s.  w. 


Dividiert  man  die  Gleichungen   für  e"*    und  c""^,  so  folgt 
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tofi  = 


COS  a  +  i  sin  a       1  +  itg  « 
cos  «  —  i  sin  a       i  —  i  tg  « ' 


wot£a=» gesetzt   ist.     Hier   nimmt  man  beiderseits  den 

^  COSflf    ^ 

natürlichen  Logarithmus  (dessen  Grundzahl  =  e  ist)  und  erhält : 

®  1  —  ItgOf 

Gewisse  andere  Untersuchungen  führen  aber  auf  die  Formel : 

'°^\-l  =  '<C-^^3^1  +  1  +  --, 
Ersetzt  man  hierin  x  durch  i  tg  a,  so  folgt: 

«  =  tg  rr  —  I  tg  3«  +  ^  tg  5«  —  1  tg  '«  +  . . . 

Diese  Gleichung  gestattet  für  kleine  Werte  von  tg  «  das 
zugehörige   «   zu    berechnen.      Speziell   folgt  aus    cos    '.   =  0, 

ml 

sin  '^  =  1  :  tg  -  ==  1,  und  dann  lehrt  die  vorstehende  Reihe,  dafs 

aus  den  vorstehenden  analytischen  Entwicklungen  für  tt  derselbe 
Wert  3,14  .  .  .  folgt,  der  geometrisch  aus  der  Kreismessung  er- 
halten werden  kann. 

Neben  den  Kreisfunktionen  führen  wir  die  vier  Hyperbel- 
funktionen ein,  und  zwar  den  hyperbolischen  Sinus  (Sh),  den 
hyperbolischen  Cosinus  (Ch),  die  hyperbolische  Tangens  (Th) 
und  die  hyperbolische  Cotangens  (Coth).  Das  geschieht  durch 
die  Formeln: 

1  e*  —  e"~*  X*        x^ 

Sh  X  =  .  sin  (xi)  =        ^        =  x  +  g-, +  -,  +  .. . 

e* -f- e~~*  x'        X*        x^ 

Chx=-     cos(xi)=        2        ^  ^+  2   +4!  "^  I>!"^"* 

^,  Sh  X    ^  ^,  Ch  X 

1  h  X  =  >,!-   ,  Coth  X  ==»  öl 

Chx  Sh  X 

Alle  diese  Funktionen  lassen  sich  beim  Gebrauch  von  Wurzeln 
durch  eine  einzige  darstellen ;  es  gelten  nämlich  die  Gleichungen : 

Ch*x  —  Sh«x  =  1,  7..\     =  1  —  Th«x. 

Ch^x 

Auch  besteht  für  diese  Funktionen  ein  Additionstheorem, 
welches  durch  die  Formeln  dargestellt  wird: 
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Sh  (x  ±"y)  =  Shx  Chy  ±  ChxShy 
Ch(x  ±y)  =  ChxChy  ±  ShxShy. 

Die  vier  Funktionen  haben  für  positive  Werte  des  Argu- 
mentes, (auf  die  es  hier  allein  ankommt)  auch  positive  Werte, 
und  zwar  wächst  der  Hyperbelsinus  von  null  bis  unendlich,  der 
Hyperbelcosinus  von  eins  bis  unendlich;  die  Hyperbeltangens 
wächst  von  null  bis  eins,  während  Cotangens  hyp.  von  unendlich 
bis  eins  fällt. 

Nach  dem  Vorgange  Lobatschewskys  ^)  nehmen  wir  zwischen 
den  Seiten  und  Winkeln  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  drei  Be- 
ziehungen scheinbar  willkürlich  an  und  leiten  daraus  Beziehungen 
zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  für  ein  beliebiges  Dreieck  her. 
Dann  werden  wir  zeigen,  dafs  alle  diese  Beziehungen  ein  in  sich 
widerspruchloses  System  bilden  und  dafs  sie  den  in  den  voran- 
gehenden §§  aufgestellten  Sätzen  genügen. 

Indem  wir  a,  b,  c  als  die  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
voraussetzen  und  dabei  annehmen,  a  läge  dem  spitzen  Winkel 
a,  b  dem  spitzen  Winkel  ß  gegenüber,  gehen  wir  von  den 
Gleichungen  aus: 

Sh ,   =  Sh  r  sin  a,  Sh  v  =  Sh ,  sin  /■?,  Ch  j^  =  Ch  i  Ch  r , 

wo  k  eine  gewisse  Länge  bezeichnet.  Aus  der  ersten  Gleichung 
schaffen  wir  vermittelst  der  dritten  a  weg  und  fuhren  b  ein,  indem 
wir  folgende  Veränderung  vornehmen: 

Sh*^— Sh*^        Ch«^  — Ch»^ 
cos*a=l — sin^w=   -     -»rr         =  = 

Sh'c  ^y^C 

k 

Ch^f-Ch«!'  -Ch«^        Ch«- fch«!"  -0        Th2- 
kk  k  kVky  a. 
--=        -  ^^      ._  .   ^_^.  =  -^  oder 

Sh«"Ch»-  Sh'^Ch«^  Th4 

k        k  k  k  k 

Th^  Th| 

cos  (t  = ;  ebenso  cos  /?  = 

Thr  Th!^ 

k  k 
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Durch  Verbindung  dieser  Gleichungen  folgt  leicht: 

a  b 

Thf  Th,  , 

K                     k  b   ,  a    . 

tg  CT  =        r,  tg/?  = ,  cos  /i?=  Ch  r  sin  er,  cos  «  =  Chr-  sin  ß. 

Shf  Shy  '  *"  ^ 

k  k 

Ein  beliebiges  Dreieck  teile  man  durch  eine  Höhe  in  zwei 
rechtwinklige  Dreiecke;  dann  ergeben  sich  unmittelbar  die 
Gleichungen  : 


sm  u 
Sh^ 


sin  ß 
iT 
Sh 


sm  y 


k      ^"k 

wo  die  Seiten  a,  b,  c  je  den  Winkeln  «,  ß^  y  gegenüberliegen. 

Die  Höhe  h,  von  A  auf  a  gefällt  (Fig.  17),  teile  letztere  in 
die  Teile  p  und  a— p;  dann  ist 


Ch,^ 


Ch 


f  =ch!^ch?---P  =  -Vchf-ehP--shf-shP 


ChfA 

k 


k 


k 


=  Chj-Chj-  — Sh.  Shr^  cos  y. 


Indem  wir  die  entsprechenden 
Gleichungen  hinzunehmen,  erhalten 
wir  bereits  fünf  Gleichungen.  Wei- 
tere Formeln,  welche  wir  analytisch 
durch  Verbindung  der  vorstehenden 
herleiten,  können  keine  neuen  Be- 
ziehungen herbeiführen.     Alle  Be- 


3^ 


Ziehungen,  welche  sich  durch  irgend  eine  Zerlegung  des  gegebenen 
Dreiecks  in  zwei  rechtwinklige  ergeben  können,  sind  also  in  den 
vorstehenden  fünf  Gleichungen  enthalten. 

Diese  liefern  aber  nur  drei  von  einander  unabhängige  Be- 
ziehungen, wie  man  am  besten  in  folgender  Weise  zeigt.  Ersetzt 
man  k  durch  ki,  so  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  in  die 
der  sphärischen  Trigonometrie  über,  wofern  der  Radius  der  Kugel 
gleich  k  ist.  Wenn  man  also  aus  unsern  Voraussetzungen  irgend 
welche  Beziehungen  zwischen  den  in  einem  Dreieck  vorhandenen 
Längen  und  Winkeln  herleitet,  so  entsprechen  dieselben  gewissen 
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Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie ;  letztere  sind  mit  einander 
vereinbar  und  enthalten  für  das  Dreieck  drei  willkürliche  Gröfsen; 
dasselbe  gilt  also  auch  von  unsern  Formeln. 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  noch  folgendes.  Wenn  durch 
Verbindung  mehrerer  Dreiecke  eine  neue  Figur  entsteht,  so  sind 
die  Beziehungen  zwischen  den  in  dieser  letzten  Figur  vorkom- 
menden Gröfsen  unabhängig  von  den  Hülfsfiguren.  Wenn  man 
z.  B.  gewisse  Beziehungen  für  ein  Viereck  ABCD  dadurch  erhält, 
dafs  man  die  Diagonale  AC  zieht,  so  müssen  damit  vereinbar 
sein  alle  Beziehungen,  welche  sich  durch  das  Ziehen  der  Diago- 
nale BD  ergeben. 

Auch  mit  den  einfachsten  geometrischen  Konstruktionen 
müssen  die  Formeln  vereinbar  sein.  Diese  kommen  aber  auf  die 
beiden  Aufgaben  hinaus:  Ein  Dreieck  zu  konstruieren  aus  den 
drei  Seiten;  und  ein  Dreieck  zu  konstruieren,  von  dem  zwei 
Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben  sind.  Es  genüge, 
über  die  erste  einige  Worte  zu  sagen.  Damit  eine  geometrische 
Lösung  möglich  ist,  mufs  die  Summe  zweier  Seiten  jedesmal 
gröfser  sein  als  die  dritte.    Ist  aber  a4-b>c>a  —  b,  so  folgt 

Chf  Chi"  -  Ch^  7  ^  >  ChrChJ"  -  Chf  >  Qv  Chp-  Ch-'t ^, 
kk  kkk  kkk  k 

woraus  unter  Anwendung  der  obigen  Formeln  folgt,  dafs  cos  y 
zwischen  +  1  und  —  1  liegt,  sodafs  sich  für  y  ein  einziger  Wert 
zwischen  o  und  tt  ergiebt. 

Wir  beweisen,  dafs  unter  Anwendung  unserer  Formeln  die 
Winkelsumme  in  jedem  Dreieck  kleiner  ist  als  zwei  Rechte.  Es 
genügt,  dies  für  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  spitzen 
Winkeln  «  und  ß  zu  beweisen.     Dafür  ist  aber: 

Th'^Th^        ^^\^^\ 

Th«-  Sh»f- 

k  k 

k       ^      k      k        ^  k 


cos  («  -|~  /^)  =  ^*os  cc  cos  ß  —  sin  a  sin  ß  = 


was  stets  positiv  ist. 
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Wir  können  auch  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck  die  Formel 
betrachten : 

cos  «  = 

Nehmen  wir  darin  b  fest  an  und  legen  a  veränderliche  Werte 

bei,  welche  von  null  an  wachsen,  so  wächst  c  von  null  an.   Wenn 

b  c 

aber  cos  a==Thr  wird,  so  wird  Th,  =  1,  also  c  =  00.     Für 

cosa  =  Thr  giebt  also  ft  den  Parallelwinkel  an,    welcher  zum 

Abstände  b  gehört. 

Wählen  wir  die  Linien  a,  b,  c  sämtlich  unendlich  klein  oder 
lassen  wir  k  unendlich  grofs  werden,  so  haben  wir  in  der  Ent- 

XX 

Wicklung  von  k  Shr  und  Chj-  nur   die  ersten    (ein  oder  zwei) 
Glieder  zu  nehmen.    Dann  erhalten  wir  die  Formeln: 

-_ =,  ,     ^.  ==  - . —   ,  c*  =  a*  +  b*  —  2ab cos  y. 

sm «      sm  ß       sm  y 

Somit  finden  wir  die  beiden  Sätze; 

1.  Die  vorgelegte  Geometrie  stimmt  um  so  mehr  mit  der 
euklidischen  überein,  je  kleiner  das  betrachtete  Gebiet  ist, 

2.  die  euklidische  Geometrie  ist  der  Grenzwen,  dem  sich 
die  Lobatschewskysche  für  unbegrenzt  wachsende  Werte  von  k 
nähert. 

Wir  haben  bisher  nur  gezeigt,  dafs  die  aufgestellten  trigono- 
metrischen Formeln  den  in  §  10  angegebenen  Voraussetzungen 
genügen.  Nun  könnte  man  den  Beweis  erwarten,  dafs  nicht  auch 
andere  trigonometrische  Formeln  diese  Voraussetzungen  befrie- 
digen.    Das  wird  sich  in  §  24  auf  einem  andern  Wege  ergeben. 

§  16. 

Analytisohe  Behandlung  der  Lobatsohewskysohen  Gfreometrie. 

Für  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  hat  es  sich  als 
praktisch  erwiesen,  drei  Bestimmungsgröfsen  zu  wählen,  zwischen 
denen  dann  eine  Gleichung  bestehen  mufs.^^)   Wir  gehen  (Fig.  18) 

Killingr«  Orundla^en  der  Oeometrie.    I.  4 
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von  zwei  rechtwinkligen  Achsen  OX  und  OY  aus,  bezeichnen 
die  Entfernung  PO  des  zu  bestimmenden  Punktes  P  vom  Anfangs-^ 

punkte  O  mit  r,   und  den  Winkel, 
y  welchen  diese  Linie  mit  der  positiven 

P  ^    X-Achse  bildet,  mit  cp.  Dann  setzen  wir 

*  p  =  Chi,    X  =  kShj-  cos  9, 

y=  kShj-  siny. 

Stehen  PA  und  PB  senkrecht  auf  den  Achsen,  so  ist 

PB  PA 

x  =  kSh-^,  y  =  kSh-j^- 

Zwischen  p,  x,  y  besteht  die  Relation: 

k«p«_x«  — y»  =  k«. 

Wenn  umgekehrt  p,  x,  y  dieser  Bedingung  genügen,  und 
p>l  ist,  so  bestimmen  sie  immer  einen,  und  zwar  einen  ein- 
zigen Punkt.  Somit  ist  jeder  Punkt  durch  das  Verhältnis  der 
drei  Gröfsen  p,  x,  y  gegeben,  (letzteres  darf  allerdings  nicht  ganz 
willkürlich  sein). 

Ist  e  die  Entfernung  der  Punkte  P  (=  x,  y,  p)  und  P'  (=  x', 
y',  p'),  so  ist  nach  dem  Cosinussatze: 


Ch^ 
k 


OP      OP'  OP     OP' 

Ch- ,- - Ch  , Sh -i— Sh -^i —  cos  Qf'  —  y) 


k 
OP      OP'  OP      OP' 

=  Ch -r- Ch  -j- Sh -r- Sh -r—  (cos  <j'  cos  y  +  sin y '  sin y ), 

woraus  unmittelbar  folgt: 

k«Ch,  =k2pp'  —  xx'  — yy'. 

Um    die    Gleichung    einer 


p  %ii 


X 


Geraden,  so  ist 


Geraden  zu  bestimmen,  fällen 
wir  vom  Anfimgspunkte  die 
Senkrechte  OD  =  r  (Fig.  19) 
auf  dieselbe  und  bezeichnen  den 
Winkel  DOX  mit  f.  kt  nun 
P    ein   beliebiger  Punkt   dieser 


Ch  ,— =  Ch  -:-   Ch-T     oder 
k  k  k 
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k^p  =  Ch r  (  k*pCh ,  —  kxSh,   cos  f  —  ky Sh,    sin  fj- 

TT  T 

Indem  wir  Ch*.   — 1  durch  Sh*.    ersetzen  und  durch  Shj-  divi- 
dieren, erhalten  wir  als  Gleichung  der  geraden  Linie: 
kp  Shj-  —  xChr  cos  €  —  yChj-  sin  «  ==  0. 

Dieselbe  ist  homogen  und  linear  in  den  Koordinaten,  und 
zwischen  den  Konstanten  e,  a,  b  in  ihrer  Gleichung: 

ep  +  ^  +  by  =  0 
besteht  die  Gleichung: 

Soll  umgekehrt  die  Gleichung  ep  +  ax  +  by  ==  0  eine  Gerade 

darstellen,  so  mufs  a^  +  b-  —  jr«>0  s^^*^- 

Für  den  Raum  gehen  wir  von  drei  auf  einander  senkrecht 
stehenden  Ebenen  aus,  welche  sich  in  O  treffen.  Zur  Bestimmung 
des  Punktes  P  fällen  wir  die  Senkrechten  PA,  PB,  PC  auf  die 
Ebenen,  und  setzen: 

ruOP  uqkPA  ,^.PB  ,^.PC 

Ch-r-  =  p,  kbh-T-  =  X,   kbh-r-  =  y,  kbh-j-  =  z. 

Wenn  OP  mit  den  Koordinatenebenen  die  Winkel  y,  y',  y" 

bildet,  so  ist  auch: 

r  r    .  r    . 

X  =kShr  sin  y,  y  =  kShr  sin  y',  z  =  '^Shr  sin  (f. 

Jetzt  besteht  also  die  Beziehung: 

k»p«  — X«  — y«— z«— k«. 

Umgekehrt,  wenn  zwischen  vier  Gröfsen  p,  x,  y,  z  diese 
Beziehung  besteht  und  p  >  1  ist,  so  genügen  sie  zur  Bestimmung 
eines  und  zwar  eines  einzigen  Punktes. 

Die  Entfernung  e  zweier  Punkte  (p,  x,  y,  z)  und  (p',  x',  y',  z) 
wird  durch  die  Formel  bestimmt: 

k*  Ch  r  =  k*  pp'  —  xx'  —  3ry'  —  zz'. 

Ebenso  wird  jede  Ebene  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
dargestellt: 
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ep  +  ^x  -|-  by  +  cz  =  0, 
wo  —  1  V  +  a*  +  b*  +  c*  ">  0  ist. 

Der  Beweis  der  letzten  Sätze  ist  wesentlich  identisch  mit 
dem  der  entsprechenden  Sätze  der  Ebene. 

Der  wirkliche  Aufbau  der  Geometrie  vermittelst  der  Analysis 
dürfte  hier  nicht  notw^endig  sein. 

§  17. 

Vergleiohung  der  Q-eometrie  auf  der  Kugelfläehe  mit  der 

der  Ebene. 

In  §  14  traten  uns  Kugelfläche,  Grenzfläche  und  Fläche 
gleichen  Abstandes  in  mancher  Beziehung  als  gleichberechtigt  ent- 
gegen. Die  Grenzfläche  zeigt  die  Eigenschaften  der  euklidischen, 
die  Fläche  gleichen  Abstandes  die  der  Lobatschewskyschen  Ebene. 
Eine  Vergleichung  beider  ergiebt  sich  aus  den  vorstehenden  Unter- 
suchungen, braucht  also  nicht  weiter  durchgeführt  zu  werden. 
Wir  haben  jetzt  noch  die  Aufgabe,  die  Kugelfläche  genauer  mit 
der  Ebene  zu  vergleichen. 

Zuvörderst  ist  der  Grad  der  Beweglichkeit  für  beide  Flächen 
derselbe.  Man  kann  auch  die  Kugelfläche  so  in  sich  bewegen, 
dafs  ein  Punkt  in  die  Lage  eines  beliebigen  andern  Punktes  gelangt, 
und  dann  kann  man  die  Fläche  noch  bei  der  Ruhe  eines  Punktes 
so  drehen,  dafs  jeder  bewegte  Punkt  eine  geschlossene  Linie 
(einen  Kreis)  beschreibt.  Demnach  kann  man  die  Fläche  so  in 
sich  verschieben,  dafs  ein  Punkt  und  eine  davon  ausgehende 
Richtung  in  Deckung  gelangt  mit  einem  zweiten  Punkte  und  einer 
davon  ausgehenden  beliebig  gewählten  Richtung.  Gleichwie  die 
Gerade  die  kürzeste  Linie  auf  der  Ebene,  ist  der  Hauptkreis  (die 
Hauptlinie)  die  kürzeste  Linie  auf  der  Kugel.  Durch  jeden  Punkt 
geht  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Hauptlinien.  Jede  Haupt- 
linie kann  in  sich  verschoben  werden;  man  kann  aber  auch  die 
Fläche  so  in  sich  bewegen,  dafs  die  Hauptlinie  umgekehrt  in 
Deckung  mit  ihrer  Anfangslage  gelangt. 

Aber  auf  der  Kugel  ist  die  Hauptlinie  geschlossen,  und  zwei 
Hauptlinien  der  Kugel  schneiden  sich  immer  in  zwei  Punkten, 
einem  Punkte  und  seinem  Gegenpunkte.  Infolgedessen  erleidet 
der  Satz,   dafs  durch  zwei  Punkte  eine  einzige  Hauptlinie  geht, 
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eine  Ausnahme,  wenn  die  beiden  Punkte  Gegenpunkte  sind.  Man 
kann  sich  hien^on  in  etwa  unabhängig  machen,  wenn  man  die 
Betrachtung  auf  eine  Kalotte  einschränkt,  welche  kleiner  ist  als 
die  krumme  Fläche  einer  Halbkugel.  Durch  zwei  Punkte  eines 
solchen  Flächenteiles  geht  immer  eine  einzige  Hauptlinie.  Daher 
kann  man  diejenigen  Sätze  aus  Euklids  Planimetrie  vollständig 
übertragen,  bei  deren  Beweis  die  Unendlichkeit  der  Geraden  weder 
direkt  noch  indirekt  benutzt  wird.  Hieraus  ergeben  sich  un- 
mittelbar Sätze  über  die  Kongruenz  der  Dreiecke,  über  das  gleich- 
schenklige Dreieck,  namentlich  auch  über  den  Kreis. 

Im  übrigen  möchten  wir  noch  folgende  Sätze  der  Sphärik 
besonders  hervorheben :  Zwei  beliebige  Hauptlinien  schneiden  ein- 
ander; zugleich  giebt  es  eine  dritte  Hauptlinie,  welche  auf  beiden 
senkrecht  steht.  Die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  beträgt 
mehr  als  zwei  Rechte,  nähert  sich  aber  zwei  Rechten  um  so  mehr, 
je  kleiner  der  Inhalt  ist. 

Wir  werden  hierdurch  darauf  geführt,  die  Frage  zu  stellen: 
Ist  die  Unendlichkeit  der  Geraden  durch  die  übrigen  von  ihr 
vorausgesetzten  Eigenschaften  gefordert,  oder  zeigt  uns  wenigstens 
die  Erfahrung,  dafs  die  Gerade  (und  damit  der  Raum)  unendlich 
ist?  Dafs  der  erste  Teil  der  Frage  verneint  werden  mufs,  legen 
uns  die  angeführten  Sätze  der  Sphärik  schon  nahe,  soll  aber  in 
den  folgenden  Paragraphen  noch  genauer  bewiesen  werden.  Was 
den  zweiten  Teil  betrifft,  so  erinnern  wir  uns,  dafs  unsere  Er- 
fahrung immer  nur  auf  ganz  kleine  Gebiete  beschränkt  ist  und 
dafs  wir  den  aus  zahlreichen  Beobachtungen  geschöpften  Wahr- 
nehmungen unwillkürlich  allgemeine  Gültigkeit  beilegen.  Wir 
müssen  aber  bedenken,  dafs  unsere  genauesten  Beobachtungen 
auf  der  Erdoberfläche  vor  sich  gehen,  dafs  also  z.  B.  das,  was 
wir  als  eine  Gerade  betrachten,  im  günstigsten  Falle  ein  Stück 
eines  Hauptkreises  der  Erdkugel  ist. 

Wie  wir  uns  in  den  letzten  Paragraphen  vom  elften  Axiom 
Euklids  unabhängig  gemacht  haben,  müssen  wir  jetzt  prüfen,  ob 
seine  Annahme,  dafs  die  Gerade  unendlich  sei,  im  Wesen  der 
geraden  Linie  ihren  Grund  findet. 
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§   1». 
Die  Gfrerade  als  gesohlossene  Linie  voranagesetEt. 

a)  Wir  verfolgen  jetzt  die  Voraussetzung,  dafe  die  gerade 
Linie  geschlossen  ist.^^)  Dabei  müssen  alle  Sätze  Euklids,  in 
deren  Ausspruch  und  bei  deren  Beweise  die  Unendlichkeit  der 
Geraden  weder  direkt  noch  indirekt  vorausgesetzt  wird,  unver- 
ändert bestehen  bleiben.  Das  gilt  also  z.  B.  für  die  Sätze  vom 
gleichschenkligen  Dreieck,  ferner  für  die  in  §  11  a — e  angege- 
benen Sätze. 

b)  Da  alle  Geraden  einander  kongruent  sind,  haben  sie  auch 
alle  dieselbe  Länge.  Gehen  jetzt  von  einem  Punkte  A  zwei 
gerade  Linien  AB  und  AG  aus,  so  müssen  sie  notwendig  einmal 
wieder  zusammentreffen,  und  zwar,  wenn  es  nicht  schon  früher 
geschieht,  im  Punkte  A,  von  dem  aus  beide  Gerade  wieder  ihre 
frühere  Bahn  fortsetzen.  Wir  bezeichnen  den  ersten  Schnittpunkt 
der  Geraden  AB  und  AC  von  A  aus  mit  A',  (wobei  wir  die 
Möglichkeit  zulassen,  dafs  A'  mit  A  identisch  ist).  Dann  ist  jeden- 
falls die  Länge  ABA'  gleich  der  von  ACA'. 

Man  beweist  dies  etwa  dadurch,  dafs  man  die  Figur  in  eine 
Lage  bringt,  in  welcher  die  Richtung  AB  mit  der  Richtung  AC 
vertauscht  ist. 

c)  Treffen  sich  die  Geraden  AB  und  AC  zuerst  in  A'  wieder, 
so  ist  der  Winkel,  den  die  Geraden  in  A  einschliefsen,  gleich 
dem  von  ihnen  in  A'  gebildeten  Winkel. 

Man  drehe  die  Figur  in  ihrer  Ebene  um  den  Punkt  A,  bis 
AB  in  die  Richtung  AC  fällt;  dann  möge  AC  die  Lage  AD  an- 
nehmen. Da  aber  der  Schnittpunkt  von  AC  und  AD  auf  AC 
fällt  und  ABA'  =  ACA'  ist,  so  fällt  auch  der  Schnittpunkt  von 
AC  und  AD  auf  A'.  Fährt  man  hiermit  fort,  so  mufs  nach  einer 
endlichen  Zahl  von  Wiederholungen  AB  entweder  in  die  Anfangs- 
lage zurückkehren  oder  zum  erstenmale  in  das  Winkelfeld  BAC 
fallen.  Dasselbe  mufs  dann  aber  für  A'B  gelten.  Gelangt  AB  in 
die  Anfangslage  zurück,  so  gilt  dasselbe   von   AC,    und   es  ist 

2 

sowohl  BAC  wie  BAC  gleich     n  für    ein   ganzzahliges   n.     Ist 

2 

das  nicht  der  Fall,    so   liegen   beide  Winkel  zwischen    ■  n  und 
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2 

— .-^n.     Fährt  man  dann  aber  mit  diesem  Prozefs  weiter  fort, 
n  +  1 

bis  AB  wieder  in  die  Anfangslage  oder  zwischen  AB  und  AC 

gelangt,  so  ergeben  sich  für  beide  Winkel  immer  engere  Grenzen 

von  gleicher  Gröfse. 

Man  kann  den  Beweis  auch  dadurch  fuhren,  dafs  man  den 

einen  Winkel  direkt  auf  den  andern  legt  und  zeigt,   dafs  hierbei 

Deckung  eintritt. 

d)  Wie  auch  die  zweite  Linie  AC  gewählt  ist,  immer  ist 
ABA'  ein  ganzzahliger  Teil  der  ganzen  Linie  AB  .  .  A  (also  ent- 
weder die  ganze  Linie  oder  die  Hälfte  oder  ein  Drittel  u.  s.  w.). 

Verschiebt  man  die  ganze  Figur  in  ihrer  Ebene  längs  der 
Geraden  AB,  bis  A  auf  A'  gelangt,  so  mufs  auch  AC  wieder  in 
dieselbe  gerade  Linie  fallen.  Folglich  wird  auch  die  neue  Lage 
A"  von  A'  ein  Schnittpunkt  der  beiden  gegebenen  Geraden  sein, 
und  es  ist  AA^sA'A*  u.  s.  w.  Da  aber  A  selbst  ein  gemein- 
schaftlicher Punkt  der  Geraden  ist,  so  mufs  man  durch  eine  end- 
liche Anzahl  von  Wiederholungen  zu  diesem  Punkte  gelangen. 

e)  Wenn  sich  irgend  zwei  Gerade  AB  und  AC,  von  A  aus- 
gehend, zuerst  wieder  in  A'  treffen,  so  steht  die  Gerade,  welche 
die  Mitten  von  ABA'  und  ACA'  mit  einander  verbindet,  auf  beiden 
Geraden  senkrecht. 

Es  sei  (Fig.  20)  AM  =  MA'  auf  AB  und  AN  =  NA'  auf  AC, 
so  sind  die  Dreiecke  AMN  und  ANM  kongruent.  Da  aber  beide 
Dreiecke  gleich- 
schenklig sind,  so 
sind  die  vier  Win- 
kel an  M  und  N  A  <^  "^  A' 
einander  gleich, 
also  jeder  ein 
Rechter. 

f)  Wenn  sich  irgend  zwei  von  A  ausgehende  gerade  Linien 
zuerst  wieder  in  A'  treffen,  so  müssen  auch  alle  von  A  aus- 
gehenden Geraden  wieder  durch  A'  hindurchgehen. 

Für  eine  ganze  Reihe  von  Linien  ist  der  Satz  bereits  in  c) 
bewiesen;  wir  drehen  die  Figur  um  ABA',  so  mufs  auch  jede 
neue  Lage  von  ACA'  durch  A'  hindurchgehen;  dreht  man  aber 
jetzt  um  die  Anfangslage  von  AC,  so  erhält  man  in  der  gegebenen 
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Ebene  selbst  weitere  derartige  Linien,  welche  einen  an  A  liegenden 
Winkel  einschliefsen ;  somit  gilt  der  Satz  allgemein. 

Will  man  in  der  Ebene  bleiben,  so  halbiere  man  in  der 
vorigen  Figur  MN  in  O,  ziehe  AO  und  A'O  und  zeige,  dafs 
dies  eine  gerade  Linie  ist,  so  dafs  die  Gerade  AO  durch  A'  gebt. 
Durch  Fortsetzung  dieses  und  des  in  c)  eingeschlagenen  Verfeihrens 
kann  man  jeder  durch  A  gehenden  Geraden  unbegrenzt  nahe 
kommen. 

g)  Die  Mitten  aller  Geraden  von  einem  Punkte  A  bis  zum 
nächsten  Schnittpunkt  A'  liegen  in  einer  Ebene,  deren  sämtliche 
Punkte  sowohl  von  A  wie  von  A'  gleichen  Abstand  haben. 

Es  sei  (vergl.  die  vorige  Figur)  ABA'  eine  gerade  Linie; 
M  die  Mitte  derselben;  in  M  sei  MN  beliebig  auf  ihr  senkrecht 
errichtet;  dann  mufs  die  Gerade  AN  durch  A'  gehen;  wegen  der 
Kongruenz  der  Dreiecke  AMN  und  A'MN  ist  auch  AN  =  IAA' 
und  <^  ANM  ein  Rechter;  folglich  ist  AN  =  AM. 

Dreht  man  jetzt  AM  in  derselben  Ebene  um  A ,   bis  auch 
<$  MAP  (Fig.  21)  ein  rechter  ist,  so  sind  die  drei  Winkel  von 
r»    21  MAP   gleich,   also    auch    die    drei  Seiten. 

rl  Bezeichnen  wir  die  Länge  einer  jeden  mit 
i  k.T;  so  entspricht  dem  Winkel  MAN  =  y 
die  Länge  MN  =  ky.  Ferner  ist  AA'  = 
2  AM  =  k7r. 

h)  Alle  von  einem  Punkte  ausgehenden 
geraden  Linien  schneiden  sich  entweder 
noch  in  einem  zweiten  Punkte  oder  haben  keinen  weiteren  Punkt 
gemeinschaftlich. 

Wir  drehen  die  Gerade  AM,  wo  M  in  der  Mitte  zwischen 
A  und  A'  liegt,  um  den  Punkt  A  in  einer  Ebene.  Dann  beschreibt 
M  eine  gerade  Linie.  Soll  der  Punkt  M  in  seine  Anfangslage 
zurückkehren,  so  mufs  auch  die  Gerade  AM  wieder  in  Deckung 
mit  ihrer  Anfangslage  gelangen.  Das  geschieht  bei  einer  Drehung 
von  zwei  Rechten  (=  tt)  und  von  jedem  Viellachen  von  zwei 
Rechten  (also  bei  n-r).  Wenn  AM  sich  um  den  Winkel  n 
gedreht  hat,  so  hat  M  die  Länge  k/r  zurückgelegt,  ist  also  zum 
ersten  Schnittpunkt  M'  gekommen,  in  dem  die  von  M  ausgehenden 
Geraden  wieder  zusammentreffen.  Als  erste  Möglichkeit  ergiebt 
sich  demnach  die,  dafs  M'  mit  M  zusammenfällt,  dafs  also  über- 
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haupt  je  zwei  gerade  Linien  höchstens  einen  Punkt  gemeinschaftlich 
haben. 

Wenn  aber  die  Drehung  ;t  noch  nicht  den  Punkt  M  in  seine 
Anfangslage,  sondern  in  einen  von  M  verschiedenen  Punkt  M' 
führt,  so  mufs  doch  bei  der  Drehung  2  .t  jeder  um  A  beschriebene 
Kreis  vollständig  durchlaufen  sein,  also  mufs  hierdurch  auch  M 
wieder  in  seine  Anfangslage  gelangen.  Dann  ist  MM'  die  Hälfte 
der  ganzen  Geraden.  Folglich  ist  auch  der  Punkt  A'  vom  Punkte  A 
verschieden,  und  alle  Geraden,  welche  von  einem  Punkte  aus- 
gehen, begegnen  sich  noch  in  einem  zweiten  Punkte,  dem  Gegen- 
punkte des  ersten;  durch  zwei  Gegenpunktc  wird  jede  hindurch- 
gehende Gerade  in  zwei  gleiche  Teile  zerlegt. 

i)  Dadurch  sind  wir  auf  zwei,  sich  gegenseitig  ausschliefsende 
Möglichkeiten,  zwei  Raumformen  geführt.  Wir  werden  beide  im 
folgenden  genauer  untersuchen  und  zeigen,  dafs  keine  von  ihnen 
zu  einem  Widerspruche  führt.  Um  die  Untersuchung  möglichst 
gleichförmig  zu  machen,  legen  wir  für  den  Fall  zweier  gemein- 
schaftlicher Punkte  der  Geraden  die  Länge  2k7i  bei;  wenn  dagegen 
zwei  von  demselben  Punkte  ausgehende  gerade  Linien  nur  diesen 
einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  so  bezeichnen  wir  die  Länge 
der  geraden  Linie  mit  k.T.  Die  erste  Möglichkeit  wurde  zuerst 
von  Riemann  angegeben  und  soll  daher  die  Riemannsche  Raum- 
form heifsen;  auf  die  zweite  wurden  die  Herren  Klein  und 
Newcomb")  geführt,  ohne  indessen  zu  erkennen,  dafs  die  Rie- 
mannsche Raumform  ebenfalls  berechtigt  ist.  Beide  Raumformen 
werden  häufig  wegen  der  endlichen  Länge  der  geraden  Linie 
selbst  als  endlich  bezeichnet.  Wir  wenden  uns  zunächst  der  Rie- 
mannschen  Geometrie  zu. 

s  ly. 

Die  einfachsten  Q-ebilde  des  Biemannsohen  Baumes. 

a)  Wenn  jeder  Punkt  von  seinem  Gegenpunkte  verschieden 
ist,  so  geht  jede  Gerade,  sowie  jede  Ebene,  welche  einen  Punkt 
P  enthält,  auch  noch  durch  den  Gegenpunkt  P'  hindurch.  Eine 
Gerade,  welche  mit  einer  Ebene  zwei  Punkte  gemeinschaftlich 
hat,  fällt  daher  ganz  in  die  Ebene  hinein,  wofern  nur  die  Punkte 
nicht  Gegenpunkte  von  einander  sind. 
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b)  Der  gröfste  Abstand,  welchen  zwei  Punkte  von  einander 
erhalten  können,  ist  gleich  der  halben  Länge  der  geraden  Linie, 
und  nachdem  ein  Punkt  gegeben  ist,  hat  nur  ein  anderer  Punkt 
von  ihm  diesen  gröfsten  Abstand. 

Sind  A  und  B  irgend  zwei  Punkte  des  Raumes,  so  läfst  sich 
eine  gerade  Linie  durch  sie  hindurchlegen  (wenn  sie  Gegenpunkte 
sind,  unendlich  viele).  Diese  Gerade  wird  durch  die  beiden  Punkte 
in  zwei  Teile  zerlegt,  welche  nur  gleich  sind,  wenn  jeder  gleich 
k/r  ist;  wenn  sie  aber  ungleich  sind,  so  mufe  einer  von  ihnen 
kleiner  als  k.T  sein.  Man  kann  also  im  allgemeinen  zwischen 
zwei  Punkten  eine  gerade  Strecke  ziehen,  welche  kleiner  ist  als  k/r. 
Der  Abstand  k.T  führt  aber  längs  jeder  beliebigen  Geraden  auf 
den  Gegenpunkt. 

c)  Die  Ebene  des  Rieniannschen  Raumes  hat  für  sich  be- 
trachtet die  Eigenschaften  einer  Kugelflächc  (im  euklidischen 
Räume).  Der  Unterschied  tritt  erst  hervor,  wenn  man  die  Be- 
ziehungen der  Ebene  zu  den  aufser  ihr  gelegenen  Gebilden  be- 
trachtet; die  Ebene  ist  nämUch  umkehrbar,  die  Kugelfläche  aber 
nicht.  Dadurch  werden  aber  noch  weitere  Verschiedenheiten 
begründet. 

Auch  die  gewöhnliche  Sphärik  kann  man  darauf  stützen,  dafs 
alle  Hauptlinien  kongruent  sind  und  die  von  einem  Punkte  aus- 
gehenden sich  noch  in  einem  zweiten  Punkte  begegnen.  Nach 
den  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  und  unter  Hinzu- 
nahme der  in  d— h  dieses  Paragraphen  benutzten  Methoden  ergeben 
sich  die  Beweise  mit  Leichtigkeit. 

d)  Alle  Punkte,  welche  von  einem  festen  Punkte  den  Abstand 
^k/r  haben,  liegen  auf  einer  Ebene,  der  Polarebene  des  Punktes; 
alle  geraden  Linien,  w^elche  durch  einen  Punkt  gehen,  stehen  auf 
seiner  Polarebene  senkrecht,  und  umgekehn  gehen  alle  geraden 
Linien,  welche  auf  einer  Ebene  senkrecht  stehen,  durch  ihre  Pole 
hindurch;  je  zwei  Senkrechte  derselben  Ebene  liegen  wieder  in 
einer  Ebene. 

Von  einem  Punkte  A  des  Raumes  lassen  wir  beliebig  viele 
gerade  Linien  ausgehen ;  alle  diese  schneiden  sich  noch  im  Gegen- 
punkte A'.  Die  Mitten  aller  Strecken  AA'  liegen  in  einer  Ebene  or. 
Bei  jeder  Drehung  um  den  Punkt  A  wird  die  Ebene  et  in  sich 
verschoben.   Verbinden  wir  den  Punkt  A  mit  irgend  einem  Punkte 
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von  a  durch  eine  gerade  Linie,  so  steht  dieselbe  auf «  senkrecht. 
Überhaupt  trifft  jede  durch  A  gelegte  Gerade  die  Ebene  cc  senk- 
recht, und  jede  auf  a  errichtete  Senkrechte  geht  durch  A  und  A', 
da  die  Verbindungsgerade  ihres  Fufspunktes  mit  A  auf  a  senkrecht 
steht  und  es  in  jedem  Punkte  der  Ebene  nur  eine  auf  ihr  senk- 
rechte Gerade  giebt. 

Ist  aber  eine  zweite  Ebene  ß  gegeben,  so  können  wir  die- 
selbe  mit  u  zur  Deckung  bringen;  in  dieser  neuen  Lage  geht 
jede  ihrer  Senkrechten  durch  A  und  A'.  Somit  sind  auch  der 
Kbene  ß  zwei  Punkte  B  und  B'  in  derselben  Weise  zugeordnet, 
wie  A  und  A'  zu  u.  Die  beiden  Punkte,  welche  Gegenpunkte 
von  einander  sind,  heilsen  die  Pole  der  Ebene,  letztere  die  Polar- 
ebene jedes  der  beiden  Punkte. 

e)  Indem  man  jedem  Punkte  seine  Polarebene  zuordnet,  kann 
man  jeder  Mannigfaltigkeit  von  Punkten  eine  solche  von  Ebenen 
zuordnen  und  umgekehrt.  Um  die  letztere  Zuordnung  eindeutig 
zu  machen,  ordnet  man  der  Ebene  einen  ihrer  Pole  willkürlich 
zu;  dann  setzt  man  fest,  dafs  einer  stetigen  Folge  von  Ebenen 
auch  eine  stetige  Folge  von  Punkten  entsprechen  soll.  Die  vor- 
stehende Zuordnung  ist  reziprok:  Ist  dem  Punkte  1  die  Ebene  I 
zugeordnet,  und  wird  in  der  Ebene  I  ein  Punkt  2  angenommen, 
so  geht  dessen  Polarebene  II  durch  den  Punkt  l  hindurch. 

Dies  folgt  daraus,  dafs  die  Entfernung  eines  Punktes  von 
jedem  Punkte  der  Polarebene  gleich  \  krr  ist  und  dafs  alle  Punkte, 
welche  diese  Entfernung  haben,  in  der  Polarebene  liegen. 

f)  Der  gröfste  Abstand,  den  ein  Punkt  von  einer  gegebenen 
Ebene  erlangen  kann,  beträgt  |k/r,  und  nur  die  Pole  besitzen 
diesen  Abstand.  Alle  Punkte,  welche  einen  kleineren  Abstand  a 
von  der  Ebene  haben,  gehören  zwei  Kugeln  an,  von  denen  jede 
mit  dem  Radius  (ik/T-a)  um  einen  der  Pole  als  Mittelpunkt 
beschrieben  wird. 

Um  den  Abstand  eines  Punktes  P  von  einer  Ebene  I  zu 
bestimmen,  fällen  wir  von  P  auf  I  die  Senkrechte.  Die  beiden 
Fufepunkte  M  und  M  dieser  Senkrechten  zerlegen  in  Verbindung 
mit  den  Polen  A  und  A'  der  Ebene  die  Gerade  in  vier  gleiche 
Teile.  Einem  dieser  Teile  gehört  der  Punkt  P  an,  wenn  er  nicht 
auf  der  Grenze  zweier  Teile  liegt.  Somit  ist  der  Abstand  eines 
Punktes  von   der  Ebene   nur  für  die  Pole  gleich  l^k/r.     Hat  P 
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eine  andere  Lage,  so  beschreibe  man  um  A  eine  Kugelfläche, 
welche  durch  P  geht;  dann  wird  jede  Gerade  AQ,  welche  von 
A  aus  durch  einen  Punkt  O  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  geht, 
auf  der  Ebene  I  senkrecht  stehen.  Begegnet  AQ  der  Ebene  zuerst 
in  N,  so  ist  AQ+QN==|k.T,  somit  die  Senkrechte  QN  für 
alle  Punkte  Q  der  Kugel  von  konstanter  Länge. 

g)  Jeder  geraden  Linie  entspricht  eine  einzige  zweite  als 
ihre  reziproke  Polare,  in  dem  Sinne,  dafs  die  Pole  zu  den  durch 
die  eine  gelegten  Ebenen  in  der  andern  liegen,  und  die  Polar- 
ebenen der  Punkte  der  einen  sich  in  der  andern  schneiden. 

Den  Punkten  einer  Geraden  g  entspricht  eine  einfach  un- 
endliche Schar  von  Polarcbenen  y,  y'  .  .  .  Legen  wir  aber  durch  g 
eine  beliebige  Ebene,  so  mufs  ihr  Pol  auf  allen  Polarebenen  y,  y' . . . 
liegen.  Daher  müssen  alle  diese  Ebenen  sich  in  einer  Schar  von 
Punkten,  also  in  einer  geraden  Linie  g'  treffen.  Zugleich  müssen 
aber  auch  die  Polarebenen  der  Punkte  von  g'  die  Gerade  g  gemein- 
schaftlich haben. 

h)  Zwei  beliebige  Ebenen  schneiden  sich  stets  in  einer  ge- 
raden Linie  und  besitzen  zugleich  stets  eine  gemeinschaftliche 
Senkrechte.  Ist  y  der  Winkel  der  beiden  Ebenen,  so  ist  die 
Länge  der  gemeinschaftlichen  Senkrechten  gleich  kc/.  Die  Schnitt- 
linie und  die  Senkrechte  sind  reziproke  Polaren  von  einander. 

Gegeben  seien  die  Ebenen  u  und  ß\  A  und  A'  seien  die 
Pole  der  Ebene  «,  B  und  B'  die  der  Ebene  ß.  Die  gerade  Linie 
g,  welche  durch  diese  beiden  Paare  von  Gegenpunkten  geht,  steht 
auf  beiden  Ebenen  senkrecht.  Die  reziproke  Polare  von  g  liegt 
in  den  Polarebenen  aller  Punkte  von  g,  also  auch  in  denen  von 
A  und  B  oder  in  den  Ebenen  «  und  ß. 

i)  Alle  Ebenen,  welche  eine  gegebene  Ebene  unter  demselben 
Winkel  schneiden,  berühren  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  ein 
Pol  der  Ebene  ist. 

Die  Ebenen  haben  von  dem  Pol  der  gegebenen  Ebene  gleichen 
Abstand. 

k)  Eine  Ebene  wird  von  jeder  nicht  in  ihr  verlaufenden 
Geraden  geschnitten;  wenn  die  Gerade  nicht  auf  der  Ebene  senk- 
recht steht,  so  giebt  es  stets  eine  einzige  Gerade,  welche  auf 
beiden  senkrecht  steht. 
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Wenn  eine  Gerade  g  und  eine  Ebene  «  gegeben  sind,  so 
bestimme  man  zu  g  die  Polare  g'  und  zu  u  die  Pole  A  und  A'. 
Durch  g',  A,  A'  läfst  sich  eine  einzige  Ebene  B  legen,  und  zu 
letzterer  giebt  es  ein  Paar  B  und  B'  von  Polen,  welche  in  g 
und  in  a  liegen  müssen. 

Wenn  g  nicht  auf  u  senkrecht  steht,  also  nicht  durch  A 
geht,  so  schneidet  die  durch  A  und  g  gelegte  Ebene  die  Ebene  ß 
in  einer  Geraden,  welche  auf  u  und  g  senkrecht  steht. 

1)  Jeder  Punkt  einer  Geraden  hat  von  jedem  Punkte  der 
Polare  die  Entfernung  -k^  krr.  Jede  Gerade,  welche  beide  reziproke 
Polaren  trifft,  steht  auf  beiden  senkrecht,  und  jede  Gerade,  welche 
auf  der  einen  senkrecht  steht,  schneidet  auch  die  andere. 

Liegt  der  Punkt  P  in  der  Geraden  g,  so  mufs  die  Polare  g' 
von  g  in  der  Polarebene  von  P  liegen.  P  hat  von  jedem  Punkte 
der  Polarebene,  also  auch  von  den  Punkten  der  Linie  g'  die  Ent- 
fernung \k/T.  Da  jede  Gerade,  welche  von  P  nach  einem  Punkte 
seiner  Polarebene  gezogen  wird,  auf  der  Polarebene  senkrecht 
steht,  gilt  dies  für  alle  von  P  nach  g'  gezogenen  Geraden.  Da 
aber  g  und  g'  mit  einander  vertauscht  werden  können,  mufs  die 
bezeichnete  Gerade  auf  beiden  senkrecht  stehen.  Legt  man  durch 
P  und  g'  eine  Ebene,  so  mufs  sie  alle  Senkrechten  enthalten, 
welche  in  P  auf  g  errichtet  werden  können. 

m)  Der  Raum  kann  so  bewegt  werden,  dafs  jeder  Punkt 
seine  Lage  mit  der  seines  Gegenpunktes  vertauscht;  mit  andern 
Worten : 

Jeder  Körper  ist  zu  seinem  Gegenkörper  kongruent. 

Man  nehme  irgend  zwei  reziproke  Polaren  k  und  1.  Zuerst 
mache  man  eine  halbe  Umdrehung  um  k;  dann  wird  jeder  Punkt 
von  1  in  Deckung  mit  seinem  Gegenpunkte  gelangen.  Darauf 
mache  man  eine  halbe  Umdrehung  um  1  (in  seiner  neuen  Lage); 
dadurch  erreicht  man,  dafs  auch  jeder  Punkt  von  k  die  Lage  mit 
der  seines  Gegenpunktes  vertauscht.  Jetzt  sei  A  ein  beliebiger 
Punkt  des  Raumes;  man  lege  diejenige  Gerade  a  hindurch,  welche 
k  und  1  trifft;  die  Schnittpunkte  mit  k  seien  B  und  B',  die  mit 
1  seien  C  und  C'.  Durch  die  ausgeführte  Bewegung  haben  B 
und  B',  C  und  C'  je  ihre  Lage  vertauscht.  Da  durch  die  zwei 
Paare  von  Gegenpunkten  B  und  B',  C  und  C'  nur  eine  gerade 
Linie  geht,   so  deckt  die  Gerade  a  ihre  Anfangslage  wieder  und 
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jeder  ihrer  Punkte  gelangt  in  die  Anfangslage  des  Gegenpunktes, 
speziell  der  Punkt  A  in  seinen  Gegenpunkt  A'. 

n)  Fällt  man  von  zwei  G^enpunkten  auf  dieselbe  gerade 
Linie  die  Senkrechten,  so  sind  dieselben  gleich  grofs,  geboren 
derselben  geraden  Linie  an  und  ihre  Fufspunkte  sind  wiederum 
Gegenpunkte. 

Hierbei  wird  vorausgesetzt,  dafs  der  Abstand  nicht  gleich 
ikrr  ist,  und  dafs  man  in  den  Senkrechten  beidemal  dasjenige 
Stück  gewählt  habe,  welches  <[  i  k/r  ist.  Der  Beweis  folgt  un- 
mittelbar aus  m)  und  a). 

o)  Aus  1)  folgen  unmittelbar  die  beiden  Sätze: 

Sind  k  und  I  irgend  zwei  reziproke  Polaren,  und  wählt  man 
auf  k  die  Punkte  E  und  F,  auf  I  die  Punkte  G  und  H  beliebig 
aus,  so  stehen  k  und  1  sowohl  auf  der  Geraden  EG,  wie  auf 
FH  senkrecht. 

Wenn  eine  gerade  Linie  k  zwei  Gerade  a  und  b  senkrecht 
schneidet,  so  thut  dasselbe  ihre  reziproke  Polare  1. 

Der  zweite  Satz  folgt  daraus,  dafs  jede  gerade  Linie,  welche 
auf  k  senkrecht  steht,  auch  die  reziproke  Polare  1  senkrecht  treffen 
mufs;  auf  k  senkrecht  zu  stehen,  wird  aber  von  den  Geraden  a 
und  b  vorausgesetzt. 

p)  Wenn  zwei  Punkte  einer  geraden  Linie,  ohne  Gegenpunkte 
zu  sein,  von  einer  zweiten  Geraden  gleichen  Abstand  haben,  so 
steht  die  von  der  Mitte  der  beiden  Punkte  auf  die  zweite  ge&Ute 
Senkrechte  auch  auf  der  ersten  senkrecht. 

Die  beiden  in  §  11  g)  angegebenen  Beweise  bleiben  unge- 
ändert,  wofern  nur  die  Punkte  keine  Gegenpunkte  sind  und  damit 
nicht  unendlich  viele  gerade  Linien  hindurchgelegt  werden  können. 

q)  Zu  irgend  zwei  Geraden,  welche  nicht  derselben  Ebene 
angehören,  giebt  es  mindestens  zwei  gerade  Linien,  durch  welche 
sie  senkrecht  geschnitten  werden. 

Von  zwei  Punkten  A  und  B  der  ersten  Geraden  a  falle  man 
die  beiden  Senkrechten  auf  b.  Wenn  diese  beiden  Senkrechten 
gleich  sind,  so  wird  die  von  ihrer  Mitte  M  auf  b  gefällte  Senk- 
rechte auch  auf  a  senkrecht  stehen.  Zugleich  wird  die  reziproke 
Polare  dieser  gemeinschaftlichen  Senkrechten  (nach  dem  zweiten 
Satze  von  o)  ebenfalls  beide  Geraden  senkrecht  treffen. 
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Wenn  aber  etwa  unter  den  beiden  von  A  und  B  aus  ge- 
fällten Senkrechten  die  erste  die  gröfsere  ist,  so  fälle  man  auch 
vom  Gegenpunkte  A'  von  A  die  Senkrechte  auf  b.  Wählt  man 
also  eine  Länge,  welche  kleiner  ist  als  die  gröfsere,  aber  gröfser 
als  die  kleinere  Senkrechte,  so  mufs  auf  a  sowohl  zwischen  B 
und  A,  wie  zwischen  B  und  A'  ein  Punkt  liegen,  dessen  senk- 
rechter Abstand  von  der  Geraden  b  dieser  Länge  gleich  kommt 
Damit  haben  wir  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt. 

Bem.  L  Wenn  die  Geraden  derselben  Ebene  angehören,  so 
haben  wir  ebenfalls  zwei  gemeinschaftliche  Senkrechte,  welche 
reziproke  Polaren  von  einander  sind;  nämlich  1.  die  Gerade, 
welche  im  Schnittpunkt  auf  beiden  senkrecht  steht,  2.  die  in 
ihrer  Ebene  gelegene  Polare  des  Schnittpunktes. 

Bern.  2.  Ohne  auf  o)  zurückzugehen,  kann  man  die  Existenz 
der  zweiten  gemeinschaftlichen  Senkrechten  auch  durch  Stetig- 
keitsbetrachtungen beweisen,  wie  sie  zum  Nachweis  der  ersten 
Senkrechten  hier  benutzt  sind.  i 

r)  Wenn  zu  zwei  Geraden  zwei  gemeinschaftliche  Senkrechte 
existieren,  welche  nicht  reziproke  Polaren  sind,  so  giebt  es  un- 
endlich viele  gemeinschaftliche  Senkrechte,  und  alle  diese  sind 
gleich  grofs. 

Angenommen,  zu  den  Geraden  a  und  b  gebe  es  zwei  gemein- 
schaftliche Senkrechte  g  und  h,  welche  nicht  absolute  Polaren 
von  einander  sind.  Man  lasse  die  Figur  eine  Drehung  gleich  rr 
um  g  ausführen.  Dann  nehmen  die  Geraden  a  und  b  als  Ganze 
wieder  ihre  Anfangslage  an;  dagegen  wird  h  eine  Lage  hi  er- 
halten, welche  von  h  verschieden  ist,  und  hi  mufs  ebenfalls  auf 
a  und  b  senkrecht  stehen.  Sind  A  und  B  die  Fufspunkte  von  h, 
C  und  D  die  von  g>  -r!  « 
Ai  undBi  die  von  hi,  so  *13'^^' 
sind  in  dem  windschie-  S. 
fen  Viereck  ABAi  Bi  alle 
Winkel  Rechte  und  ein 
Paar  Gegen  Seiten  gleich;  \ 
daraus  folgt  leicht,  dafs  B  JD  Si 

auch  das  andere  Paar  Gegenseiten  gleich  ist.  Dann  ist  auch 
AG  =  BD,  also  in  ABCD  das  eine  Paar  Gegenseiten  gleich,  ohne 
dafs  ihre  Längen  gleich  ^kn  sind.     Somit   ist  auch  AB  =  CD. 
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Es  mufs  also  die  Gerade ,  welche  durch  die  Mitte  von  AC  und 
von  BD  hindurchgeht,  auf  a  und  b  senkrecht  stehen,  und  man 
erkennt  sofort,  daCs  auch  diese  Strecke  gleich  AB  ist.  Durch 
Fortsetzung  dieses  \'erfahrens  läfst  sich  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung erweisen. 

s)  Für  zwei  gerade  Linien  des  Riemannschen  Raumes  sind 
zwei  Fälle  möglich:  entweder  haben  sie  zwei  oder  unendlich  viele 
gemeinschaftliche  Senkrechte.  Im  ersten  Falle  gelten  noch  die 
folgenden  Beziehungen: 

«)  Die  beiden  Senkrechten  sind  von  ungleicher  Länge. 

Hätten  sie  nämlich  gleiche  Längen,  so  würden  (nach  n)  noch 
weitere  Senkrechte  vorhanden  sein. 

ß)  Die  beiden  Senkrechten  geben  den  kleinsten  und  gröfsten 
Wert,  welchen  der  Abstand  der  Punkte  der  einen  Geraden  von 
der  andern  erreichen  kann. 

Es  stehe  AAi  _L  AB  und  ±_  At  Bi ,  und  ebenso  BBi  J_  AB 
und  J_  AiBi,   und  es  sei  AB  <AiBi;   gäbe  es  auf  AAi   einen 

y^  Punkte,  dessen  Abstand 
von  BBi  kleiner  als 
AB  wäre,  so  müfste 
zwischen  C  und  Ai  ein 
Punkt  D  liegen,  dessen 
_  Abstand  von  BBi  gleich 
^1  AB  wäre.  Dann  müfste 
es  zwischen  A  und  D  noch  eine  gemeinschaftliche  Senkrechte 
geben.  Ebenso  würde  man  noch  weitere  Senkrechte  erhalten, 
wenn  irgend  ein  Punkt  der  ersten  Geraden  von  der  zweiten 
einen  Abstand  hätte,  der  gröfser  wäre  als  AiB|. 

Die  beiden  Senkrechten  stellen  also  die  stationären  Abstände 
der  beiden  Geraden  von  einander  dar. 

y)  Durch  die  beiden  stationären  Abstände  zweier  Geraden 
ist  ihre  gegenseitige  Lage  vollständig  bestimmt. 

Sollen  die  beiden  gemeinschaftlichen  Senkrechten  zweier  Ge- 
raden die  Längen  ak  und  ßk  haben,  wo  a  und  ß  höchstens  den 
Wert  ^  n  erreichen  können,  so  wähle  man  eine  der  gemeinschaft- 
lichen Senkrechten  g  ganz  willkürlich,  und  konstruiere  zu  ihr  die 
absolute  Polare  h.  Auf  g  trage  man  eine  Strecke  gleich  ak  und 
auf  h  eine  Strecke  gleich  ßk  willkürlich  ab;  dann  haben  die  beiden 
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Geraden,  welche  die  Endpunkte  paarweise  verbinden,  die  verlangte 
Eigenschaft. 

rf)  Sind  kof  und  kß  die  stationären  Werte  für  die  Abstände 
der  beiden  Geraden,  so  sind  auch  «  und  ß  die  stationären  Werte 
für  die  Winkel,  welche  irgend  zwei  Ebenen  mit  einander  bilden, 
von  denen  jede  durch  eine  der  beiden  Geraden  hindurchgeht. 

Man  kann  daher  auch  a  und  ß  als  die  Neigungswinkel  der 
beiden  Geraden  definieren.  Auch  kann  man  diese  Eigenschaft 
zur  Konstruktion  der  in  y)  gelösten  Aufgabe  benutzen.  Gegeben 
sei  die  Gerade  a;  man  soll  eine  zweite  Gerade  b  finden,  für 
welche  die  gemeinschaftlichen  Senkrechten  die  Längen  ka  und  kß 
haben.  Man  wähle  in  a  einen  Punkt  A  beliebig,  errichte  in  A 
auf  a  eine  beliebige  Senkrechte  und  mache  ihre  Länge  AB  gleich 
ka;  durch  AB  lege  man  eine  Ebene  11,  welche  mit  der  Ebene 
durch  a  und  B  den  Winkel  ß  bildet,  und  errichte  in  ihr  durch 
B  die  Senkrechte  b  auf  AB. 

t)  Zwei  gerade  Linien  des  Riemannschen  Raumes  können 
aber  auch  unendlich  viele  gemeinschaftliche  Senkrechten  haben. 
Man  schneide  auf  zwei  reziproken  Polaren  gleiche  Längen  ab  und 
verbinde  deren  Endpunkte  durch  gerade  Linien,  so  werden  diese 
die  verlangte  Eigenschaft  haben.  Hierüber  gelten  folgende  Sätze, 
deren  Beweis  so  leicht  ist,  dafs  er  nicht  durchgeführt  zu  werden 
braucht  : 

a)  Zwei  solche  Linien  haben  überall  gleichen  (senkrechten) 
Abstand. 

ß)  Von  jeder  dritten  Geraden,  welche  beide  Linien  trifft, 
werden  sie  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten. 

Sind  g  und  h  zwei  solche  Linien  und  werden  beide  von  der 
Geraden  k  getroffen,  so  ist  <^  (gk)  =  (kh),  wie  man  sofort  sieht, 
wenn  man  von  jedem  der  beiden  Schnittpunkte  die  Senkrechte 
auf  die  andere  Gerade  fällt. 

y)  Verbindet  man  die  Endpunkte  gleicher  Strecken  AB  und 
CD,  welche  einem  derartigen  Linienpaare  angehören,  in  der 
richtigen  Folge,  so  haben  auch  die  Geraden  AG  und  BD  überall 
gleichen  Abstand  und  in  dem  windschiefen  Viereck  sind  die  gegen- 
überliegenden Seiten  und  Winkel  je  einander  gleich. 

J)  Durch  die  in  den  drei  vorangehenden  Sätzen  angegebenen 
Eigenschaften   treten   diese   Linien   in    enge   Beziehung   zu    den 

Killing,  Omndlayen  der  Geometrie.    I.  5 
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Parallelen  der  euklidischen  Ebene,  und  aus  diesem  Grunde  mögen 
gerade  Linien  des  Riemannschen  Raumes,  welche  überall  gleichen 
Abstand  haben,  nach  CMords  Vorschlage  als  Parallele  bezeichnet 
werden.  Sollte  in  einzelnen  Fällen  eine  Verwechslung  mit  den 
im  §  10  besprochenen  Parallelen  zu  befurchten  sein,  so  können 
wir  Qiffordsche  und  Lobatschewskvsche  Parallelen  unterscheiden. 

<)  Durch  jeden  Punkt  lassen  sich  zu  einer  gegebenen  Ge- 
raden zw*ei  ParaUele  ziehen. 

Wenn  die  Gerade  g  und  der  Punkt  P  gegeben  sind,  so  fälle 
man  von  P  auf  g  die  Senkrechte  PQ.  Ist  deren  Länge  «  k«, 
so  l^e  man  durch  P  eine  Gerade,  welche  auf  PQ  senkrecht  steht 
und  zur  Ebene  (P,  g)  unter  dem  Winkel  «  geneigt  ist.  Diese 
Gerade  kann  auf  der  einen  oder  der  andern  Seite  der  Ebene  an- 
gel^  werden,  und  deshalb  unterscheidet  Clifford  zwischen  rechts- 
und  links-gewendeten  Parallelen. 

f)  Wenn  z^-ei  Parallele  gegeben  sind,  so  geht  durch  jeden 
Punkt  des  Raumes  eine  emzige  Gerade,  welche  zu  beiden  parallel  ist. 

g  und  h  seien  parallel  und  A  sei  ein  Punkt,  welcher  in 
keiner  von  ihnen  liegt.  Man  lege  durch  A  diejenige  Gerade, 
welche  beide  trifft;  das  geschehe  in  B  und  C.  Nun  trage  man 
auf  g  und  h  die  gleichen  Strecken  BD  und  CE  in  richtiger  Folge 
ab,  ziehe  DE  und  mache  auf  ihr  DG  =  BA,  EG  =  CA,  so  ist 
die  Gerade  AG  zu  g  und  h  parallel. 

/J  Man  kann  im  Räume  eine  zweifach  unendliche  Schar  von 
Geraden  so  konstruieren,  dafs 

1.  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  einzige  Gerade  der 
Schar  geht,  und  dafs 

2.  irgend  zwei  Geraden  der  Schar  zu  einander  parallel  sind. 
Alsdann  kann  man  den  Raum  so  in  sich  bewegen,  dafs  jede 

Gerade  der  Schar  in  sich  verschoben  wird;  man  hat  nur  jede 
Verschiebung  k«  längs  einer  beliebigen  Geraden  der  Schar  mit 
einer  Drehung  a  um  dieselbe  Gerade  zu  verbinden. 

Zusatz.  Geht  man  von  zwei  gemeinschaftlichen  Senkrechten 
aus,  welche  reziproken  Polaren  angehören,  so  kann  man  unter 
Anwendung  der  in  §  21  anzuführenden  trigonometrischen  Formeln 
die  unter  s)  und  t)  mitgeteilten  Eigenschaften  leicht  durch  Rech- 
nung beweisen. 
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Die  gegebenen  Geraden  mögen  die  gemeinschaftlichen  Senk- 
rechten a  und  b  haben.     Von  einem  Punkte  der  einen  Geraden, 


welcher  das  Stück  zwischen 
den  Fufspunkten  in  die 
Teile  x  und  ^  k/r  —  x  teilt, 
möge  auf  die  andere  Ge- 
rade die  Senkrechte  y  ge- 
fällt werden,  durch  deren 
Fufspunkt  auf  der  zweiten 


\k.vt 


IXIT. 


Geraden  die  Stücke  z  und  ^  k/r  —  z  erhalten  werden.   Die  Strecken 
X  und  y  mögen  den  Winkel  a  bilden.  Dann  gelten  die  Gleichungen: 


V        z  a        X 

cos  r  cos  r  =  cos ,-  cos  ,- 
k        k  k        k 


a        z  X        V         .    X   .    V 

cos  r  cos  r  =  cos ,-  cos  f  +  sin  r  sin  ;  cosa, 
k        k  k        k  k        k 


y    .    z  b    .    X 

cos  f  sm  r  =  cos  r  sm  ,- 

k        k  k        k 


b    .    z 
cos  r  sm , 


X  V  X     .     V 

sin  r  cos  f  —  cos .-  sin  f-  cos  «. 

k        k  k        k 


Indem  man  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  cos  u 
entfernt,  erhält  man: 

a        z        X   ,         b   .    z    .    X  y 

cos  r  cos  r  cos ,-  +  cosr  sm  r  sm  ^  =  cosf  • 
k        k        k    '         k        k        k  k 

z  .    z      . 

Hierin  setze  man  für  cos ,    und  sin ;-   die    Werte    aus    der 

ersten  und  dritten  Gleichung  ein;  dann  folgt: 

cos*:  =  cos*  rcos*.  -f-  cos*  rsm* ,  • 
k  k         k  k         k 

Dieser  Gleichung  kann  man  auch  die  vier  folgenden  Formen 

geben,  aus  denen  sich  die  obigen  Eigenschaften  unmittelbar  ergeben : 


cos-  ^  =  cos2  ^  _j.  ^cos«  j^  —  cos«  ^ 


:«X  =  r( 


sm 


,b       /      ob 
=  cos*j^-fcos*j^ 


k 

X 


cos2|jcos«j^. 


sm 


y_ 


sin*^-  +  l  sm    ^ 


( 


Jsii 


=  sm 


.b 


sm*i-  Ism* , 

X 


-(sin»  ^— sin«  ^) 


COS 


2 


5* 
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Wenn  |  Ict  >  b  >  a  ist,  so  liegt  auch  y  z\^'ischen  a  und  b 
und  erreicht  die  Grenzwene  nur  für  x  =  0,  4^k/T,  rr,  f  k/r.   Dagegen 
wird  für  a  =  b  auch  stets  y  =  a  und  zugleich  x  =  z,   a^^r^i-jr 
wie  es  die  oben  gegebene  geometrische  Herleitung  erfordert. 

§  20. 
Die  Polarform  des  BiemannBohen  Baumes. 

Wir  legen  jetzt   die  Voraussetzung   zu  Grunde,    dafs  zwei 
gerade  Linien,  welche  von  demselben  Punkte  ausgehen,   nur  in 
ilirem  Anfangspunkte  wieder  zusammenstofsen.     Im  allgemeinen 
gelangen  wir  zu  den   im  vorigen  Paragraphen   angegebenen  Ge- 
setzen; auch  tritt  in  den  Beweisen  kaum  eine  Verschiedenheit 
auf     Indem  wir  jetzt  die  Länge   der  geraden  Linie    gleich  k/r 
setzen,  stellt  sich  die  Gerade  als  ein  Kreis  mit  dem  Radius  4^k;r 
dar;  jedoch  wird  jeder  ihrer  Punkte  bereits  durch  eine  Drehung 
von  der  Gröfse  tt  in  seine  Anfangslage  gebracht.   Die  im  vorigen 
Paragraphen  entwickelte  Polarität  bleibt  ungeändert ;  jedem  Punkte 
entspricht  eine  Ebene,  jeder  Ebene  ein  Punkt,  jeder  Geraden  eine 
zweite  Gerade.      Demnach    ändern   sich   die  Beweise  über   den 
Schnitt  von  Ebenen  unter  einander,   sowie  von  Ebenen  mit  Ge- 
raden, und  über  die  Abstände  von  Geraden  durchaus  nicht;   nur 
mufs  das   Paar  von  Gegenpunkten  durch   einen  einzigen    Punkt 
ersetzt  werden.      Von   den  Sätzen   des  §    19    gelten    die    unter 
a),  b),  c)  mitgeteilten  nicht  für  den  hier  betrachteten  Raum.    An 
Stelle  derselben  treten  die  folgenden: 

Der  Raum  wird  durch  die  Ebene,  und  die  Ebene  durch  eine 
in  ihr  gelegene  Gerade  nicht  zerlegt;  man  kann  daher,  wenn 
irgend  zwei  Punkte  des  Raumes  gegeben  sind,  von  denen  keiner 
in  einer  gegebenen  Ebene  liegt,  stets  von  einem  zum  andern 
Punkte  gelangen,  ohne  die  Ebene  zu  treffen. 

Der  gröfste  Abstand  zweier  Punkte  des  Raumes  beträgt 
|k/T,  ist  also  gleich  der  Hälfte  der  geraden  Linie;  alle  Punkte, 
welche  von  einem  festen  Punkt  diesen  gröfsten  Abstand  haben, 
liegen  in  der  Polarebene  des  Punktes. 

Zum  Beweise  des  ersten  Satzes  betrachte  man  eine  Ebene 
und  zwei  nicht  in  ihr  gelegene  Punkte;  durch  letztere  lege  man 
eine  gerade  Linie;  dann  kann  nur  einer  der  beiden  Teile,  in 
welche  diese  Gerade  durch  die  gegebenen  Punkte  zerlegt  wird, 
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den  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  enthalten;  der  andere  Teil  liefert 
einen  Weg  von  der  verlangten  Eigenschaft. 

Um  den  zweiten  Satz  zu  beweisen,  lege  man  wieder  durch 
die  beiden  Punkte  eine  gerade  Linie;  diese  wird  durch  die  Punkte 
in  zwei  Teile  zerlegt;  diese  Teile  sind  entweder  beide  gleich 
ikrt  oder  der  eine  ist  kleiner  als  -J^kTr.  Die  gröfste  Entfernung 
zweier  Punkte  beträgt  also  l^k^r,  und  alle  Punkte,  welche  diesen 
Abstand  von  einem  gegebenen  Punkte  haben,  gehören  der  Polar- 
ebene desselben  an. 

Wir  fügen  hier  eine  Betrachtung  bei,  welche  es  ermöglicht, 
die  zuletzt  betrachtete  Raumform  aus  der  Riemannschen  herzu- 
leiten. Wir  betrachten  nämlich  nach  dem  Vorgange  von  Plücker 
in  einem  Räume  die  Ebene  als  Element.  Diejenige  Beziehung 
zwischen  zwei  Elementen,  welche  sich  bei  beliebiger  starrer  Be- 
wegung nicht  ändert,  wird  dann  das  Analogon  des  Abstandes 
bieten.  Wollte  man  diese  Betrachtung  auf  den  euklidischen  Raum 
anwenden,  so  würde  man  zu  Vorstellungen  geführt,  auf  welche 
sich  die  ersten  Begriffe  Euklids  nicht  mehr  anwenden  lassen. 
Dagegen  ist  es  wohl  gestattet,  im  Riemannschen  Räume  die  Ebene 
als  Element  zu  betrachten.  Bei  jeder  starren  Bewegung  dieses 
Raumes  bleibt  auch  die  Länge  der  für  zwei  Ebenen  gemeinschaft- 
lichen Senkrechten  ungeändert.  Dieser  Abstand  darf  daher  als 
Abstand  der  beiden  Elemente  bezeichnet  werden;  natürlich  ist, 
wie  auch  früher  wenigstens  stillschweigend  vorausgesetzt  wurde, 
wenn  die  betr.  Längen  auf  der  Senkrechten  ungleich  sind,  die 
kleinere  als  Abstand  zu  bezeichnen.  Dann  ist  der  gröfste  Abstand 
zweier  Elemente  gleich  ^  k/T,  und  wenn  ein  Element  gegeben  ist, 
so  giebt  es  eine  zweifache  Unendlichkeit  von  Elementen,  denen 
dieser  gröfste  Abstand  zukommt;  es  sind  das  alle  Ebenen,  welche 
durch  ihre  Pole  hindurchgehen.  Ersetzen  wir  also  in  der  Rie- 
mannschen Raumform  den  Punkt  durch  die  Ebene,  so  mufs  die 
Ebene  durch  die  Gesamtheit  aller  Ebenen  ersetzt  werden,  welche 
durch  ein  Paar  Gegenpunkte  gelegt  werden  können.  Demnach 
mufs  auch  die  Gerade  durch  den  Ebenenbüschel  (d.  h.  alle  Ebenen, 
welche  sich  in  derselben  Geraden  schneiden)  ersetzt  werden.  Für 
diese  Begriffe  gelten  alle  Sätze,  welche  Euklid  in  den  seinem  ersten 
Buche  vorgeschickten  Bemerkungen  voraussetzt,  abgesehen  von  der 
Unendlichkeit  der  Geraden  (und  demnach  auch  vom  fünften  Postulat). 
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Bewegt  man  ein  Element  in  der  so  definierten  Geraden  (ako 
die  Ebene  im  Ebenenbüschel),  so  kehrt  es  nach  Zurücklegung 
des  Weges  k/T  wieder  in  sich  zurück.  Entsprechend  haben  zwei 
gerade  Linien  (zwei  Ebenenbüschel)  höchstens  ein  einziges  Element 
gemeinschaftlich.  Das  sind  aber  gerade  diejenigen  Voraussetzungen, 
von  denen  wir  in  diesem  Paragraphen  ausgegangen  sind;  deslialb 
kann  man  jeden  der  Sätze  §  19  d) — n)  für  die  hier  betrachtete 
Anschauung  verwenden.  Aus  diesem  Grunde  bezeichnen  wir  die 
vorliegende  Raumform  als  die  Polarform  des  Riemannschen  Raumes. 
Da  die  Anwendung  dieses  Namens  jedoch  oft  lästig  ist,  werden 
wir  diese  Raumform  mit  Herrn  M.  Simon  als  Kleinsche,  oder  wenn 
eine  Verwechslung  mit  den  später  zu  erwähnenden  ClifFord- 
Kleinschen  Raumformen  zu  befürchten  ist,  als  Klein-Newcombsche 
Raumform  bezeichnen. 

Analytisohe  Behandlung  der  endlichen  Baumformen. 

Da  wir  später  die  Formeln  der  Trigonometrie  direkt  aus 
den  ersten  Begriffen  und  Sätzen  herleiten  wollen,  können  wir 
uns  hier  damit  begnügen,  darauf  hinzuweisen,  dafs  die  Geometrie 
in  der  Riemannschen  Ebene  identisch  ist  mit  der  Geometrie  auf 
einer  Kugel  vom  Radius  k  (im  euklidischen  Räume),  dafs  dem- 
gemäfs  für  beide  Flächen  auch  dieselbe  Trigonometrie  gelten  mufs. 
Nur  mifst  man  in  der  Sphärik  die  Seiten  gewöhnlich  nach  Winkel- 
mafs,  so  dafs  die  Länge  der  Hauptkreise  gleich  2/r  wird.  Da 
wir  aber  hier  die  Länge  der  Geraden  gleich  2k7r  gesetzt  haben, 
mufs  in  den  Formeln  die  Länge  einer  jeden  Seite  durch  k  divi- 
diert werden.  Wenn  also  a,  b,  c  die  Seiten  und  «,  ß^  y  die 
gegenüberliegenden  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  sind,  so  gelten 
folgende  Formeln: 

sin  r  ^  sin ,  :  sin  ,-  =  sin  «  :  sin  ß :  sin  y, 
k         k         k 

a  b        c    ,     .    a    .    b 

cos  f  =  cos  r  cos  r  +  sm ,-  sm  r  cos  a. 
k  k        k  k        k 

Um  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  aufzubauen,  legen 

wir  etwa  ein  dreirechtwinkHges  Dreieck  zu  Grunde,  und  bestimmen 

die  Lage  eines  jeden  Punktes  durch  die  Cosinus  seiner  (durch  k 

dividierten)  Abstände  von  den  Ecken.     Hieran  kann  man  jedoch 

eine  kleine  Änderung  anbringen,  welche  es  gestattet,   die  zu  er- 
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haltenden  Formeln  auch  für  die  euklidische  und  die  Lobatschews- 
kysche  Ebene  zu  benutzen.  Zu  dem  Ende  gehen  wir  von  zwei 
auf  einander  senkrecht  stehenden  Geraden  OX  und  OY  aus.  Um 
die  Lage  eines  Punktes  P  zu  bestimmen,  ziehen  wir  die  Gerade 
OP  und  fällen  von  P  die  Senkrechten  PA  und  PB  auf  OX  und  OY. 
Dann  setzen  wir: 

OP  ,    .   PB  ,    .   PA 

p  =  cos  -j— ,  X  =  k  sin  -^7 ,  y  =  k  sm  -r   • 

Jetzt  besteht  zwischen  p,  x,  y  die  Relation: 

k«p«  +  x*  +  y*  =  k». 

Wählt  man  umgekehrt  drei  reelle  Gröfsen  so,  dafs  sie  dieser 
Gleichung  genügen,  so  stellen  sie  einen  Punkt  dar.  Zwei  Punkte 
(P>  ^>  y)  ^"d  (P  >  x',  y')  können  nur  zusammenfallen,  wenn 
p  =  p',  X  =  x',  y  =  y'  ist.  Durch  das  Verhältnis  der  drei  Gröfsen 
p,  X,  y  sind  zwei  Punkte  bestimmt,  und  jedem  beliebigen  Ver- 
hältnis genügen  zwei  Punkte. 

Ganz  wie  in  §  15  leiten  wir  für  den  Abstand  e  zweier 
Punkte  (p,  X,  y)  und  (p',  x',  y)  die  Formel  her: 

k*  cos  V  =  k*pp'  -{-  xx'  -\-  yy'. 

Ferner  erhalten  wir  wie  dort  die  Gleichung  einer  geraden 
Linie,  und  zwar  ist  dieselbe  wieder  homogen  linear  in  den  Koor- 
dinaten p,  x,  y,  also  von  der  Form: 

ep  +  ax-f  by  =  0; 
jedoch  braucht  hier  zwischen  e,  a,  b  keine  Bedingung  zu  bestehen. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  Koordinaten  für  den  Raum 
aufstellen.  Wir  wählen  drei  auf  einander  senkrecht  stehende 
Ebenen  mit  dem  Schnittpunkte  O  und  benutzen  zur  Bestimmung 
von  P  die  Gröfsen: 

OP  ,    .   PA  ,    .   PB  ,    .   PC 

p  =  cos   r;  ,  x=ksm   ,    ,  y  =  ksm-r-,  z  =  ksm-r-, 

wo  PA,  PB,  PC  die  Längen  der  auf  die  drei  Ebenen  gefällten 
Senkrechten  sind.     Dann  besteht  die  Relation: 

k«p»-f  x«  +  y«-f  z«  =  k«. 
Für  die  Entfernung  e  zweier  Punkte  (p,  x,  y,  z)  und  (p',  x',  y',  z') 
gilt  die  Beziehung: 

k*  cos  r  =  k*pp'  +  xx'  -\-  yy'  -f-  zz'. 
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Ebenso  wird  die  Gleichung  der  Ebene: 

ep  +  ax  +  by  +  cz  =  0. 

Die  Polarform  des  Riemannschen  Raumes  unterscheidet  sich 
dadurch  von  demselben,  dafs,  wenn  beidemal  der  Abstand  eines 
Punktes  von  seiner  Polarebene  gleich  ^  kn  gesetzt  wird,  die  Länge 
der  Geraden  im  Riemannschen  Räume  gleich  2  k;T,  m  seiner 
Polarform  gleich  k/T  ist.  Für  die  Trigonometrie  bleiben  also  die 
obigen  Formeln  bestehen.  Auch  können  wir  der  analytischen 
Behandlung  dieselben  Koordinaten  zu  Grunde  legen,  nur  werden 
jetzt  die  Wertsysteme  (p,  x,  y,  z)  und  ( — p,  — x,  — y,  —  z) 
denselben  Punkt  darstellen.  Hiernach  sind  die  Formeln  für  die 
beiden  endlichen  Raumformen  identisch;  nur  zuweilen  tritt  bei 
der  Deutung  ein  kleiner  Unterschied  ein. 

Läfst  man  k  immer  gröfser  werden  oder  beschränkt  man 
sich  auf  ein  immer  kleineres  Gebiet,  so  werden  die  Formeln 
immer  mehr  mit  denen  der  euklidischen  Geometrie  identisch. 
Somit  geht  einerseits  der  endliche  Raum  für  ein  unendliches 
grofses  k  in  den  euklidischen  über,  andererseits  zeigt  der  endliche 
Raum  sich  dem  euklidischen  um  so  ähnlicher,  je  kleiner  das  Gebiet 
ist,  welches  zur  Untersuchung  gewählt  wird. 

§  22. 
Vergleiohung  der  versohiedenen  Baumformen  mit  einander. 

Die  in  den  §§  14  und  15  für  die  Lobatschewskysche  Raum- 
form angegebenen  Formeln  werden  aus  den  im  vorigen  Para- 
graphen mitgeteilten  dadurch  erhalten,  dafs  man  k*  mit  — k* 
vertauscht.  Man  kann  daher  für  die  analytische  Behandlung  des 
Lobatschewskyschen  Raumes  die  Formeln  des  Riemannschen  zu 
Grunde  legen,  wenn  man  nur  der  Gröfse  k*  einen  negativen 
Wert  beilegt.  Dies  gewährt  den  grofsen  Vorteil,  dafs  man  in 
den  verschiedenen  Raumformen  stets  dieselben  Gleichungen  be- 
nutzen kann,  wobei  auch  der  euklidische  Raum  fürk*  =  00  nait 
eingeschlossen  ist.  Der  Unterschied  des  Lobatschewskyschen  und 
Riemannschen  Raumes  ergiebt  sich  vor  allem  daraus,  dafs  k*p-  + 
x'^  +  y^  +  z*  für  ein  positives  k*  eine  positive  definite  Form  ist, 
d.  h.  für  alle  reellen  Werte  der  Variabein  einen  positiven  Wert 
annimmt  und  nur  beim  Verschwinden -aller  Veränderlichen  gleich 
null  werden  kann,  während  diese  Form  für  ein  negatives  k'^  auch 
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zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann,  ohne  dafs  alle  Varia- 
bein gleich  null  sind. 

Sehen  wir  demnach  von  den  (doch  nur  geringen)  Unter- 
schieden zwischen  der  Riemannschen  Geometrie  und  ihrer  Polar- 
form  ab,   so  wird  jede  Raumform   durch  eine  reelle  Konstante 

,  -  charakterisiert.  Diese  verdient  mit  vollstem  Rechte  den  Namen 
k* 

der  charakteristischen  Konstante,  so  dafs  wir  den  endlichen  Raum 
als  einen  Raum  mit  positiver,  den  euklidischen  als  einen  mit  ver- 
schwindender und  den  Lobatschewskyschen  als  einen  mit  nega- 
tiver charakteristischer  Konstinte  bezeichnen  können.  Die  hohe 
Bedeutung  dieser  Gröfse  wurde  zuerst  von  Riemann  erkannt,  und 
da  sie  sich  ihm  aus  analytischen  Untersuchungen  ergab  und  ihr 
allgemeiner  Ausdruck  grofse  Ähnlichkeit  mit  dem  für  das  Gaufsische 
Krümmungsmafs  der  Flächen  zeigte,  so  nannte  er  sie  das  Krüm- 
mungsmafs  der  Raumform.  Indem  er  eine  Verallgemeinerung 
des  Begriffes  Raum  einfuhrt,  auf  welche  wir  hier  nicht  eingehen 
können,  mufs  er  für  die  von  uns  betrachteten  Raumformen  das 
Krümmungsmafs  als  konstant  voraussetzen;  somit  unterscheidet 
er  Räume  positiven,  verschwindenden  und  negativen  konstanten 
Krümmungsmafses.  Dieser  Name  hat  vielfach  zu  Mifsverständ- 
nissen  Veranlassung  gegeben,  weil  man  sich  des  analytischen 
Ursprunges  nicht  erinnerte  und  das  Wort  in  seiner  geometrischen 
Bedeutung  auffafste. 

Bezeichnen*)  wir  die  Gesamtheit  der  Begriffe  und  Urteile, 

zu  denen   wir  bei  beliebiger   Wahl   von   r-j,  gelangen,   als    eine 

Kaumform,  so  stellt  die  Gesamtheit  aller  Raumformen  eine  stetige 
Folge  dar.  Ist  in  mehreren  Raumformen  die  charakteristische 
Konstante  positiv,  so  zeigen  sie,  solange  man  jede  einzelne  in 
sich  betrachtet,  genau  dieselben  Eigenschaften;  sie  unterscheiden 
sich  aber  durch  die  Länge  der  geraden  Linie  und  andere  dem 
entsprechende  Längen.   Will  man  in  allen  dieselbe  Längeneinheit 

*)  Um  nicht  gar  zu  weitläufig  zu  werden,  glaube  ich  es  mir  versagen 
zu  müssen,  im  folgenden  Teile  dieses  Paragraphen  stets  die  Entwicklungen 
vollständig  durchzuführen  und  alle  Sätze  mit  ausführlichen  Beweisen  zu  ver- 
sehen. Da  es  sich  nicht  um  die  strenge  Theorie  handelt,  dürfte  ein  solches 
Verfahren  wohl  gestattet  sein.  Auf  einzelne  Punkte  müssen  wir  an  einer  spätem 
Stelle  nochmals  eingehen  und    dann  soll  eine  genauere  Darlegung  erfolgen. 
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zu  Grunde  legen,  so  müssen  wir  die  Räume  als  verschieden 
betrachten.  Ebenso  zeigen  alle  Raumformen  mit  negativer  charak- 
teristischer Konstante,  so  lange  man  jede  nur  in  sich  betrachtet, 
dieselben  Eigenschaften,  während  sie  von  einander  verscliieden 
sind,  wenn  man  in  allen  dieselbe  Längeneinheit  voraussetzt.  Da- 
gegen ist  im  euklidischen  Räume  die  Gröfse  der  charakteristischen 
Konstante  von  der  Wahl  der  Längeneinheit  ganz  unabhängig. 
Nimmt  man  also  in  den  verschiedenen  Raumformen  dieselbe 
Längeneinheit  an,  so  stellt  sich  die  euklidische  Geometrie  als 
einzelner  Fall  zwischen  unendlich  vielen  gleichberechtigten  dar. 

Legen  wir  unsem  Messungen  ein  festes  Längenmafs,  etwa 
das  Meter,  zu  Grunde,  so  belehrt  uns  die  Erfahrung,  dafs  k* 
seinem  absoluten  Betrage  nach  gröfser  sein  mufs  als  eine  gewisse 
Zahl;  dagegen  sagt  sie  uns  nicht,  welcher  Zahl  k*  in  Wirklichkeit 
gleich  kommt.  Für  den  reziproken  Wert  1 :  k*  müssen  wir  dem- 
nach ein  gewisses  Continuum,  nämlich  jede  der  Zahlen  zwischen 
t  und  —  f  als  möglich  anerkennen.  Somit  sind  noch  unendlich 
viele  positive  und  unendlich  viele  negative  Zahlen  als  möglich 
anzusehen.  Entspricht  eine  dieser  positiven  Zahlen  der  Wirk- 
lichkeit, so  hat  der  Erfahrungsraum  die  in  §  19—21  gelehrten 
Eigenschaften;  wenn  aber  1  :  k*  in  Wirklichkeit  eine  negative 
Zahl  ist,  so  gelten  für  den  Raum  die  in  den  §§  11 — 16  angege- 
benen Sätze.  Dagegen  gelten  Euklids  Sätze  nur  dann,  wenn  die 
Konstante  den  einen  Wert  null  besitzt.  Auch  hier  finden  wir 
unendlich  viele  gleichberechtigte  Werte,  und  nur  einer  entspricht 
der  euklidischen  Geometrie. 

Derselbe  enge  Zusammenhang,  welcher  hier  in  den  analy- 
tischen Formeln  sich  offenbart,  mufs  sich  auch  in  den  geome- 
trischen Sätzen  selbst  zeigen.  Zunächst  ist  das  weite  Gebiet  der 
Projektivität  in  allen  Raumformen  durchaus  identisch. ")  Um  zu 
demselben  zu  gelangen,  gehen  wir  etwa  von  vier  Punkten  A,  B, 
C,  D  auf  einer  geraden  Linie  aus  und  ziehen  von  einem  Punkte  O 
aus  die  vier  Strahlen  OA,  OB,  OC,  OD.  Dann  folgt  aus  dem 
Sinussatz: 

.    AG     .    AD 
sm-j^     sm    ^-      ^j^^oC    sin  AOD 


.     CB  •  .    DB      sin  COB '  sin  DOB 

sm  - ,  -  sm  — . 
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Durchschneidet  man  also  die  vier  Strahlen  durch  eine  zweite 
gerade  Linie  und  entsprechen  A',  B',  C,  D'  den  Punkten  A,  B, 
C,  D,  so  mufs  dieselbe  Gleichung  auch  für  die  Punkte  A',  B', 
C,  D'  bestehen.  Nun  sind  die  rechten  Seiten  der  so  erhaltenen 
Gleichungen  identisch,  also  müssen  es  auch  die  linken  sein. 
Definieren  wir  also  die  linke  Seite  der  obigen  Gleichung  als  das 
Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D,  und  bezeichnen  es 
mit  (ABCD),  so  ist 

(ABCD)  =  (ABCD). 

Dieser  Satz  genügt,  um  die  projektive  Geometrie  aufzubauen. 
Man  kann  speziell  die  Kurven  und  Flächen  zweiten  Grades  rein 
projektivisch  definieren  und  vor  allem  ihre  Polareigenschaften 
beweisen.  Dabei  ergeben  sich  nicht  nur  die  reellen,  sondern 
auch  die  imaginären  Gebilde  zweiten  Grades. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  von  der  Gleichung  der 
Ebene  aus.  Betrachten  wir  für  die  verschiedenen  Punkte  des 
Raumes  den  Ausdruck  ep  +  ax  +  by  +  cz,  wo  p,  x,  y,  z  die  in 
den  §§  IG  und  21  eingeführten  Gröfsen  sind,  so  stellt  derselbe, 

bis  auf  einen  konstanten  Faktor,  eine  bestimmte  Funktion  ( 1^  1  r  1 

des  Abstandes  r  des  Punktes  von  einer  festen  Ebene  dar.     Dem- 
gemäfs  mögen  für  die  Marke  k  =  1  . . .  4  die  Ausdrücke 

Xk  =  CkP  +  akx  +  bky  +  CkZ 
eingeführt  werden.  Dann  wird  durch  das  Verhältnis  Xi  :  xg :  X3 :  X4 
ein  Punkt  oder  in  der  Riemannschen  Geometrie  ein  Paar  von 
Gegenpunkten  bestimmt.  In  den  vier  Gröfsen  Xi  .  .  .  X4  wird 
sich  aber  die  Gleichung  jeder  Ebene  homogen  linear  darstellen, 
und  bei  jeder  projektiven  Umgestaltung  drücken  sich  die  Ver- 
hältnisse der  neuen  Koordinaten  durch  homogene  lineare  Funk- 
tionen der  alten  aus.  Damit  ist  die  anal)^ische  Grundlage  für 
die  projektive  Geometrie  gegeben,  und  man  kann  sie  selbst  jetzt 
in  bekannter  Weise  aufbauen. 

Umgekehrt  kann  man  die  projektive  Geometrie  unabhängig 
von  jeder  Messung  begründen  und  dann  von  ihr  aus  zur  Metrik 
zurückgelangen,  ja,  die  metrischen  Eigenschaften  rein  projektivisch 
erklären.  Die  Wichtigkeit  dieser  Thatsache  und  die  grofse  Zahl 
von  Erwägungen,  welche  zur  Herleitung  des  Beweises  notwendig 
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sind,  lassen  es  rätlich  erscheinen,  diese  Untersuchungen  im  fol- 
genden zweiten  Abschnitt  abgesondert  zu  behandeln. 

Aber  auch  in  den  metrischen  Eigenschaften  selbst  zeigt  sich 
eine  grofse  Übereinstimmung.  Wir  müssen  uns,  da  wir  nur 
wenige  Sätze  aus  jeder  Raumform  mitgeteilt  haben,  auf  wenige 
Beispiele  beschränken. 

In  der  Ebene  giebt  es  eine  zweifache  Unendlichkeit  von 
geraden  Linien.  In  der  Riemannschen  und  Kleinschen  Ebene 
wird  jede  Gerade  von  jeder  zweiten  geschnitten  und  besitzt  mit 
ihr  eine  gemeinschaftliche  Senkrechte.  In  der  Lobatschewskyschen 
Ebene  zerfallen  die  sämtlichen  Geraden  in  Bezug  auf  eine  gege- 
bene gerade  Linie  in  zwei  Gruppen,  deren  jede  ebenfalls  eine 
zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bildet;  die  erste  Gruppe 
umfafst  diejenigen  Geraden,  welche  die  gegebene  gerade  Linie 
schneiden;  der  zweiten  Gruppe  gehören  diejenigen  Linien  an, 
w^ eiche  mit  der  gegebenen  eine  gemeinschaftliche  Senkrechte  be- 
sitzen. Als  Übergang  kommen  zwei  Scharen  von  Parallelen  hinzu, 
aber  jede  ist  nur  einfach  unendlich.  Zugleich  bestimmt  die  Schar 
der  durch  denselben  Punkt  gehenden  Geraden,  wie  die  aller  Ge- 
raden, welche  auf  derselben  Geraden  senkrecht  stehen,  sowie 
endlich  die  Schar  aller,  welche  zu  einer  festen  Richtung  parallel 
sind,  jedesmal  einen  Büschel. 

Ebenso  enthält  der  Raum  eine  dreifache  Unendlichkeit  von 
Ebenen.  Im  Riemannschen  Räume  wird  eine  Ebene  von  jeder 
andern  in  einer  Geraden  geschnitten  und  beide  Ebenen  haben 
eine  gemeinschaftliche  Senkrechte.  Im  Lobatschewskyschen  Räume 
hingegen  giebt  es  Ebenen,  welche  die  gegebene  schneiden,  und 
andere,  welche  mit  ihr  eine  gemeinschaftliche  Senkrechte  besitzen; 
beide  sind  in  dreifacher  Unendlichkeit  vorhanden;  der  Übergang 
wird  von  den  zweifach  unendlich  vielen  Ebenen  gebildet,  welche 
zu  der  gegebenen  parallel  sind. 

Für  die  vier  Raumformen  gilt  folgender  Satz  ganz  allgemein: 
Durch  drei  Punkte  läfst  sich  immer  eine  einzige  in  sich  verschieb- 
bare ebene  Linie  legen;  wird  ein  vierter  Punkt  aufserhalb  dieser 
Linie  angenommen,  so  läfst  sich  durch  die  Linie  und  den  Punkt 
immer  eine  einzige  Fläche  legen,  welche  bei  der  Ruhe  eines 
Punktes  noch  in  sich  verschoben  w^erden  kann.  Die  Punkte  dieser 
Fläche  haben  für  den  Riemannschen  Raum  gleichen  Abstand  sowohl 
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von  einem  Punkte  wie  von  einer  Ebene.  Dagegen  existiert  im 
Lobatschewskyschen  Räume  im  allgemeinen  entweder  ein  Punkt 
oder  eine  Ebene  von  der  angegebenen  Eigenschaft;  nur  für  die 
spezielle  Übergangsfläche,  die  Grenzfläche  Lobatschewskys,  existiert 
weder  ein  solcher  Punkt  noch  eine  solche  Ebene;  wir  haben  beide 
in  unendlicher  Entfernung  anzunehmen. 

§  23. 
Baooheris  Untersnohnngen. 

Als  wir  die  Lobatschewskysche  Geometrie  begründeten,  sind 
wir  von  der  Voraussetzung  ausgegangen,  dafs  die  Gerade  un- 
endlich sei;  ebenso  haben  wir  der  Untersuchung  des  endlichen 
Raumes  die  Annahme  zu  Grunde  gelegt,  dafs  die  Gerade  eine 
geschlossene  Linie  sei.  Nun  ist  es  aber  vom  theoretischen  Stand- 
punkte aus  schon  mifslich,  eine  solche  willkürliche  Annahme  zum 
Ausgangspunkte  der  Untersuchung  zu  machen.  Aufserdem  legt 
die  Gleichartigkeit  der  gewonnenen  Resultate  es  nahe,  auch  eine 
Übereinstimmung  in  der  Grundlage  anzustreben.  Endlich  dürfte 
es  angebracht  sein,  eine  Grundlage  zu  wählen,  deren  Berechtigung 
der  Erfahrung  unterworfen  werden  kann.  Deshalb  ist  es  hoch 
interessant,  dafs  auch  die  ältesten  sorgfältigen  Untersuchungen, 
welche  zu  dem  Zwecke  angestellt  sind,  um  über  das  elfte  Axiom 
Euklids  ins  reine  zu  kommen,  diesen  Weg  einschlagen.  Diese 
Untersuchungen  sind  bereits  vor  mehr  als  anderthalb  Jahrhunderten 
angestellt  und  in  dem  Werke  veröffentlicht:  Euclides  ab  omni 
naevo  vindicatus,  sive  conatus  geometricus  quo  stabiliuntur  prima 
ipsa  universae  geometriae  principia,  auctore  Hieronymo  Saccherio, 
societate  Jesu,  in  Ticinensi  universitate  Matheseos  professore 
(Mailand  1733). 

Das  Werk  ist  erst  ganz  vor  kurzem  durch  Herrn  Manganotti 
wiederaufgeflinden  und  seine  hohe  Bedeutung  von  Herrn  Beltrami 
erkannt  worden.  Ich  erachte  es  für  angebracht,  einzelnes  aus 
diesem  Werke  mitzuteilen,  wobei  ich  mich  auf  ein  genaues  Referat 
des  Herrn  Beltrami  ^^)  stütze.  Da  Saccheri  nur  ebene  Figuren 
betrachtet,  wird  es  nicht  nötig  sein,  jedesmal  hervorzuheben,  dafs 
die  zu  einer  Figur  vereinigten  Linien  und  Punkte  in  derselben 
Ebene  vorausgesetzt  werden. 
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In  den  beiden  Endpunkten  A  und  B  einer  geraden  Strecke 
errichten  wir  nach  derselben  Seite  zwei  gleichgrofse  Senkrechte 
AC  und  BD;  wenn  wir  deren  Endpunkte  durch  eine  gerade  Strecke 
CD  mit  einander  verbinden,  so  sind  die  Winkel,  welche  diese 
mit  den  Senkrechten  bildet,  notwendig  gleich;  also  sind  die  Winkel 
an  C  und  an  D  beide  entweder  rechte  oder  stumpfe  oder  spitze. 
Im  ersten  Falle  ist  die  Strecke  CD  gleich  AB,  im  zweiten  kleiner, 
im  dritten  gröfser  als  AB;  und  umgekehrt.  Diese  drei  Fälle  be- 
trachtet Saccheri  zunächst  (ab  initio)  als  gleich  möglich,  und  er 
beweist  für  jede  der  drei  Hypothesen,  dafs,  si  in  uno  casu  sit 
vera,  semper  in  omni  casu  illa  sola  est  vera.  Demnach  unter- 
scheidet er  die  Hypothese  anguli  recti,  anguli  obtusi  und  anguli  acuti. 

Für  jede  der  drei  Hypothesen  stellt  Saccheri  weitere  Sätze 
auf,  von  denen  jeder  für  die  Hypothese  charakteristisch  ist.  Hierher 
gehört  der  Satz  über  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks,  welche 
entsprechend  den  drei  Hypothesen  ebenso  grofs,  gröfser  oder 
kleiner  als  zwei  Rechte  sein  mufs.  Ebenso  ist  charakteristisch 
die  Gröfse  des  Winkels  im  Halbkreise,  welcher  ganz  entsprechend 
ein  rechter  oder  ein  stumpfer  oder  ein  spitzer  ist.  Ferner  gilt 
der  Satz:  Wenn  man  von  der  Mitte  der  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  die  Senkrechte  auf  eine  Kathete  fällt,  so  wird 
die  Kathete  entweder  in  zwei  gleiche  Teile  zerlegt  oder  der  klei- 
nere Abschnitt  liegt  am  Scheitel  des  spitzen  oder  an  dem  des 
rechten  Dreieckswinkels,  jenachdem  man  von  der  Hypothese  des 
rechten,  stumpfen  oder  spitzen  Winkels  ausgeht. 

Da  die  unwillkürlich  gemachte  Voraussetzung,  die  Gerade 
sei  unendlich,  den  Verfasser  bald  erkennen  liefs,  die  »hypothesis 
anguU  obtusi«  sei  »absolute  falsa«,  so  verweilt  er  mit  besonderer 
Liebe  bei  seiner  »hypothesis  anguli  acuti«.  Hierfür  stellt  er  z.  B. 
folgenden  Satz  auf:  Wenn  irgend  ein  noch  so  kleiner  Winkel 
YAX  gegeben  ist,  so  müssen  (bei  dieser  Hypothese)  nur  bis  zu 
einer  gewissen  Grenze  hin  die  auf  AX  errichteten  Senkrechten 
den  Schenkel  AY  schneiden;  dagegen  kann  von  dieser  Grenze 
ab  der  Schnitt  nicht  mehr  stattfinden.  Hieran  anknüpfend  stellt 
er  den  Begriff  des  Parallelwinkels  auf,  wie  ihn  Lobatschewsky 
erst  hundert  Jahre  später  wieder  eingeführt  hat.  So  hat  Saccheri 
aus  seiner  hypothesis  anguli  acuti  bereits  alle  in  §  10  aufgestellten 
Sätze  hergeleitet.     Ich  möchte  nur  noch  an  folgenden  erinnern: 
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Auf  einer  Geraden  BX  sei  in  B  die  Senkrechte  BA  errichtet; 
wenn  dann  eine  Gerade  um  A  so  gedreht  wird,  dafs  sie  zuerst 
mit  AB  zusammenfällt,  so  wird  sie  anfangs  stets  einen  Schnitt- 
punkt mit  BX  haben,  aber  der  Schnittpunkt  wird  sich  immer 
weiter  von  B  entfernen;  dreht  man  die  Gerade  dagegen  so,  dals 
sie  bei  Beginn  der  Drehung  mit  der  in  A  auf  AB  errichteten 
Senkrechte  AY  zusammenfällt ,  so  wird  sie  anfangs  stets  eine 
gemeinschaftliche  Senkrechte  mit  BX  haben,  aber  diese  Senkrechte 
wird  immer  kleiner.  Zwischen  den  durch  A  gehenden  Geraden, 
welche  die  BX  schneiden,  und  denen,  welche  mit  ihr  eine  gemein- 
schaftliche Senkrechte  haben,  giebt  es  eine  Gerade  AG  der  Art, 
dafs  alle  Geraden  zwischen  AB  und  AC  schneiden,  und  alle 
Geraden  zwischen  AC  und  AY  eine  gemeinschaftliche  Senkrechte 
haben. 

Eine  derartige  Kenntnis  der  aus  der  genannten  Voraussetzung 
folgenden  Sätze  ist  ganz  bewunderungswürdig,  um  so  mehr,  da 
der  Verfasser  keineswegs  die  Berechtigung  derselben  anerkennt. 
Dieser  Standpunkt  ergiebt  sich  schon  aus  der  Vorrede,  worin  er 
die  Richtigkeit  des  elften  Axioms  Euklids  als  zweifellos  hinstellt 
und  nur  Euklids  Behandlungsweise  tadelt.  Dementsprechend  giebt 
er  auch  mehrere  Merkmale  an,  welche  für  die  H)rpothese  des 
rechten  Winkels  charakteristisch  sind,  und  erachtet  diese  für 
durchaus  erfüllt.  Eins  dieser  Kriterien  besteht  für  ihn  darin,  dafs 
wenn  in  einem  Kreise  die  Sehnen  EF,  FG,  GH  je  gleich  dem 
Radius  sind,  die  Gerade  EH  durch  den  Mittelpunkt  geht.  Hierin 
glaubt  er  einen  direkten  Erfahrungsbeweis  zu  erblicken  (utpote 
quae  subest  communi,  facillimae,  paratissimaeque  experientiae). 

Sein  Kampf  gegen  die  hypothesis  anguli  acuti  stellt  sich  denn 
auch,  nach  Herrn  Beltramis  Angabe,  ganz  als  Resultat  einer  vor- 
gefafsten  Meinung  dar.  Darauf  dürfen  wir  nicht  näher  eingehen; 
wir  wollten  nur  auf  den  Weg  hinweisen,  der  unseres  Erachtens 
auf  die  natürlichste  und  einfachste  Weise  zu  den  verschiedenen 
Raumformen  führt,  und  von  dem  wir  wünschen  möchten,  er  sei 
vollständig  entwickelt. 

Die  Fruchtbarkeit  des  hier  gewählten  Ausganges  ist  auch  vor 
wenigen  Jahren,  ehe  das  Werk  Saccheris  aufgeftmden  war,  von 
Herrn  Stolz  ^*)  erkannt  worden.  Derselbe  macht  die  Annahme, 
dafs  in   einem  speziellen  Falle   die  oben  bezeichneten  Winkel  C 
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und  D  rechte  seien,  und  leitet  daraus  mit  besonderer  Leichtigkeit 
die  euklidische  Geometrie  her. 

§  24. 
G^emeiiisohaftliohe  Begründung  der  veraohiedenen  BamnformeiL 

Es  wird  gut  sein,  noch  einen  andern  Weg^^)  anzugeben, 
welcher  zu  den  verschiedenen  Raumformen  fuhrt,  ohne  über  ein 
beliebig  kleines  endliches  Gebiet  hinauszugehen.  Dieser  Weg 
benutzt  allerdings  die  ersten  Sätze  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung; indessen  wnrd  es  dem  Leser  ohne  Zweifel  leicht  werden, 
diejenigen  Stellen,  in  denen  von  der  Rechnung  Gebrauch  gemacht 
wird,  ihres  analytischen  Charakters  zu  entkleiden  und  dafür  rein 
geometrische  Erwägungen  zu  benutzen.  Ich  selbst  glaubte  diese 
Form  der  Darstellung  nicht  wählen  zu  dürfen,  weil  die  Breite, 
die  dabei  unvermeidlich  ist,  dem  Leser  nur  lästig  fallen  müfste. 

Wir  gehen  davon  aus,  dafs  in  dem  angenommenen  Gebiete 
die  Voraussetzungen  Euklids  gelten;  nur  soll  die  Unendlichkeit 
der  Geraden  und  sein  fünftes  Postulat  nicht  vorausgesetzt  werden. 
Zunächst  beschränken  wir  uns  auf  ein  unendlich  kleines  Gebiet, 
d.  h.  wir  gehen  von  irgend  einer  Figur  aus  und  lassen  sie  nach 
einem  festen  Gesetze  in  der  Weise  sich  ändern,  dafs  alle  in  ihr 
vorkommenden  Linien  beliebig  klein  werden.  So  behalten  wir 
etwa  in  einem  Dreieck  zwei  seiner  Winkel  bei,  lassen  aber  die- 
jenige Seite,  an  der  diese  beiden  Winkel  liegen,  unbegrenzt  ab- 
nehmen; wir  können  auch  einen  Winkel  ungeänden  lassen  und 
die  ihn  einschliefsenden  Seiten  nach  irgend  einem  Gesetze  un- 
begrenzt verkleinern.  Jetzt  weist  schon  die  Erfahrung  darauf  hin 
und  eine  genauere  Untersuchung  bestätigt  es,  dafs  man  die  Winkel- 
summe eines  Dreiecks  beliebig  nahe  an  zwei  Rechte  bringen  kann, 
wofern  man  nur  die  Seiten  hinreichend  klein  w^erden  läfst.  Daraus 
folgt,  dafs  die  Verhältnisse  der  Seiten  eines  Dreiecks,  in  dem 
zwei  Winkel  konstant  bleiben,  sich  festen  Gröfsen  immer  mehr 
nähern,  je  kleiner  die  von  den  beiden  Winkeln  eingeschlossene 
Seite  wird.  Geht  man  speziell  von  einem  rechtwinkligen  Dreieck 
aus,  in  dem  ein  spitzer  Winkel  «  konstant  erhalten  wird,  während 
man  eine  Seite  immer  kleiner  werden  läfst,  so  nähert  sich  das 
Verhältnis  der  dem  Winkel  a  gegenüberliegenden  Kathete  zur 
Hypotenuse   immer   mehr  einer  festen  Grenze,   welche  als  der 
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Sinus  von  a  definiert  werden  kann.  Vermittelst  desselben  Dreiecks 
kann  man  auch  die  übrigen  trigonometrischen  Funktionen  ein- 
führen; dann  erleidet  die  Hcrleitung  der  für  sie  geltenden  Gesetze 
keine  wesentliche  Veränderung,  und  die  Funktionen  selbst  sind 
dieselben,  welche  im  elementaren  Unterricht  mit  diesem  Namen 
bezeichnet  werden. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  zwei  Winkel  a  und  ß  eines 
beliebigen  Dreiecks  unverändert  lassen  und  die  von  ihnen  ein- 
geschlossene Seite  c  immer  kleiner  machen;  dann  werden,  wenn 
der  dritte  Winkel  y  ist  und  die  Seiten  a  und  b  den  Winkeln  a 
und  ß  gegenüberliegen,  die  Gleichungen 

^  +  ß  +  r  =  ^y 
a  :  sin  a  =•  b  :  sin  /?  =  c  :  sin  y 

der  Wahrheit  immer  näher  kommen,  je  kleiner  die  Seite  c  wird. 

Der  Fall,  dafs  diese  Formeln  vollkommen  richtig  sind,  ist  natürlich 

nicht  ausgeschlossen. 

Dasselbe  Verfahren  können  wir  auf  irgend  eine  Figiu*  an- 
wenden; wir  benutzen  bei  den  folgenden  Entwicklungen  speziell 
das  Viereck  und  den  Kreis.  Überall  zeigt  sich,  dafs  die  Gesetze 
der  euklidischen  Geometrie  entweder  in  voller  Strenge  gelten 
oder  doch  der  Wahrheit  immer  näher  kommen,  je  kleiner  das 
Gebiet  wird,  auf  das  man  sich  beschränkt.  Um  dies  kurz  aus- 
zudrücken, sagt  man  wohl,  für  ein  unendlich  kleines  Gebiet  gälte 
die  euklidische  Geometrie. 

Den  Nachweis  für  diese  Behauptung  möchten  wir  hier  um 
so  eher  übergehen,  weil  er  bereits  von  verschiedenen  Seiten  mit- 
geteilt ist.  Wir  erinnern  nur  daran,  dafs  die  euklidische  Geo- 
metrie jedenfalls  mit  allen  unsern  Beobachtungen  im  schönsten 
Einklang  steht.  Wofern  sie  also  der  Wahrheit  nicht  vollständig 
entspricht,  liegt  innerhalb  eines  jeden  unserer  Beobachtung  zugäng- 
lichen Gebietes  die  Abweichung  jedenfalls  nur  innerhalb  derjenigen 
Fehlergrenzen,  welche  bei  unsern  Messungen  unvermeidlich  sind. 
Demnach  dürfen  wir  uns  fragen :  Welche  Gesetze  können  für  den 
Raum  als  streng  richtig  angesehen  werden,  wofern  man  die 
(durch  die  Erfahrung  bestätigte)  angenäherte  Richtigkeit  der  Sätze 
Euklids  voraussetzt?  Diese  Frage  ist  nicht  wesentlich  verschieden 
von  der  folgenden:  Welche  Gesetze  gelten  für  einen  endlichen 
Raum,   wenn  in  einem   unendlich  kleinen  Gebiet  die  euklidische 

Kil lin IT,  OrnndUgen  der  Geometrie.    I.  ß 
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Geometrie  als  richtig  angenommen  wird?  Die  Annahme,  für  ein 
unendlich  kleines  Gebiet  gälten  die  Sätze  Euklids,  kommt  aber 
darauf  hinaus,  alle  von  Euklid  gemachten  Voraussetzungen  mit 
Ausschlufs  der  Unendlichkeit  der  Geraden  und  des  Parallel-Axioms 
beizubehalten. 

Um  die  gestellte  Frage  zu  beantworten,  betrachten  wir  ein 
Dreieck,  in  welchem  eine  Seite  und  der  eine  anliegende  Winkel 
unveränderliche  endliche  Gröfse  besitzen,  während  der  andere 
an  ihr  anliegende  Winkel  unendlich  klein  wird.  Lassen  wir  im 
Dreieck  AEF  (Fig.  25)  die  Seite  AE  =  y,  AF  =  y  +  dy,  EF  =  dx, 

-p  den  Winkel  AEF  =  tt  —  ip^  EAF 
— •  dy,  AFE  ==^xp'\-diip  sein,  so  ist 
EF  eine  Funktion  vdh  y,  \f)  und  dy. 
Da  aber  dy  unendlich  klein  ist,  so 
mufs  EF,  wie  man  leicht  beweist, 
mit  dy  proportional  sein.  Wir  können  also  setzen :  dx  =  F  (y,  y;)  dy. 

Bezeichne  ich  den  Wert,  welchen  die  Funktion  F  (y,  V^)  für  i^  =- 

erhält,  mit  f  (y),  so  wird,  wenn  ich  in  E  die  ED  JL  AE  errichte, 
ED  =  f(y)dy  sein.     Im  Dreieck  EDF  nähert  sich  aber  <J  EDF 

*     TT 

immer  mehr  einem  rechten;  zugleich  ist  DEF  =  -  —  ?^, folglich 
ED  =  EF  .  sin  t/;,  oder 

(1)  dx = f  (yi^-?. 

^  ^  sin  ^ 

Die  vorstehenden  Betrachtungen,  soweit  sie  nicht  das  Dreieck 
DEF  benutzen,  können  durch  folgende  ersetzt  werden:  Der 
Umfang  u  eines  Kreises  mit  dem  Radius  r  ist  offenbar  eine  Funk- 
tion des  Radius;  man  kann  also  setzen:  u  =  27i:f(r).  Nun  ist 
der  Bogen  dem  zugehörigen  Centriwinkel  proportional,  somit  ist 
der  zu  einem  unendlich  kleinen  Winkel  dy  gehörige  Bogen 
=  f  (r)  dy. 

In  der  obigen  Figur  wird  AD  immer  näher  an  AE  kommen, 
je  kleiner  der  Winkel  A   gemacht  wird;  somit   wird  DF  =  dy, 

EDF  =  ^,  DEF  =  J  -  V',  folgUch  ist : 

(2)   /  =  cos  ip. 
^  dx 
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Wir  verlängern  jetzt  AE  um  EG  =  h  (Fig.  2())  und  legen 
GH  unter  dem  Winkel  n  —  xjj  an,  so  ist  offenbar  wie  vorher 


Ti^lk 


g^^dy  -  f(y +h) 

sin  ip. 
Da  <AFE  =  V'  +  d(/;  ge- 
setzt ist,  wird  HFJ  =  —  Aip  sein, 
wenn  EFJ  =  tt  —  \p  gemacht 
wird.  Dann  ist,  wenn  h  un- 
endlich klein  angenommen  wird, 

EP  =  GJ,  FJ  =  EG.     Weil  aber   HJ  =  HG  —  EF 


H 


d^ 

sin  ip 


jf(y-}-h)— f(y))  ist,  und  im  Dreieck  FHJ  der  Seite  HJ  der 
unendlich  kleine  Winkel  HFJ  =  —  d(/;  gegenüberliegt,  dessen 
Sinus  gleich  dem  Bogen  selbst  ist,  so  folgt  zunächst 

HJ^ dt// 

FJ  sin  («/;+ d(/;)' 

und  wenn  hierin  die  obigen  Werte  eingesetzt  w^erden: 

f(y  +  h)-f(y)_       d^ 
h  d^ 

Da  der  Wert  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  von  h 
unabhängig  ist,  wenn  h  nur  unendlich  klein  angenommen  wird, 
so  erreicht  auch  die  linke  Seite  für  immer  kleiner  werdende  Werte 
von  h  einen  bestimmten  Grenzwert,  nämlich  den  Differential- 
quotienten f  (y)  von  f(y)  nach  y;  das  giebt  die  Gleichung: 

Ich  betrachte  jetzt  ein  Dreieck  ABC  (Fig.  27)  und  teile  es 
durch  gerade  Linien,  welche  von  A  ausgehen,  in  lauter  beliebig 
kleine  Dreiecke.  Setze  ich  GAB  =  y, 
AC'=y,  <  AC'B  =  (/;,  C'B=x,  so 
entspricht  diesen  Festsetzungen:  GAB 
=  y  +  dy,  <  AGB  =  (/;  +  d(// ,  AG 
=  y  +  dy,  G'G'  =  dx,  und  es  gelten 
die  aufgestellten  Gleichungen  (1)  —  (3). 
Indem  ich  die  erste  mit  der  zweiten 
multipliziere  und  durch  die  dritte  divi- 
diere, folgt: 
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^ f(y)cos^  ^j^^ 

d^  f  (y)  sin  ip 

f  (y)  .  cos  ip  ,  dtp  -\-  sin  i/' .  f  (y)dy  =  0  oder 
d  [f  (y)  .  sin  ip]  =  0,  also  f  (y)  sin  ip  =  const. 
Wie  die  Figur  zeigt,  wird  für  y  =  0  zugleich  y  =  c  und 
^/  =  71  —  ß.     Folglich  gilt  die  Gleichung : 

f  (y)  sin  1/;  —  f  (c)  sin  /?. 
Diese  Gleichung  besteht  auch,  wenn  y  =  b,  i/'  =  y  wird,  und 
sagt  also  aus: 

(4)  f  (b)  sin  y  =  f (c)  sin  ß. 
Nun   hätte  ich  aber  das  Dreieck  ABC  auch  von  B  aus  in 
lauter  kleine  Streifen  zerlegen  können ;  dann  würde  man  ganz  in 
derselben  Weise  zu  der  Gleichung  gelangt  sein: 

f  (c)  sin  a  =i  f  (a)  sin  y. 
Diese  Gleichung  gilt  auch  für  die  beiden  Dreiecke  ABC'  und 
ABC.     Für  das  crstere  liefert  sie  die  Beziehung: 

f  (c)  sin  (ß  =  f  (x)  sin  tp. 
Die  für  das  zweite  Dreieck  geltende  Gleichung  wird  aus  der  vor- 
stehenden durch  Differentiation  gefunden,  so  dafs  sich  ergiebt: 
f  (c)  cos  y .  d<ip  =  f  (x)  sin  ip .  dx-^-  f  (x)  cos  ip .  d(p. 

Werden    hierin    die   Werte  aus   (1)  —  (3)   eingesetzt,    so 
findet  man: 

f  (c)  cos  (fj  =f(x) f  (y)  —  f  (x)  f  (y)  cos  ip. 

Diese  Gleichung  gilt  auch  für  y=»a,  y  =  b,  x=a,  tp=y 
und  lautet  dann: 

(5)   f  (c)  cos  a  =  f  (a)  f  (b)  —  f  (a)  f  (b)  cos  y. 

Wie  oben,  mufs  diese  Gleichung  auch  gelten,  wenn  a  und  y, 
a  und  c  vertauscht  werden;  also  folgt: 

f  (a)  cos  y  =  f  (c)  f  (b)  —  f  (c)  f  (b)  cos  a. 

Aus   den  beiden  letzten   Gleichungen   eliminiert   man  cos  y 
und  findet: 

f(c){l-[f(b)]«}cos«  =  f(b)(f(a)-f(b)f(c)l. 

Damit  verbindet  man  die  folgende: 

f(b)|l-[f(c)]«lcos«  =  f(c)(f(a)-f(b)f(c)}, 
und  erhält  durch  Division  beider: 

<^'^  i-[f(b)]*     i-[r(c)j« 
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Diese  Gleichung  mufs  fiir  irgend  zwei  Strecken  b  und  c 
gelten,  welche  Seiten  eines  Dreiecks  sein  körinen.  Wir  setzen 
den  gemeinschaftlicAen  Wert  beider  Seiten  der  Gleichung  gleich 
k*,  und  erkennen,  dafs  k*  positiv,  negativ  oder  unendlich  grofs 
sein  kann,  aber  notwendig  von  null  verschieden  ist.  Demgemäfs 
ist  für  jeden  Wert  von  b: 

v'J  i_Cf(b)]«     ^  • 

Ersetzen  wir  f  (b)  durch  — jr^ ,  so  folgt :  —j==  =  db, 

r  1  — 1^ 

und  daraus  ergiebt  sich,  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  f  und  b 

f       b 
gleichzeitig  verschwinden:  arc  sin  t^^^t^  oder 

(8)  f(b)  =  ksing,  f(b)  =  cos^. 

Indem  wir  diese  Werte  in  (4)  —  (6)  einsetzen,  erhalten  wir 

die  Hauptsätze  der  Trigonometrie,  nämlich: 

b  .    c 

(9)  sin  r  sin  y  =  sin,   sin  ß  (Sinussatz). 

•     fM^\     '    ^  I     •    ^        b  .    b        a 

(10)   sm  r  cos  er  +  sm  r  cos  r  cos  y  =  sm  r  cos  r  • 

(11)  cos  r  ==  cos  r  cos  r  +  sin  r  sin  r  cos  a  (Cosinussatz). 

Für  ^8  =  0  wird  f(b)=b,  f(b)  =  l.     Zugleich  gehen  die 

beiden  ersten  Gleichungen  über  in: 

b  sin  y  =  c  sin  ß^  c  cos  a  +  a  cos  y  =  b, 
woraus   die    übrigen   Formeln   der  gewöhnlichen  Trigonometrie 
leicht  hergeleitet  werden  können,  während  die  Formel  (11)  nicht 
unmittelbar  benutzt  werden  kann,   da   bei   ihrer  Herleitung   die 
Konstante  k*  als  von  unendlich  verschieden  angenommen  wurde, 

Euklids  Voraussetzungen  führen  denmach,  wofern  man  von 
der  Unendlichkeit  der  Geraden  und  seinem  fünften  Postulat  ab- 
sieht, zu  drei  verschiedenen  Formelsystemen  für  die  Beziehungen 
zwischen  den  Seiten  und  Winkebi  eines  Dreiecks.  Das  eine 
dieser  Systeme  entspricht  der  euklidischen,  das  zweite  der  Lobat- 
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schewskyschen,  das  dritte  der  Riemannschen  Geometrie  und  ihrer 
Polarform.  Wir  sind  daher  wieder  zu  den  früher  behandelten 
Raumformen  geführt.  • 

§  25. 
Zweite  Behandlung  eines  ebenen  endlichen  Gtobietes. 

Solange  man  die  Gesetze  für  unbegrenzt  wachsende  Gebiete 
nicht  kennt,  ist  es  von  der  gröfsten  Wichtigkeit,  sich  auf  ein 
endliches,  vollständig  begrenztes  Gebiet  zu  beschränken  und  zuerst 
die  in  demselben  geltenden  Gesetze  zu  ergründen.  Indessen 
scheinen»  sich  dann  für  die  geometrische  Untersuchung  ganz  be- 
sondere Schwierigkeiten  zu  ergeben.  So  hat  z.  B.  Legendre  im 
allgemeinen  versucht,  seinen  Entwicklungen  ein  ganz  bestimmtes 
endliches  Dreieck  zu  Grunde  zu  legen;  aber  fiir  diejenige  Kon- 
struktion, durch  welche  er  einen  für  seine  Theorie  fundamentalen 
Satz  beweist,  benutzt  er  ein  Dreieck,  von  welchem  zwa  Seiten 
unbegrenzt  zunehmen  (vergl.  §  5.  S.  9).  Ebenso  scheint  Saccheri 
zu  verflihren,  indem  er  zwar  im  allgemeinen  von  einer  gewissen 
endlichen  Figur  ausgeht,  aber  doch  für  gewisse  Sätze  die  Linien 
unbegrenzt  verlängert.  Die  im  vorigen  Paragraphen  gegebene 
Hcrlcitung  geht  über  ein  bestimmtes  Gebiet  nach  keiner  Richtung 
hinaus  und  beweist,  dafs  dafür  nur  drei  Fälle  möglich  sind.  Dabei 
ist  CS  aber  notwendig,  vorher  unendlich  kleine  Gebiete  zu  untcr- 
suclicn  und  Rechnungen  mit  infinitesimalen  Gröfsen  vorzunehmen. 
Zwar  ist  es  recht  wohl  möglich,  die  Rechnung  durch  rein  geo- 
metrische Betrachtungen  zu  ersetzen;  aber  es  ist  nicht  zu  leugnen, 
dals  dadurch  der  Beweis  etwas  schwerfällig  wird.  Bei  der  Wich- 
tii^keit  dos  gefundenen  Resultates  dürfte  es  sich  immerhin  lohnen, 
eine  7.\vcitc  Hcrlcitung  zu  geben,  wenngleich  dieselbe  wesentlich 
an  denselben  M.'ingeln  leidet.  Auch  hier  müssen  wir  die  Gesetze 
tiir  unendlich  kleine  l'iguren  voraussetzen  und  von  der  Rechnung 
cinii^cn  Cicbrauch  machen.  Der  Unterschied  der  beiden  Herlei- 
tungcn  liegt  in  folgendem. 

Der  vorhin  gegebene  Beweis  schlielst  sich  an  einen  Gedanken 
,in,  der  im  wesentlichen  bereits  von  Gauls  in  seinen  Disquisitiones 
circa  supcHicies  cunas  hcnutTt  worden  ist  und  dann  in  Entwick- 
lungen der  HeiTcn  Fixe  St,  Marie  und  Newcomb  eine  Rolle 
gespielt  hat.  indem  man  von  einem  Punkte  zwei  kürzeste  Linien 
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ausgehen  läfst,  welche  einen  unendlich  kleinen  Winkel  einschliefsen. 
Die  folgende  Herleitung  schliefst  sich  an  einen  Gedanken  an, 
welchen  Saccheri  seinen  Untersuchungen  zu  Grunde  legt.  Man 
geht  von  einer  geraden  Strecke  DE  aus,  errichtet  auf  ihr  in  der- 
selben Ebene  zwei  gleich  grofse  Senkrechte  DF  und  EG,  und 
zieht  die  Gerade  FG.  Ich  nehme  jetzt  DE  =  dx  unendlich  klein 
an  und  setze  DF  =*  EG  —  y.  Dann  ist  FG  für  ein  unendlich 
kleines  DE  dieser  Länge  porportional,  und  zudem  abhängig  von 
DF,  so  dafs  gesetzt  werden  kann: 

(1)  FG  =  y(y).dx. 

Je  kleiner  y  wird,  um  so  näher  kommt  FG  an  DE,  also  ist 

(2)  y  (0)  =  1. 

Verlängern  wir  DF  und  EG  je  um  dieselbe  unendlich  kleine 
Strecke  FH  =  GJ  =  dy,  so  ist  auch 

HJ  =  y(y  +  dy).dx. 

Auf  das  unendlich  kleine  Viereck  FGJH  kann  man  die  eu- 
klidische Geometrie  anwenden;  zieht  man  durch  G  die  GK  ||  FH 
und  durch  F  eine  Gerade  LF,  welche  die  GJ  in  M  trifft,  so  ist 
<  LMG  =  LED  —  KGJ.  Wird  also  <  LED  — p,  <  LMG 
=  ^  -[■  ^  gesetzt,  so  ist  KGJ  =  —  dp. 

Nun  ist 

sin  I  KGJ  =  ^ 
oder  wegen  der  Kleinheit  des  Winkels: 

dg_^y(y  +  dy)  — y(y) 

dx  dy 

Hier  ist  die  linke  Seite  unabhängig  von  dy;  also  erhalten 
wir  auf  beiden  Seiten  einen  bestimmten  Grenzwert.  Unter  den 
gemachten  Annahmen  ist  demnach: 

(3)  t <f  (y). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  be- 
trachte ich  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
ABC,  wo  C  der  rechte  Winkel  ist.  Ich 
zerlege  dieses  Dreieck  durch  lauter  Senk- 
rechte, welche  auf  AC  errichtet  werden, 
in  unendlich  kleine  Streifen.  Nun  wird 
gesetzt :    AD  =  x,  DE  =  dx,   DF  =  y. 


D  e: 
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AF  =  z,  FJ  =  dz,  <AFD  =  ^,  AJE  =  ^  +  de,  JG=-dy.    Dann 
ist  FG  =  y(y)dx;  also  gelten  die  drei  Beziehungen: 

(4)  sin  pdz  =  if  (y)  dx,  dy  =  dz .  cos  ^,  dp  =  —  y'  (y)  dx. 
Daraus  folgt  durch  Elimination  von  dx  und  dz: 
sin  Q ,  if  (y)dy  -}-  cos  p .  y  (y) dp  =  0  oder 
(5)  d[sin p  .  y  (y)]  =  0,  sin  p .  9  (y)  =  Const- 

Für  y=0  wird  aber  P  =  h^  —  «>  9(0)  =  1>  somit 

(G)  y  (y)  sin  p  «»  cos  «, 
speziell  also  auch: 

(7)  y  (a)  sin  /?  =  cos  a. 

Eine  entsprechende  Gleichung  wird  man  auch  für  das  Dreieck 
ADF  erhalten,  wenn  man  es  durch  lauter  auf  DF  errichtete  Senk- 
rechte zerlegt.     Dann  gilt  die  Gleichung: 

(8)  cjp  (x)  sin  «  =  cos  p. 

Da  dieselbe  Gleichung  auch  für  das  Dreieck  AEJ  gilt,  so  mufs  sein: 

q>  (x)  sin  «  dx  =  —  sin  p  dp, 
oder  wenn  man  hierin  aus  (4)  den  Wert  fiir  dp  einsetzt: 

(9)  c/'  (x)  sin  a  =  y '  (y)  .  sin  p. 
Quadrieren  wir  die  Gleichungen   (tJ)   und   (8)  und  subtra- 
hieren die  eine  von  der  andern,  so  folgt: 

(1  -  [y  (>•)]')  sin«  e  =  (l  -  [»  (x)]«)  sin» «. 
Hiermit  verbinden  wir  die  Gleichung  (i>);   alsdann  Men  ^ 
und  «  ganz  weg  und  es  ergiebt  sich: 

ao^     l»Cv)]*    _    [»'(x)]:L. 
^    ^  l-[yt.v)]*  ~  i-r»'(x)? 

Wären  wir  von  einem  andern  rechtwinkligen  Dreieck  aus- 
gegangen, so  müfste  zwischen  irgend  zwei  entsprechenden  Strecken 
X  und  V  dieselbe  Relation  bestehen:  somit  müssen  beide  Seiten 
der  Gleichung  (10)  konstante  Werte  besitzen.     Wir  setzen  also: 

Hieraus  tolgt  tür  einen  von  null  und  unendlich  verschiedenen 
Wert  von  k*: 

(li)  y(x)  =  cosj;. 

In  die  zweite  Gleichung  (4)  setzen  wir  den  aus  (6)  für 
cos  p  «■  M       sin*p  folgenden  Wert  ein  und  erhalten: 
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woraus  durch  Integration  folgt: 

V        .    z    . 
(13)  sin  ^;  =  sin  r  sin  «, 

wobei  berücksichtigt  werden  mufs,  dafs  z  und  x  zugleich  ver- 
schwinden. Aus  den  Gleichungen  (7),  (8),  (13)  für  ^=/?,  x==»b, 
y  =  a  leiten  wir  aber  leicht  die  Formeln  für  jedes  Dreieck  her. 
Der  Fall,  dafs  k*==00  und  damit  ^/'(y)  =0,  <^(y)  —  1  ist, 
erledigt  sich  sehr  einfach,  da  alsdann  nach  (4)  d^  =  0,  y  =  z  cos  /?, 
x=zsin/?  ist,  so  dafs  sich  die  Gleichungen  der  gewöhnlichen 
Trigonometrie  ergeben.  Der  Fall  k*  =  0  mufs,  wie  man  leicht 
sieht,  ausgeschlossen  werden. 

Wir  fügen  noch  folgenden  Satz  bei: 

Errichtet  man  in  zwei  unendlich  nahen  Punkten  M  und  N 
einer  Geraden  gleiche  Senkrechte  nach  derselben  Seite  in  einer 
Ebene,  und  durchschneidet  sie  durch  eine  Gerade  LPR,  so  ist 
das  Verhältnis 

«LRN— LPM)« 
"     MN«— PQ« 
für  alle  Längen  MP  ,und  alle  Winkel  LPM  konstant  und  gleich 
dem  Riemannschen  Krümmungsmafs  der  Raumform. 

Ersetzt  man  auf  der  linken  Seite  von  (11)  x  durch  y,  und 
nimmt  dann  für  ^(y)  und  <jp'(y)  ihre  aus  (4)  folgenden  Werte, 
so  folgt 

1  ^ dQ\ 

k*       dx*  —  dz*,  sin' ^' 
wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 

§  2i\. 
Büokbliok. 

Als  Euklid  sein  System  aufbaute,  gelangte  er  mit  voller 
Strenge  zu  dem   Satze:    Wenn  zwei  gerade  Linien    (derselben 
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Ebene)  von  einer  dritten  Geraden  geschnitten  werden  und  die 
Summe  der  beiden  innern,  an  derselben  Seite  gelegenen  Winkel 
zwei  Rechte  beträgt,  so  können  sie  sich  nicht  schneiden,  wie 
weit  man  sie  auch  verlängern  mag.  Indessen  war  es  ihm  nicht 
möglich,  für  die  Umkehrung  dieses  Satzes  einen  Beweis  zu  finden. 
Da  er  aber  die  Umkehrung  für  sein  System  nicht  entbehren 
konnte,  setzte  er  sie  als  fünftes  Postulat  in  den  Anfang  des  Werkes, 
Dadurch  erkannte  er  offen  an,  dafs  hier  eine  für  ihn  unlösliche 
Schwierigkeit  vorhanden  war,  und  indem  kein  Versuch  gemacht 
wurde,  sie  zu  verschleiern,  wurde  sie  dem  Leser  leicht  erkennbar. 
Es  fehlte  daher  auch  nicht  an  Versuchen,  ein  genügendes  Fun- 
dament für  die  Theorie  zu  schaffen ;  gar  mancher  glaubte,  es  sei 
ihm  gelungen,  die  Lücke  auszufüllen;  auch  fanden  einzelne  Ver- 
suche einen  gröfseren  oder  kleineren  Kreis  von  Anhängern;  aber 
kein  einziger  konnte  sich  allgemeiner  Zustimmung  erfreuen.  Schon 
dieser  Umstand  macht  es  sehr  wahrscheinlich,  dafs  ein  genügendes 
Fundament  nicht  möglich  ist.  Denn  wir  befinden  uns  hier  auf 
einem  durchaus  elementaren  Gebiet;  wenn  da  ein  genügender 
Beweis  erbracht  werden  könnte,  so  müfste  er  gewifs  in  den  zwei- 
tausend Jahren,  während  welcher  die  Gelehrten  sich  um  seine 
Auffindung  bemüht  haben,  geliefert  worden  sein.  Desungeachtet 
haben  wir  die  bekanntesten  Versuche  (§§  2 — 5)  genauer  geprüft 
und  für  alle  die  Fehlerquelle  nachgewiesen. 

Dadurch  werden  wir  mit  zwingender  Notwendigkeit  auf  die 
Vermutung  geführt,  es  sei  vielleicht  gar  nicht  möglich,  das  fünfte 
Postulat  Euklids  aus  seinen  übrigen  Voraussetzungen  herzuleiten. 
Um  hierüber  ins  reine  zu  kommen,  ersetzen  wir  die  BegriflFe  der 
Geometrie  durch  andere  Begriffe,  für  welche  ebenfalls  alle  übrigen 
von  Euklid  gemachten  Voraussetzungen  gelten,  und  wir  fi'agen 
uns,  ob  es  möglich  ist,  die  neuen  Begriffe  derartig  zu  wählen, 
dafs  für  sie  das  fünfte  Postulat  nicht  mehr  gültig  ist.  Das  gelingt 
in  mehrfacher  Weise. 

Einmal  (§  (5)  ersetzen  wir  die  Ebene  durch  gewisse  Flächen, 
welche  nach  dem  Vorgange  von  Gaufs  als  solche  von  konstanter 
negativer  Krümmung  bezeichnet  werden.  Die  Geraden  der  Ebene 
finden  ihr  Analogon  in  den  kürzesten  Linien  der  Fläche,  und  die 
Kreise  in  gewissen  geschlossenen  Kurven.  Bei  dieser  Übertragung 
können  wir  zu  allen   ebenen  Gebilden   ein  Analogon  aufsteilen; 
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die  sämtlichen  weiteren  Voraussetzungen  Euklids  und  infolge 
dessen  auch  alle  seine  Sätze,  welche  von  der  Parallelentheorie 
unabhängig  sind,  bleiben  in  Gültigkeit.  Aber  die  Lehre  von  den 
Parallelen  und  die  aus  ihr  fliefsenden  Folgerungen  müssen  durch 
andere  Wahrheiten  ersetzt  werden;  namentlich  ist  die  Winkel- 
summe für  ein  aus  kürzesten  Linien  gebildetes  Dreieck  kleiner 
als  zwei  Rechte. 

So  interessant  diese  Übertragung  ist,  leidet  sie  für  unsere 
Zwecke  an  einigen  Mängeln.  Der  Beweis  derjenigen  Sätze,  auf 
welche  es  uns  ankommt,  erfordert  ein  recht  tiefes  Eingehen  in 
schwierigere  Partieen  der  Mathematik;  wir  mufsten  uns  deshalb 
damit  begnügen,  die  einzehien  Sätze  ohne  Beweis  rein  historisch 
anzuführen.  Andererseits  kann  man  noch  einwenden:  Die  Be- 
trachtung dieser  Flächen  zeigt  wohl,  dafs  die  Parallelen -Theorie 
durch  Untersuchung  der  Ebene  nicht  bewiesen  werden  kann, 
aber  es  ist  denkbar,  dafs  uns  räumliche  Betrachtungen  den  ge- 
suchten Beweis  liefern.  Dieser  Einwand  wird  durch  eine  Über- 
tragung beseitigt,  welche  zudem  den  Vorzug  besitzt,  nur  geringere 
mathematische  Kenntnisse  vorauszusetzen. 

Die  einzelnen  Teile  des  Raumes  können  in  mannigfacher 
Weise  auf  einander  bezogen  werden;  man  bezeichnet  jede  solche 
Operation  kurz  als  eine  Umformung  des  Raumes.  Besonders 
wichtig  sind  diejenigen  Transformationen,  bei  denen  die  Ebenen 
und  Geraden  wieder  in  Ebenen  und  Geraden  übergehen.  Eine 
solche  Transformation  wird  als  eine  projektive  bezeichnet.  Die 
Schar  derselben  kann  so  beschränkt  werden,  dafs  eine  Kugelfläche 
(oder  allgemeiner  eine  ungeradlinige  Fläche  zw^eiten  Grades)  in 
sich  verbleibt.  Indem  man  sich  auf  das  Innere  dieser  Kugel 
beschränkt,  welches  natürlich  in  sich  verbleibt,  und  nur  Trans- 
formationen der  bezeichneten  Art  betrachtet,  bleiben  die  Begriffe 
von  Ebene  und  Gerade  unverändert;  Kugel  und  Kreis  müssen 
durch  gewisse  andere  Gebilde  ersetzt  werden;  auch  mufs  man 
für  die  Länge  einer  Strecke  und  für  die  Gröfse  eines  Winkels 
neue  Gröfsen  einführen.  Dieser  Anschauung  genügen  alle  Gesetze, 
welche  im  Beginne  der  Geometrie  aufgestellt  werden,  speziell 
die  von  Euklid  gegebenen  Definitionen,  Axiome  und  Postulate, 
soweit  sie  nicht  vom  Parallelaxiom  abhangen.  Aber  die  Parallelen- 
Theorie  gilt  bei  dieser  Anschauung  nicht  mehr;   es   ist  also  un- 
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möglich,  das  fünfte  Postulat  aus  den  übrigen  Voraussetzungen 
der  Geometrie  herzuleiten  (§  7). 

Nun  kann  man  noch  die  Frage  stellen,  ob  die  Parallelen- 
theorie wenigstens  durch  die  Erfahrung  gefordert  wird.  Auch 
diese  Frage  mufste  in  §  8  wenigstens  vorläufig  verneint  werden. 
Gewifs  pafst  Euklids  System  ganz  vorzüglich  zu  unserer  Erfahrung; 
aber  da  wir  unsere  Zeichnungen  statt  mit  Linien  stets  mit  Körpern 
ausführen,  da  alle  unsere  Messungen  mit  Fehlern  behaftet  sind, 
können  wir  die  Parallelen  -  Theorie  höchstens  als  sehr  wahr- 
scheinlich, aber  nicht  als  unbedingt  gewifs  hinstellen. 

Wir  schlagen  daher  jetzt  (§§  9 — 13)  den  umgekehrten  Weg 
ein.  Wir  machen  die  Annahme,  das  Parallel -Axiom  sei  falsch, 
und  untersuchen,  ob  wir  zu  einem  Innern  Widerspruch  geführt 
werden.  Das  ist  nicht  der  Fall,  vielmehr  ergiebt  sich  eine  voll- 
ständig in  sich  abgeschlossene  Theorie  über  die  gegenseitige  Lage 
von  Geraden  in  einer  Ebene  und  von  Geraden  und  Ebenen  des 
Raumes.  Auch  die  einfachsten  krummen  Gebilde  (§  14)  folgen 
Gesetzen,  wie  sie  bereits  bei  der  Kugelfläche  vorgezeichnet  sind* 
Schon  hiermit  ist  die  innere  Berechtigung  einer  Geometrie  er- 
wiesen, welche  sich  in  Gegensatz  stellt  zu  Euklids  Voraussetzung 
über  die  Parallelen.  Denn  alle  weiteren  Beziehungen  der  Raum- 
gebilde sind  nur  weitere  Fortbildungen  der  für  die  Ebenen  und 
Geraden  geltenden  Gesetze,  können  also  zu  keinem  Widerspruch 
führen,  w^enn  ein  solcher  nicht  bereits  in  den  früheren  Sätzen 
hervortritt. 

Für  die  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines 
Dreiecks  können  Formeln  (§  15)  aufgestellt  werden,  welche  mit 
der  hier  verfolgten  Voraussetzung  in  Einklang  stehen,  welche  ge- 
statten, aus  drei  Bestimmungsgröfsen  die  übrigen  zu  berechnen, 
und  welche  in  allen  Fällen,  w^o  durch  Konstruktion  eine  geo- 
metrische Lösung  möglich  ist,  auch  zu  reellen  Resultaten  führen. 
Endlich  giebt  es  anal)^ische  Formeln  (§  16),  welche  einerseits 
mit  dem  Parallel-Axiom  unvereinbar  sind,  andererseits  aber  allen 
weiteren  Voraussetzungen  Euklids  genügen.  Mit  solchen  Formeln 
ist  aber  implicite  die  ganze  Geometrie  gegeben;  denn  nachdem 
die  Grundformeln  aufgestellt  sind,  gründen  sich  alle  geometrischen 
Sätze  auf  analytische  Umformungen.  Wenn  die  Grundlagen  der 
Rechnung  den  geometrischen  Anschauungen  genügen,  so  können 
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die  Folgerungen  aus  der  Rechnung  weder  unter  einander  noch 
mit  den  aufgestellten  Voraussetzungen  in  Gegensatz  treten. 

Neben  das  von  Euklid  entwickelte  Svstem  der  Geometrie 
stellt  sich  demnach  als  theoretisch  gleichberechtigt  ein  zweites, 
worin  die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  weniger  als  zwei 
Rechte  beträgt.  Dasselbe  kann  auch  durch  die  Annahme  charak- 
terisiert werden,  dafs  durch  jeden  Punkt  aufeerhalb  einer  Geraden 
mehrere  in  derselben  Ebene  liegende  gerade  Linien  möglich  sind, 
welche  die  gegebene  Gerade  bei  unbegrenzter  Verlängerung  nicht 
treflfen.  Es  wird  am  passendsten  nach  Lobatschewsky  benannt, 
der  zuerst  öffentlich  darüber  gehandelt  hat,  wenngleich  Gaufs  seine 
Eigenschaften  wahrscheinlich  früher  gekannt  hat. 

Die  Geometrie  Lobatschewskys  behält  die  Annahme  bei,  dafs 
die  Gerade  unendlich  sei.  Diese  Voraussetzung  erscheint  vielleicht 
manchem  selbstverständlich.  Aber  es  kann  nicht  oft  genug  darauf 
hingewiesen  werden,  dafs  der  Geist  nur  zu  gern  bereit  ist,  die- 
jenigen Sätze,  welche  er  regelmäfsig  in  der  Erfahrung,  wenn  auch 
nur  angenähert,  verwirklicht  findet,  als  allgemein  und  streng  gültig 
vorauszusetzen.  Aber  bei  allen  Anschauungen  können  wir  nur 
ein  sehr  kleines  Gebiet  des  Raumes  benutzen;  zudem  liefern  uns 
die  Figuren,  aus  denen  wir  derartige  Erfahrungen  schöpfen,  nie- 
mals ein  völlig  getreues  Bild.  Nun  können  wir  allerdings  eine 
gerade  Linie  unbegrenzt  verlängern,  und  für  eine  beliebig  gewählte 
Fläche  der  Zeichnung  entfernen  wir  uns  vom  Ausgangspunkte 
immer  mehr,  je  weiter  wir  die  Verlängerung  fortsetzen.  Aber  diese 
Thatsache  gilt  nur  für  beschränkte  Räume;  es  fehlt  uns  vielmehr 
jede  Möglichkeit,  die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Erfahrung  zu 
prüfen.  Daher  ist  es  denkbar,  dafs  die  Gerade  bei  fortgesetzter 
Verlängerung  in  ihren  Anfangspunkt  zurückkehrt.  Darauf  deutet 
die  enge  Beziehung  hin,  welche  nach  §  14  zwischen  den  ein- 
fachsten krummen  Flächen  des  Lobatschewskyschen  Raumes  besteht. 
Die  Geometrie  auf  der  Kugel  hat  ferner,  wie  §  17  zeigt,  so 
grofse  Ähnlichkeit  mit  der  der  (euklidischen)  Ebene,  wofern  die 
Gerade  durch  den  Hauptkreis  ersetzt  wird,  dafs  es  "jedenfalls  der 
Untersuchung  lohnt,  ob  wirklich  die  Unendlichkeit  im  Begriff  der 
Geraden  liegt. 

Sobald  man  versucht,  aus  der  Annahme,  dafs  die  Gerade 
geschlossen  sei,  weitere  Folgerungen  zu  ziehen,  ergeben  sich  zwei 
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verschiedene  Möglichkeiten  (§  18):  einmal  können  alle  von  einem 
Punkte  ausgehenden  geraden  Linien  noch  durch  einen  zweiten 
Punkt  gehen,  zweitens  können  zwei  gerade  Linien,  welche  von 
einem  Punkte  ausgehen,  in  den  Anfangspunkt  zurückkehren,  ohne 
einen  weitern  Schnittpunkt  zu  besitzen.  Beide  Möglichkeiten 
führen  zu  einem  in  sich  abgeschlossenen,  widerspruchsfreien 
Systeme,  dessen  Aufbau  sich  sehr  einfach  ergiebt  (§  19,  20)  und 
für  welches  die  trigonometrischen  Formeln  ganz  denen  der  Sphärik 
entsprechen,  so  dafs  die  analytische  Behandlung  keinerlei  Schwierig- 
keit macht  (§  21).  Die  beiden  Systeme  zeigen  eine  grofse  Über- 
einstimmung, ohne  jedoch  identisch  zu  sein;  die  erstere  Mög- 
lichkeit möge  nach  Riemann  benannt  werden,  welcher  zuerst  ihre 
Berechtigung  nachgewiesen  hat,  die  andere  als  deren  Polarform 
oder  auch  als  Kleinsche  Raumform  bezeichnet  werden. 

Nach  den  durchgeführten  Entwicklungen  kann  an  der  theo- 
retischen Berechtigung  der  verschiedenen  Raumformen  nicht  ge- 
zweifelt werden.  Schon  die  mitgeteilten  geometrischen  Sätze 
machen  es  zum  mindesten  sehr  unwahrscheinlich,  dafs  sich  beim 
weiteren  Aufbau  ein  innerer  Widerspruch  ergeben  sollte ;  die  Auf- 
stellung analytischer  Formeln,  welche  allen  notwendigen  Voraus- 
setzungen der  Geometrie  entsprechen,  schliefst  eine  solche  Mög- 
lichkeit ganz  aus. 

Dadurch  ist  denn  der  tiefere  Grund  für  die  Lücke  gefunden, 
welche  sich  in  Euklids  Elementen  findet.  Wenn  die  Geometrie 
mit  voller  Strenge  aufgebaut  wird,  so  darf  sie  keine  Voraussetzung 
über  die  Unendlichkeit  der  Geraden  und  über  die  Parallelen- 
Theorie  machen.  Dann  kann  sie  eine  Reihe  von  Sätzen  un- 
mittelbar entwickeln ;  es  sind  vor  allem  die  Sätze  1 — 15,  18—26 
des  ersten  Buches  Euklids,  dann  der  erste  Teil  der  Kreislehre 
(Buch  III  bei  Euklid)  mit  Ausnahme  des  Satzes  vom  Peripherie- 
w^inkel  und  der  daraus  fliefsenden  Folgerungen,  endlich  manche 
Sätze  der  Stereometrie,  und  zwar  zum  Teil  auch  solche,  bei  deren 
Beweise  Euklid  die  Parallelentheorie  benutzt.  Darauf  spaltet  sich 
die  Geometrie  in  mehrere,  theoretisch  gleich  berechtigte  Zweige, 
und  nur  dann  ist  die  Geometrie  ein  volles  Ganze,  w^enn  alle  diese 
Möglichkeiten  bis  zu  einem  gewissen  Abschlufs  entwickelt  werden. 
Es  ist  am  natürlichsten,  jede  einzelne  Figur  nach  den  verschiedenen 
Möglichkeiten  hin  zu  untersuchen.    Dann  erkennt  man  bei  jedem 
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weitern  Schritt  die  enge  Zusammengehörigkeit  (§  22).  In  dem 
ganzen  Gebiete  der  projektiven  Geometrie  (der  Geometrie  der 
Lage  nach  v.  Staudts  Ausdruck)  zeigen  die  Sätze  kaum  eine  Ver- 
schiedenheit. Aber  auch  in  den  metrischen  Sätzen  tritt  bei  ge- 
nauerer Betrachtung  eine  auffallende  Zusammengehörigkeit  hervor; 
man  kann  sagen^  die  eine  Raumform  ergänze  die  andere.  Wenn 
man  von  den  geringen  Verschiedenheiten  der  endlichen  Raumformen 
absieht,  so  kann  der  ganze  Unterschied  der  behandelten  Raumformen 
durch  eine  einzige  Konstante  1 :  k*  charakterisiert  werden. 

Wir  fragen  uns  demnach :  An  welcher  Stelle  läfst  man  natur- 
gemäfs  am  besten  die  besprochene  Teilung  eintreten?  Der  im 
vorliegenden  Werke  eingeschlagene  Weg  kann  unmöglich  als 
naturgemäfs  bezeichnet  werden;  er  schliefst  sich  der  wirklichen 
Auffindung  recht  eng  an  und  läfst  die  Eigenschaften  der  einzelnen 
Raumformen  ziemlich  leicht  auffinden.  Aber  die  Zusammen- 
gehörigkeit wird  anfangs  ganz  verdunkelt  und  tritt  erst  an  einer 
späteren  Stelle  hervor.  Deshalb  ist  es  von  grofsem  historischen 
Interesse  zu  erfahren,  dafs  ein  sehr  schöner  Versuch,  die  ver- 
schiedenen Raumformen  aus  einer  gemeinschaftlichen  Quelle  her- 
zuleiten, bereits  vor  mehr  als  150  Jahren  gemacht  ist  (§  23). 
Saccheri  geht  von  einer  ganz  einfachen  Figur  aus,  für  welche  sich 
drei  verschiedene  Möglichkeiten  ergeben,  von  denen  wenigstens 
anfangs  keine  zurückgewiesen  werden  kann.  Deshalb  entwickelt 
er  ganz  streng  nach  Euklids  Methode  jede  einzelne  Möglichkeit 
und  stellt  so  die  ersten  Sätze  für  die  verschiedenen  Raumformen 
auf.  Leider  läfst  er  sich  dann,  dem  Vorurteil  seiner  Zeit  folgend, 
dazu  verleiten,  sein  eigenes  Werk  wieder  umzustofsen. 

Eine  andere  Methode,  die  verschiedenen  Raumformen  aus 
einer  gemeinsamen  Quelle  herzuleiten,  ist  in  §  24  mitgeteilt.  Für 
ein  gewisses  endliches  Stück  der  Ebene  werden  Euklids  Voraus- 
setzungen als  richtig  angenommen;  darin  wird  ein  Dreieck  ge- 
zeichnet und  dieses  von  einem  Eckpunkt  aus  in  unendlich  kleine 
Teile  "ierlegt.  Darauf  läfst  sich ,  wie  streng  nachgewiesen  wird, 
die  Rechnung  anwenden,  und  man  gelangt  zu  den  verschiedenen 
Raumformen  ohne  jede  weitere  Voraussetzung,  ist  jedoch,  wenn 
man  nicht  weitläufig  werden  will,  genötigt,  die  ersten  Sätze  der 
Differential-  und  Integralrechnung  zu  benutzen.  Ein  zweiter  Weg 
führt  in  §  25  zu  demselben  Resultate. 
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Nachdem  so  die  Frage  theoretisch  ziemlich  allseitig  erörtert 
ist,  müssen  wir  nochmals  einen  Blick  auf  die  Erfahrung  werfen, 
um  zu  gestehen,  dafs  dieselbe  keines  der  mitgeteilten  Systeme 
mit  voller  Strenge  als  das  richtige  hinstellt.  Man  kann  daher 
folgende  Erwägung  anstellen :  Nach  den  Entwicklungen  des  §  22 
(S.  74)  sind  für  unsere  Erfahrung,  soweit  wir  sie  bis  jetzt  beurteilen 
können,  unendlich  viele  Fälle  gleich  möglich ;  nur  einer  von  diesen 
entspricht  der  euklidischen  Geometrie;  also  darf  (wenigstens  augen- 
blicklich) die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  sie  die  wirklich  bestehende 
sei,  nur  als  unendlich  klein  bezeichnet  werden.  Dem  entgegen 
mufs  aber  darauf  hingewiesen  werden,  dafs  es  strenge  Forderung 
jeder  Naturerklärung  ist,  stets  unter  den  verschiedenen  Erklärungs- 
Versuchen  den  einfachsten  zu  wählen.  Nun  hat  allerdings  jede 
Raumform  vor  den  andern  ihre  charakteristischen  Vorzüge,  so 
dafs  die  Frage,  welches  die  interessanteste  und  schönste  sei,  ohne 
Zweifel  ganz  verschieden  beantwortet  wird.  Aber  das  kann  doch 
nicht  bezweifelt  werden,  dafs  die  Geometrie  Euklids  unter  allen 
die  einfachste  ist.  Folglich  darf  sie  allein  zur  Erklärung  der 
Beobachtungen  benutzt,  mufs  also  vorläufig  allein  als  richtig  an- 
genommen werden. 


_^\ 


Zweiter  -A-bschnitt. 

Die  projektive  Geometrie. 


§1- 

Vorbemerkungen. 

Bei  der  gewöhnlichen  Behandlung  der  Lehre  von  den  har- 
monischen Punkten  geht  man  von  der  Messung  aus.  Wenn  vier 
Punkte  A,  B,  C,  D  in  gerader  Linie  liegen,  so  denkt  man  sich 
die  vier  Strecken  AC,  CB,  AD,  DB  durch  dasselbe  Mafe  gemessen ; 
dann  bildet  man  den  Quotienten  aus  den  beiden  ersten  und  den 
aus  den  beiden  letzten  Zahlen;  wenn  diese  beide  Quotienten 
(bis  auf  das  Vorzeichen)  einander  gleich  sind,  so  sagt  man,  das 
Punktepaar  CD  liege  harmonisch  zum  Punktepaare  AB.  Man 
schreibt  diese  Bedingung  unter  Berücksichtigung  der  Zeichen  in 
der  Form: 

AC  _  _  AD 
CB  DB  * 

Um  nun  Sätze  über  harmonische  Punkte-  und  Strahlenpaare 
herzuleiten,  gebraucht  man  die  Sätze  der  Ähnlichkcitslehre,  welche 
sich  durchaus  auf  das  Parallel- Axiom  gründen,  sowie  dieses  selbst. 
Indessen  zeigen  die  Sätze,  zu  denen  man  im  Verlauf  der  Unter- 
suchung gelangt,  einen  wesentlich  andern  Charakter,  als  die  meisten 
Sätze,  welche  man  bei  Euklid  findet.  Während  bei  diesen  der 
BegrilF  der  Gröfse  in  den  Vordergrund  tritt,  erlangt  in  den  neuen 
Sätzen  die  gegenseitige  Lage  der  Gebilde  eine  Bedeutung,  welche 
ihr  in  der  Geometrie  der  Alten  nicht  zukommt.  Das  ersieht  man 
schon  in  der  sog.  neueren  synthetischen  Geometrie,  wie  sie 
namentlich  von  Steiner  entwickelt  ist.     Während  die  Alten  die 
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einzelnen  Kegelschnitte  für  sich  behandelten  und  die  allgemeinen 
Eigenschaften  derselben  ganz  zurücktreten  liefsen,  nehmen  bei 
Steiner  die  gemeinsamen  Sätze  über  Kegelschnitte  als  Kurven 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  den  ersten  Platz  ein  und 
ergeben  sich  aus  einfachen  Lagenbeziehungen. 

Aus  diesem  Grunde  hat  man  schon  längst  zwischen  metrischen 
und  projektiven  Beziehungen  unterschieden,  weil  für  die  ersteren 
die  Gröfsensätze  in  den  Vordergrund  treten,  während  es  bei  den 
letzteren  nur  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Gebilde  ankommt. 
Indessen  blieb  es  ein  Mangel,  dafs  zur  Begründung  der  Projekti- 
vität  metrische  Eigenschaften  benutzt  werden  mufsten.  Deshalb 
war  es  als  ein  wesentlicher  Fortschritt  anzuerkennen,  dafs  Chr. 
von  Staudt  die  Projektivität  selbständig  begründete  und  die  Geo- 
metrie der  Lage  schuf.  Leider  mufste  er  die  Parallelen-Theorie 
noch  voraussetzen,  welche  doch  bei  ihrer  Begründung  die  me- 
trischen Eigenschaften  nicht  entbehren  kann. 

Als  nun  die  Theorie  der  nicht  -  euklidischen  Raumformen 
immer  weiter  entwickelt  wurde,  zeigte  es  sich,  dafs  zwar  die 
Begründung  der  Projektivität  für  sie  verschieden  ist  von  der  in 
der  euklidischen  Geometrie  gebräuchlichen,  dafs  aber  die  einzelnen 
Sätze  ungeändert  bleiben.  Von  diesem  Gedanken  ausgehend, 
führte  Herr  Klein  die  Staudtsche  Grundlage  weiter  aus  und  zeigte, 
dafs  auch  das  Parallel-Axiom  für  die  Begründung  und  Entwicklung 
der  projektiven  Eigenschaften  entbehrt  werden  kann.  Die  hohe 
Bedeutung  dieses  Schrittes  kann  hier  auch  nicht  andeutungsweise 
dargelegt  werden;  sie  wird  schon  in  den  folgenden  Paragraphen 
recht  deutlich  hervortreten,  kann  aber  erst  im  zweiten  Bande 
abschliefsend  erörtert  werden. 

Bevor  wir  dazu  übergehen,  im  Anschlufs  an  die  Entdeckungen 
Staudts  und  Kleins^^)  die  Projektivität  ohne  jede  Messung  und 
unabhängig  vom  Parallel-Axiom  zu  begründen,  schicken  wir  einige 
Bemerkungen  voraus. 

Wenn  jemand  in  den  nachfolgenden  Entwicklungen  die  Natür- 
lichkeit vermissen  sollte,  so  möge  er  bedenken,  dafs  es  ange- 
messen erschien,  die  einzelnen  Darlegungen  nicht  gar  zu  weit 
auszudehnen.  Auch  würde  der  Leser  nur  ermüdet  werden,  wenn 
alle  Erwägungen  in  solcher  Breite  vorgetragen  würden,  dafs  ihre 
Natürlichkeit  unmittelbar  zu  Tage  tritt.     Ein  aufmerksamer  Leser 
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wird  sich  die  nötigen  Ergänzungen  mit  Leichtigkeit  selbst  machen 
können. 

Während  gewöhnlich  (ob  immer  zum  Vorteil,  möge  uner- 
örtert  bleiben)  die  ebene  Geometrie  von  der  des  Raumes  getrennt 
wird,  müssen  wir  im  folgenden  räumliche  Beziehungen  an  die 
Spitze  stellen.  Die  Notwendigkeit  dieses  Schrittes  werden  wir 
später  begründen. 

Endlich  bemerken  wir  noch,  dafs  wir  der  ganzen  Unter- 
suchung einen  gewissen,  allseitig  begrenzten  Raumteil  zu  Grunde 
legen.  Wie  derselbe  begrenzt  ist,  kommt  nicht  in  Betracht;  der 
Leser  kann  etwa  voraussetzen,  wir  blieben  bei  allen  unsern  Ope- 
rationen im  Innern  einer  Kugel  oder,  was  den  folgenden  Ent- 
wicklungen besser  entspricht,  im  Innern  eines  festen  Tetraeders.  ^*) 
Dabei  sind  für  die  §§  2— (>  die  folgenden  Sätze  von  wesentlicher 
Bedeutung : 

a)  Durch  irgend  zwei  Punkte  im  Innern  des  Körpers  geht 
eine  und  zwar  eine  einzige  gerade  Linie. 

b)  Wenn  zwei  gerade  Linien  einen  Punkt  im  Innern  des 
Körpers  gemeinschaftlich  haben,  so  treffen  sie  sich  in  keinem 
zweiten  Punkte  des  Körpers. 

c)  Durch  eine  gerade  Linie  und  einen  Punkt,  welcher  ihr 
nicht  angehört,  läfst  sich  eine  einzige  Ebene  legen. 

d)  Wenn  zwei  Ebenen  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben, 
so  schneiden  sie  sich  in  einer,  und  zwar  einer  einzigen  geraden 
Linie. 

Auf  diesen  Sätzen  suchen  wir  jetzt  die  projektive  Geometrie 
aufzubauen. 

Die  harmonisohen  Gebilde. 

a)  Wenn  drei  Punkte  in  gerader  Linie  gegeben  sind,  so 
kann  man  durch  blofses  Ziehen  von  geraden  Linien  einen  vierten 
Punkt  in  derselben  Geraden  bestimmen,  dessen  Lage  nur  von 
den  drei  gegebenen  Punkten,  aber  nicht  von  den  bei  der  Zeich- 
nung benutzten  Linien  abhängt. 

Die  drei  gegebenen  Punkte  seien  A,  B,  C;  durch  die  gerade 
Linie,  in  welcher  sie  enthalten  sind,  lege  man  eine  beliebige 
Ebene  und    nehme  in   ihr  einen   Punkt   x,    ziehe   Ax    und   Bx» 
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durchschneide  die  beiden  Linien   durch  eine  von  C  ausgehende 
Gerade  in  a  und  ß^  ziehe  Kß  und  Ba,  welche  sich  in  X  schneiden. 


und  endlich  xx,  weiche  mit  der  Geraden  AB  in  einem  Punkte  D 
zusammentrifft.  Dann  ist  der  Punkt  D  unabhängig  von  der  Wahl 
der  Ebene  und  von  den  benutzten  Hül£slinien,  also  eindeutig  durch 
ABC  (in  dieser  Reihenfolge)  bestimmt. 

Wir  weisen  zunächst  nach,  dafs  der  Punkt  D  unabhängig 
ist  von  der  durch  AB  gelegten  Ebene;  wir  wählen  daher  eine 
zweite  Ebene,  nehmen  in  ihr  den  Punkt  x'  beliebig  an,  durch- 
schneiden die  Geraden  Ax'  und  Bx'  durch  eine  von  C  ausgehende 
Gerade  in  «'  und  /?',  ziehen  kß'  und  Ba',  welche  sich  in  X' 
schneiden,  und  weisen  nach,  dafs  xi!  durch  D  hindurchgeht. 

Durch  die  Geraden  Caß  und  Qn'ß'  läfst  sich  eine  Ebene 
legen;  demnach  treffen  sich  auch  die  Geraden  aß'  und  a'ß  in 
einem  Punkte  /i.  Die  Gerade  aß'  liegt  in  der  Ebene  Ba^^'  und 
die  Gerade  aß  in  der  Ebene  haß.  Diese  beiden  Ebenen  haben 
die  Linie  xk  gemeinschaftlich,  in  welcher  der  Punkt  /i  ebenfalls 
liegen  mufs.  Ebenso  liegt  .a  in  den  Ebenen  Kaß'  und  Ba'/?,  also 
auch  in  deren  Kante  xX\  Die  fünf  Punkte  .«,  x,  x',  A,  X'  liegen 
also  in  einer  Ebene,  und  die  Geraden  xk  und  x'ü  gehören  dieser 
selben  Ebene  an.  Diese  Ebene  kann  mit  der  Geraden  AB  nur 
einen  einzigen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  und  da  D  als  Punkt 
von  xl  dieser  Ebene  angehört,  mufs  auch  x'l'  durch  D  hindurch- 
gehen. 
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Nehmen  wir  jetzt  an,  der  Punkt  x    sei  in   der  Ebetit^ABx 
gewählt,  und  die  Punkte  a\  ß^\  k"  seien  in  entsprechender  Weise 
bestimmt.    Wir  fügen  eine  zweite  Ebene  hinzu  und  machen  hrerin 
die  Konstruktion  vermittelst  der  Punkte  x,  «',  ß\  A';  dann  müssep,- 
weil   die  Ebenen  ABx  und  ABx'  verschieden  sind,  die  Gerade^'  : 
xA  und  x'A'  durch  denselben  Punkt  von  AB  hindurchgehen;  aus 
demselben  Grunde  müssen  sich  auch  die  Geraden  x'A'  und  x'A'    ' 
auf  AB  schneiden,   oder  x'T'  geht  ebenfalls  durch  den  Punkt  D. 

b)  Die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  mit  der  gegenseitigen  Lage, 
wie  sie  so  eben  erörtert  ist,  heifsen  vier  harmonische  Punkte,*®) 
und  zwar  sagen  wir,  der  Punkt  D  sei  dem  Punkte  C  in  Bezug 
auf  die  Punkte  A  und  B  harmonisch  zugeordnet.  Um  das  an- 
gegebene Verfahren  kurz  zusammenzufassen,  stellen  wir  den 
Satz  auf: 

Die  Verbindungsgerade  der  Punkte,  in  denen  sich  die  Gegen- 
seiten eines  gewöhnlichen  Vierecks  paarweise  schneiden,  wird 
durch  ihre  Schnittpunkte  mit  den  beiden  Diagonalen  harmonisch 
geteilt. 

In  der  That  ist  axßX  ein  gewöhnliches  Viereck;  das  eine 
Paar  von  Gegenseiten,  nämlich  ax  und  ßly  hat  in  A,  das  andere, 
icl  und  ßxy  in  B  seinen  Schnittpunkt. 

Wir  können  aber  die  Figur  noch  in  anderer  Weise  auffassen. 
Die  aus  den  vier  Geraden  Aax,  Klßy  BAa,  B^x  gebildete  Figur 
nennen  wir  ein  vollständiges  Vierseit,  die  vier  Linien  seine  Seiten 
und  die  sechs  Schnittpunkte  von  je  zwei  Seiten  seine  Eckpunkte. 
Dann  liegt  jedem  Eckpunkte  ein  zweiter  gegenüber,  und  die 
Verbindungslinie  zweier  solcher  Eckpunkte  heifst  eine  Diagonale. 
Dann  ist  AB  eine  Diagonale,  und  die  Punkte  C  und  D  sind  ihre 
Schnittpunkte  mit  den  beiden  andern  Diagonalen,  Daher  können 
wir  auch  sagen: 

Jede  Diagonale  eines  vollständigen  Vierseits  wird  durch  ihre 
Schnittpunkte  mit  den  beiden  andern  Diagonalen  harmonisch 
geteilt. 

c)  Um  tiefer  auf  die  Theorie  der  harmonischen  Teilung  ein- 
gehen zu  können,  schicken  wir  die  ersten  Sätze  über  die  per- 
spektivische Lage  von  Gebilden  voraus.  Zwei  Gebilde  heifsen 
einander  perspektivisch  zugeordnet,   wenn   jedem  Punkte  des 


. » 


•  • 


•  • 


102   V'. 


Zweiter  Abschnitt.    §  2. 
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ein&rivÄn  Punkt  des  andern  entspricht  und  jedesmal  die  Verbin- 

don^jriinie  entsprechender  Punkte  durch  einen  festen  Punkt,   das 

^ft^i;$pektions-Centrum,  geht.   Wir  benutzen  fast  nur  perspektivische 

•ÖVeiecke  und  können  sagen:  Zwei  Dreiecke  ceßy  und  aß'y  sind 

'..^perspektivisch  gelegen,   wenn   die  drei  geraden  Linien  ««',  ßß\ 

yy   durch  denselben  Punkt  O  gehen.     Hierfür  gilt  der  Satz: 
/  Die  entsprechenden  Seiten  zweier  perspektivischen  Dreiecke 

schneiden  sich  in  drei  Punkten,  welche  in  gerader  Linie  liegen. 
Zum  Beweise  bezeichnen  wir  mit  O  den  gemeinsamen  Schnitt- 
punkt der  Geraden  aa^  ßß\  y/';  ferner  mögen  sich  die  Geraden 
ßy  und  ß'y'y  bez.  ya  und  ya\  bez.  aß  und  nß'  in  A  bez.  B  bez.  C 
schneiden. 

Wenn  die  Dreiecke  ußy  und   aß'y   in  zwei  verschiedenen 
Kbenen  liegen  (Fig.  30),  so  befinden  sich   die  Punkte  A,  B,  C 

gleichzeitig  in 
beiden  Ebenen, 
also  auch  in  ihrer 
Schnittlinie,  mit- 
hin in  derselben 
Geraden. 

Wenn  aber  die 

Dreiecke  in  ein 

und      derselben 

Ebene  liegen,  so 

ziehe    man    die 

Ä/    Geraden     a'O', 

ß^O\  yO   nach 

einem  Punkte  C) ,  welcher  der  Ebene  nicht  angehört.    Man  wähle 

auf  der  Cieraden  OO    beliebig    einen  Punkt  O"   und  ziehe  die 

Geraden  0'.\,  O  B,  C'^  C.    Die  Geraden  OA  und  OO  bestimmen 

eine  l-bene,  in  welcher  die  Geraden  O«   und  O  «  liegen;   bei 

I^iJsei^der  Wahl  der  Punkte  O   und  O    kann  man  bewirken,  dafs 

i^^  tt   und  l^^  «  sich  it^  einem  Punkte  «    schneiden.    Entsprechend 

tindet  nun  durch  den  Schnitt  \xm  O' ß  und  O  ß'  einen  Punkt  ß 

und  durch  den  Schnitt  \x^n  0>  und  0>   einen  Punkt  y .     Der 

Ihinkt  A^  in  welchen\  sich    .'^*  und  Sy   schneiden,  gehört   auch 

der  Ebene  O  .Vj-   und  ^.>  .V'y  ,   ako   auch   der   Geraden  ßy    an ; 

chei-iso  ijch^Sn  R  Jei\  Ibenen  Ony  und  Ony\   also   auch   der 
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Geraden  ä'y\  und  endlich  der  Punkt  C  den  Geraden  aß^  aß^ 
und  ci'ß^'  an;  die  Punkte  A,  B,  C  liegen  also  in  der  Schnittlinie 
der  beiden  Ebenen. 


d)  Wenn  umgekehrt  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  sich  je 
mit  einer  Seite  eines  zweiten  in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie 
schneiden,  so  gehen  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Eck- 
punkte durch  denselben  Punkt. 

Beweis.  —  Nach  der  Voraussetzung  gehen  die  Verbindungs- 
geraden entsprechender  Punkte  der  Dreiecke  aa'B  und  /?/?'A, 
nämlich  die  Geraden  ccß^  aß'  und  BA  durch  denselben  Punkt  C; 
folglich  müssen  die  Schnittpunkte  von  aa  und  ßß'y  von  a'B  und 
ß'Ky  und  von  Ba  und  kß  in  gerader  Linie  liegen,  oder  die  Gerade 
durch  /  und  y  enthält  auch   den  Schnittpunkt  von  ad  und  ßß'. 

e)  Hiernach  läfst  sich  der  Beweis  des  in  a)  aufgestellten 
Satzes,  nämlich  der  Behauptung,  dafs  der  Schnittpunkt  von  xl 
und  x'l'  auf  AB  liegt,  auch  in  folgender  Weise  führen.  Da  sich 
aß  und  afß'  in  C,  ßl  und  ß'l'  in  A,  al  und  aX  in  B  treffen 
und  diese  Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  so  gehen  aa\  ßß'  und 
XX'  durch  einen  Punkt.  Aus  demselben  Grunde  gehen  auch  die 
drei  Geraden  aa\  ßß'  und  xx'  durch  einen  Punkt.  Folglich  müssen 
auch  die  Dreiecke  ßxX  und  ß'x'X'  perspektivisch  liegen,  und  in- 
folge dessen  mufs  der  Schnittpunkt  von  xX  und  x'X'  derjenigen 
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Geraden  angehören ,    welche  die  Schnittpunkte   sowohl  von  ßx 
und  ß'x'y  als  auch  von  ßX  und  ß'X'  enthält. 

Q  Die  vier  harmonischen  Punkte  A,  B,  C,  D  zerfallen  in 
zwei  Paare  AB  und  CD;  man  darf  die  beiden  Paare  mit  einander 
vertauschen  und  in  jedem  Paare  die  beiden  Punkte.  Wenn  daher 
von  den  acht  Anordnungen 

ABCD,  ABDC,  BACD,  BADC, 
CDAB,  CDBA,  DCAB,  DCBA 
eine  harmonisch  ist,  so  sind  es  auch  die  übrigen,  aber  keine  weitere 
Anordnung  der  vier  Punkte. 

In  der  Konstruktion,  welche  in  a)  angegeben  ist,  kommen 
die  Punkte  A  und  B  ganz  gleichmäfsig  vor;  sie  können  also  mit 
einander  vertauscht  werden.  Wäre  man  von  den  Punkten  ABD 
ausgegangen,  so  hätte  man  C  als  vierten  harmonischen  Punkt 
erhalten;  man  ziehe  nämlich  von  a  die  Geraden  nach  A  und  B, 
lege  durch  D  die  Gerade,  welche  Aa  und  Ba  in  x  und  X  trifft; 
dann  werden  die  Geraden  AA  und  Bx  sich  in  ß  schneiden  und 
aß  wird  durch  C  gehen. 

Um  zu  CDA  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  konstruieren, 
bezeichne  man  den  Schnittpunkt  von  aß  und  xA  mit  p  und  be- 
achte, dafs  die  Seiten  des  Dreiecks  DCp  denen  des  Dreiecks  ßX^ 


?^tt2%. 


in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie  begegnen,  nämlich  DC  und 
ßX  in  A,  C^  und  Xß  in  a^  qD  und  BX  in  x.  Daher  liegen  die 
Dreiecke  perspektivisch  oder  es  schneiden  sich  die  Linien  Dß^ 
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CA  und  (>B  in  einem  Punkte  ü.  Zur  Konstruktion  des  vierten 
harmonischen  Punktes  zu  DCA  wähle  man  den  Punkt  ^,  ziehe 
die  Geraden  C^  und  D^,  lege  durch  A  die  Gerade  Aßly  ziehe 
Dß  und  C/,  welche  sich  in  a  treffen.  Da  die  Gerade  qo  die 
CD  in  B  trifft,  ist  B  der  vierte  harmonische  Punkt. 

Durch  Verbindung  der  drei  Vertauschungen  werden  auch 
die  übrigen  Anordnungen  erhalten,  welche  oben  angegeben  sind. 

Dafs  aber  keine  weitere  Anordnung  vier  harmonische  Punkte 
liefert,  folgt  schon  daraus,  dafs  die  Punkte  des  einen  Paares  durch 
die  des  andern  getrennt  werden  müssen. 

g)  Um  zu  einer  weiteren  Definition  von  vier  harmonischen 
Punkten  zu  gelangen,  beachten  wir,  dafs  die  vier  Punkte  ABCD 
sowohl  zu  icßC^  als  zu  ßaCg  perspektivisch  liegen,  wo  q  den 
Schnittpunkt  von  aß  und  xk  bezeichnet.  Wir  können  also  die 
Frage  stellen:  Welche  Lage  müssen  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  einer 
geraden  Linie  annehmen,  damit  sowohl  ABCD  wie  BACD  zu 
demselben  Punktquadrupel  xXfAv  einer  zweiten  geraden  Linie  per- 
spektivisch liegen? 

Zu  dem  Ende  gehen  wir  etwa  von  den  drei  Punkten  A,  B,  D 
aus  und  nehmen  an,  diesen  drei  Punkten  liefse  sich  einmal  das 
Tripel  xkv  und  dann  das  Tripel  Xxv  perspektivisch  zuordnen. 
Ginge  die  Gerade  xXv  durch  A  hindurch,  so  müfste  der  Punkt 
A  bei  jedem  Perspektionscentrum  sich  selbst  zugeordnet  sein.  Da 
aber  dem  Punkte  A  einmal  der  Punkt  x  und  dann  der  Punkt  A 
zugeordnet  ist,  so  darf  die  Gerade  xXr  nicht  durch  A,  und  aus 
demselben  Grunde  nicht  durch  B  gehen.  Wenn  jetzt  die  Gerade 
x/r  auch  nicht  durch  D  hindurchgeht,  so  müssen  sich  Ax  und 
B/  in  einem  Punkte  a,  AA  und  Bx  in  einem  Punkte  i  schneiden. 
Dann  gehen  die  Geraden  oD  und  tD  auch  durch  v  hindurch, 
oder  die  Punkte  D  und  r  ergeben  sich  als  Schnittpunkte  mit  ör. 
Die  Geraden  oC  und  tC  müssen  beide  durch  u  gehen,  was  nur 
möglich  ist,  wenn  die  beiden  Punkte  /t  und  C  im  Schnittpunkt 
der  Geraden  AB  und  xk  zusammenfallen.    Wir  können  also  sagen : 

Sollen  denselben  drei  Punkten  x,  /,  /.t  einer  Geraden  sowohl 
die  drei  Punkte  A,  B,  C  als  auch  die  Punkte  B,  A,  C  einer 
zweiten  Geraden  perspektivisch  zugeordnet  sein,  so  müssen  sich 
die  beiden  Geraden  entweder  in  C  oder  in  dem  ihm  zugeord- 
neten vierten  harmonischen  Punkte  schneiden. 
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h)  Die  Gesamtheit  der  geraden  Linien,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen  und  in  derselben  Ebene  liegen,  bezeichnen  wir  als 
einen  Strahlenbüschel.  Ebenso  sagen  wir:  Verschiedene  Ebenen 
gehören  einem  Büschel  an,  wenn  sie  durch  dieselbe  gerade  Linie 
hindurchgehen.     Hiernach  gelten  die  beiden  Sätze: 

Vier  Strahlen,  welche  durch  einen  Punkt  gehen  und  eine 
gerade  Linie  in  vier  harmonischen  Punkten  treffen,  bestimmen 
auf  jeder  Geraden,  welche  von  ihnen  geschnitten  wird,  vier  har- 
monische Punkte; 

oder  mit  andern  Worten: 

Wenn  vier  Strahlen  eines  Büschefs  irgend  eine  Gerade  in 
vier  harmonischen  Punkten  schneiden,  so  liegen  jedesmal  die  vier 
Punkte  harmonisch,  in  denen  die  Strahlen  von  irgend  einer  andern 
Geraden  geschnitten  werden. 

Ferner  besteht  der  Satz: 

Wenn  vier  Ebenen  eines  Büschels  irgend  eine  Gerade  in  vier 
harmonischen  Punkten  schneiden,  so  liegen  die  vier  Punkte,  in 
denen  eine  beliebige  andere  Gerade  von  den  vier  Ebenen  ge- 
schnitten wird,  ebenfalls  harmonisch. 

Es  genügt,  den  ersten  der  beiden  Sätze  zu  beweisen.  Dabei 
nehmen  wir  zunächst  an,  die  beiden  Geraden  ABCD  und  ußCg 
hätten  den  Punkt  C  gemeinschaftlich.  Der  Scheitel  des  Büschels 
sei  X  (Fig.  29)  und  /  sei  in  der  bekannten  Weise  bestimmt. 
Die  drei  Diagonalen  des  in  b)  angegebenen  vollständigen  Vier- 
seits  sind  AB,  nß  und  xX;  jede  wird  durch  den  Schnitt  mit  den 
andern  harmonisch  geteilt,  also  auch  ceß  durch  AB  und  xX. 

Jetzt  mögen  die  vier  von  einem  Punkte  O  ausgehenden 
Strahlen  die  eine  Gerade  in  A,  B,  C,  D,  die  andere  in  A',  B', 
C',  D'  treffen  und  die  vier  ersten  mögen  harmonisch  liegen. 
Wenn  etwa  die  Gerade  AB'  von  den  beiden  Strahlen  OC  und 
OD  geschnitten  wird  in  C"  und  D',  so  sind  nach  dem  bereits 
Bewiesenen  A,  B',  C',  D  und  deshalb  auch  A',  B ,  C',  D'  je  vier 
harmonische  Punkte.  Ganz  ähnlich  läfst  sich  der  Beweis  stets 
liefern,  indem  man  nötigenfalls  noch  weitere  Schnittlinien  einschiebt. 

Demnach  dürfen  wir  \ner  Strahlen  oder  Ebenen  eines  Büschels 
als  harmonisch  bezeichnen,  wenn  sie  eine,  und  damit  jede  hin- 
durchgelegte Gerade  in  vier  harmonischen  Punkten  treffen. 
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S3. 
Das  DoppelTsrhältnla  von  vier  Punkten  einer  Geraden. 

a)  Wenn  drei  Punkte  einer  Geraden  beliebig  gewählt  sind, 
50  kann  man  jeder  ganzen  positiven  Zahl  einen  und  zwar  nur 
einen  Punkt  der  Geraden  zuordnen.  Die  gegebenen  Punkte  be- 
zeichnen wir  als  P,,,  P|,  P^^  und  nehmen  an,  Pi  Hege  zwischen 
Po  und  Pco-  Dann  suchen  wir  zu  PcoP|Po  den  vierten  harmo- 
nischen Punkt  und  bezeichnen  ihn  als  P» ;  ebenso  bestimmen  wir 
Ps  durch  die  Forderung,  dafe  PodPjPiPj  vier  harmonische  Punkte 
sind.  Auf  diese  Weise  kann  man  aber  beliebig  fortfahren  und 
jeder  ganzen  positiven  Zahl  i'  einen  Punkt  Pv  durch  die  Forderung 
zuordnen,  dafs  allgemein 

PooP.^,P.-.Pv, 
wo  1'  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  harmonisch  liegen  sollen. 

Da  Pi  zwischen  Pg  und  P^ii  angenommen  ist,  so  liegt  Pt 
zwischen  Pi  und  P(x),  Pj  zwischen  P,  und  Pco,  überhaupt  Pv 
zwischen  Pv-i  und  Pod,  oder  die  Punkte  folgen  in  derselben 
Weise,  wie  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe. 

b)  Diese  Zuordnung")  von  Zahlen  und  Punkten  kann  durcli 
eine  einfache  und  übersichthche  Konstruktion  bewerkstelligt  werden. 
Man  lege  durch  P^  eine  beliebige  Gerade  (Fig.  33)  und  nehme 

A 


auf  ihr  zwei  Punkte  A  und  B  an.     Nach  dem  Schnittpunkte  von 
PoB  und  Pi  A  ziehe  man  durch  P^-j  eine  Gerade  g, ;  deren  Schnitt- 
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punkt  mit  P|B  verbinde  man  mit  A,  wodurch  man  zu  P»  gelangt; 
der  Schnittpunkt  von  P^B  mit  gi  fuhrt  durch  seine  Verbindung 
mit  A  zu  P3  u.  s.  w.  Um  von  Pr  zu  Pi-+i  zu  gelangen,  ziehe 
man  PrB  und  lege  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  gi  und  A  eine 
neue  Gerade;  ihr  Schninpunkt  mit  der  gegebenen  Geraden  ist 
der  Punkt  Pf+i. 

c)  Da  die  ganze  Zahl  i-  eine  bestimmte  Operation  angiebt, 
durch  welche  der  Punkt  Py  aus  den  Punkten  Poc>  Pu,  Pi  erhalten 
wird  und  da  diese  Operation  von  den  gegebenen  drei  Punkten 
aus  für  ein  gegebenes  i*  einen  einzigen  Punkt  liefert,  so  soll  sie 
das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  PccPoPiPy  (in  dieser 
Folge)  genannt  und  mit  (PcoPoPiPO  bezeichnet  werden.  In 
diesem  Sinne  ist  die  SN-mbolische  Gleichung: 

'  ••  =  (PooP.P.PO 
zu  verstehen,  welche  stets  ein  System  von  r  —  1  analogen  sym- 
bolischen Gleichungen  von  der  Form 

(PcoPoP.PO  =  2,  (PooPoP.P,)  =3 (PccPoP.P.)  =  .' 

vertritt,  in  denen  P<  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  PqoPiPo» 
Pj  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  Po^PjPi  u.  s.  w.  bedeutet. 
Das  Symbol  ist  dadurch  gerechtfertigt,  dafs  man,  um  von  den 
Punkten  Pqq,  Po,  Pi  zum  Punkte  Pv  zu  gelangen,  (r —  l)-nial 
nach  der  gegebenen  Vorschrift  den  vierten  harmonischen  Punkt 
suchen  mufs. 

d)  Wenn  vier  von  einem  Punkte  ausgehende  Strahlen  von 
zwei  Geraden  durchschnitten  werden  und  ihre  Schnittpunkte  auf 
der  einen  Geraden  das  Doppelverhältnis  r  haben,  so  haben  die 
entsprechenden  Schnittpunkte  auf  der  andern  Geraden  dasselbe 
Doppelverhältnis;  demnach  bezeichnen  wir  diese  Zahl  als  das 
Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen. 

Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  daraus,  dafs  das  Doppelverhältnis 
durch  Konstruktion  harmonischer  Punkte  bestimmt  wird,  letztere 
aber  bei  perspektivischer  Zuordnung  wieder  in  harmonische  Punkte 
übergehen.  In  der  Thal  seien  auf  der  einen  Geraden  die  Punkte 
Pco,  Po,  Pi,  Pv  so  gegeben,  dafs  (PcoPoPiPv)  =  r  ist.  Von  S 
mögen  die  vier  Strahlen  S:o,  So,  Si,  Sv  nach  diesen  vier  Punkten 
gehen  und  eine  zweite  Gerade  in  Q.:o,  Qo,  Qi ,  Qy  treffen. 
Man  füge  die  Punkte  Pjj,  Pj  ...  Pv_i  hinzu,  so  dafs 

PojPiPoP«,  PcoP«PiP.t  •  •  •  PcoP»'-iP''--'P»' 
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jedesmal  vier  harmonische  Punkte  sind.  Zieht  man  von  S  die 
Strahlen  Ss ,  S3  ,  .  .  Sr_i  nach  P« ,  P3  .  .  .  Pv-i  und  bezeichnet 
deren  Schnittpunkte  mit  der  zweiten  Geraden  als  Q.2 ,  Q.$  .  .  . 
Q^_i,  so  sind  auch 

QD0Q1Q0Q2,  QDoQtQiQs QaoQv-iQv-2Q>' 

vier  harmonische  Punkte.     Diese  Eigenschaft  sagt  aber  aus,  dafs 

(QcoQcQiQv)  =  v  ist. 

e)  Das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  Poo>  ^/^y  P^w+b 
P/i^v  ist  gleich  v. 

Wir  können  dies  unmittelbar  aus  der  obigen  Figur  ablesen. 
Gehen  wir  von  den  drei  Punkten  Pqd,  P/m,  P^+i  aus  und  suchen 
jedesmal  den  vierten  harmonischen  Punkt  nach  dem  Schema 

so  sagt  diese  Konstruktion,  dafs  (PcoPfjiPfji^\Pfji^v^=»v  ist. 

Man  kann  auch  folgendermafsen  schliefsen.  Das  Doppel- 
verhältnis (P(x>^fiPfji^iPfij^v)  ist  gleich  dem  Doppelverhältnis  der 
von  A  aus  nach  diesen  Punkten  gezogenen  Strahlen  aoo^/ua^M^-iaii-^v, 
also  auch  gleich  dem  Doppelverhältnis  ihrer  Schnittpunkte  mit  gi . 
Diese  vier  Schnittpunkte  werden  aber  von  B  aus  durch  vier 
Strahlen  projiziert,  welche  die  gegebene  Gerade  in  den  Punkten 
Pcx>P^4_iP^P^4.v_i  treffen.     Somit  ist 

(PooPi"P^4  iP^+v)  =  (PooPiti-iP^P^-fv-i)  = 

(PooPa*—2Pa<--i>  P/Mfv-2)  =  .  .  .  =  (PooPoPiPO- 

f)  In  der  oben  angegebenen  Konstruktion  möge  jeder  von 

A  aus  nach  einem  Punkte  Pv  gezogene  Strahl  mit  av  und  ebenso 
der  von  B  ausgehende  Strahl,  welcher  den  Punkt  Pv  enthält,  mit 
hv  bezeichnet  werden.  Dann  beruht  das  Wesen  der  Konstruktion 
darin,  dafs  sich  die  Geraden  b^  und  a^-i  jedesmal  in  der  festen 
durch  Pqo  gehenden  Geraden  gi  schneiden.  Allgemein  schneiden 
sich  die  Geraden  b^  und  a^  •  v  in  einer  von  Pqo  ausgehenden 
Geraden  gv,  und  indem  wir  die  gegebene  Gerade  als  go ,  die 
Gerade  AB  als  gcjo  bezeichnen,  erhalten  wir  das  Doppelverhältnis 

(googogigv)  =  i'. 
Beim  Beweise  haben  wir  mehrmals  den  unter  d)  angegebenen 
Satz  zu  benutzen,  welcher  besagt,  dafs  das  Doppelverhältnis  von 
vier  Punkten  auch  den  vier  Strahlen  zukommt,  welche  von  einem 
beliebigen  fünften  Punkte  nach  den  vier  Punkten  gezogen  werden, 
und   dafs  das  Doppelverhältnis   von  vier  Strahlen   auch  das  der 
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vier  Punkte  ist,  in  denen  sie  von  einer  beliebigen  Geraden  ge- 
schnitten werden.  Im  vorliegenden  Falle  ziehe  man  vom  Punkte 
A  aus  die  vier  Strahlen  a^c,  a^,  ^f^~\>  ^f^rv  ^^ch  den  vier  Punkten 
Pqo,  P/m>  P/"-^i>  P/^\v;  diese  vier  Strahlen  durchschneide  man  durch 
die  Gerade  b^  und  ziehe  nach  den  vier  Schnittpunkten  die  Strahlen 
vom  Punkte  Pqo  aus.  Nun  wird  die  Gerade  b^  von  aoo  in  B, 
von  a^  in  P^  geschnitten,  während  der  Schnittpunkt  von  b^  mit 
a^-i-i  in  gl  liegt.  Zieht  man  also  von  Pqo  die  Gerade  gv  nach 
dem  Schnittpunkt  von  b^  mit  a^^r,  so  ist  das  Doppelverhältnis 
der  vier  Geraden  goc.,  go>  gt,  gv  gleich  r.  Da  aber  durch  Po 
nach  fester  Wahl  von  goc,  go,  gi  nur  eine  einzige  Gerade  gv 
geht,  für  welche  das  Doppelverhältnis  (gcogogigO  =  ^'  ^^^>  ^o 
gelangt  man  immer  zu  derselben  Geraden  gv,  von  welchem 
Punkte  P^  man  auch  ausgeht. 

g)  Das  Doppelverhältnis   der  vier  Punkte  Pqc-,  Po,  Pa,  Par 
ist  gleich  r. 

Um  zu  den  drei  Punkten  Pqo,  P«,  Po  den  vierten  harmo- 
nischen Punkt  zu  konstruieren,  benutzt  man  wieder  die  Punkte 
A  und  B,  indem  man  die  Geraden  BPo  und  AP«  zieht,  ihren 
Schnittpunkt  durch  eine  Gerade  g'  mit  Pqj  verbindet,  darauf  die 
neue  Gerade  BP«  zieht,  ihren  Schnittpunkt  mit  g'  bestimmt  und 
ihn  von  A  aus  auf  die  gegebene  Gerade  projiziert.  Der  auf  diese 
Weise  gefundene  Punkt  ist  mit  Pg«  identisch,  weil  die  Gerade  g 
dieselbe  Linie  ist,  welche  in  f)  mit  ga  bezeichnet  wurde.  Um 
die  Punkte  Pja,  P4a  .  .  .  Pva  unmittelbar  zu  erhalten,  hat  man  in 
der  unter  b)  angegebenen  Konstruktion  nur  gi  durch  g«  zu 
ersetzen. 

h)   Fafet  man   die   Sätze  e)    und   g)   zusammen,   so   folgt: 


r—  « 

juer  wenn  a,  p,  y  uiiu 
sitivc  Zahlen  sind,  so  ist: 


(Pa;PaPai/4PatiWv)  =  i',  oder  wenn  or,  /?,  y  und ganze  po- 

p       a 


\is  ist  vielleicht  angebracht,  diesen  Satz  auf  den  vorange- 
henden direkt  zurückzuführen.  Man  projiziere  die  vier  Punkte 
I^l.,  Pa,  P,y,  Py  von  B  aus  auf  gi  und  die  vier  hierdurch  auf 
^i  bestimmten  Punkte  von  A  aus  auf  g©.  Diese  Konstruktion 
lührt  jeden  Punkt  P^i  in  P(>_,  über,   und   da  hierbei  die  Doppel- 
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Verhältnisse  ungeändert  bleiben,  so  ist  (PooPaP/?Py)  =  (PocPa-i 
P/^-iPy__i),  also  auch,  wie  man  durch  Wiederholung  des  Ver- 
fahrens zeigt,  gleich  (PooPoP/?-aPy-a).  Für  y  —  a  =  r(/?  —  a) 
hat  man  also  nur  den  unter  g)  bewiesenen  Satz  zu  benutzen. 

i)  Um  auch  den  negativen  Zahlen  Punkte  auf  der  Geraden 
zuordnen  zu  können,  beachte  man  den  Weg,  welcher  von  Pv 
zu  Pv_i  führt.  Verbindet  man  die  Punkte  A  und  Py  durch  av, 
zieht  von  B  nach  dem  Schnittpunkt  von  av  und  gi  die  Gerade, 
so  wurd  diese  Gerade  die  go  in  Pv-_,  treffen.  Demnach  wird 
man  die  Punkte  A  und  Po  durch  die  Gerade  ao  verbinden,  nach 
dem  Schnittpunkte  von  a^  und  gi  von  B  aus  eine  Gerade  ziehen 
und  ihren  Schnittpunkt  mit  go  als  P_i  bezeichnen.  Ebenso  ziehe 
man  von  A  die  Gerade  a_i  nach  P_,,  bestimme  ihren  Schnitt- 
punkt mit  gl  und  ziehe  nach  ihm  von  B  aus  die  Gerade  b_2, 
deren  Schnittpunkt  mit  go  den  Punkt  P_2  liefert.  Ist  man  unter 
Fortsetzung  dieser  Operation  nach  P_v  gelangt,  so  ziehe  man 
nach  ihm  von  A  die  Gerade  a_v  und  projiziere  den  Schnittpunkt 
von  gl  mit  a-v  von  B  aus  durch  die  Gerade  b_v_i  auf  go,  wo- 
durch man  zu  dem  Punkte  P_v— i   gelangt. 

Die  symbolische  Gleichung 

-r  =  (PooPoPiP.-v) 
vertritt  also  die  r  Forderungen,  dafs  jedesmal  die  vier  Punkte 

PcjqPoP— iPi  >  PqoP— iF— 2P0  >  PoqF— 2P— aP— 1 PooP-v+iP— vP— v  1 2 

harmonisch  liegen  sollen. 

Diese  Operation  spiegelt  geometrisch  vollständig  den  Weg 
wieder,  welcher  algebraisch  zu  den  negativen  Zahlen  führt.  Dem- 
nach müssen  die  vorhin  für  positive  Zahlen  abgeleiteten  Gesetze 
auch  für  negative  Zahlen  bestehen  bleiben.  Wir  dürfen  also  auch 
annehmen,   dafs   von   den  vier   in   h)   benutzten   ganzen   Zahlen 

^y  ß^  y^  y         einige  negativ  sind.     Speziell  folgt,   dafs  die  vier 

Punkte  Pqo,  Po>  Pff>  P— «  harmonisch  liegen. 

k)  Wir  haben  die  drei  Punkte  Pqoj  Poj  Pi  in  demjenigen 
Raumteile  angenommen,  auf  dessen  Untersuchung  wir  uns  vor- 
läufig durchaus  beschränken.  Dann  liegt  auch  jeder  Punkt,  welcher 
irgend  einer  ganzen  positiven  Zahl  entspricht,  in  demselben  Raum- 
teile.   Wenn  wir  dagegen  der  Reihe  nach  die  Punkte  P_i,  P_-2 .  •  • 
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suchen ,  so  werden  wir  über  einen  gewissen  Wert :  — «  nicht 
hinausgehen  können.  Nun  liegt  aber  ein  gewisser  Teil  der  Ge- 
raden über  Pqo  hinaus.  Zu  den  Punkten  dieses  Teiles  gelangt 
man  auf  folgende  Weise:  Man  nimmt  ß  recht  grofs  positiv  an 
und  bestimmt  zu  ?/?  den  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkt;  ist  ß  hinreichend  grofs,  so  wird  letzterer  noch  dem  Bereich 
angehören.  Die  Sclilufsbemerkung  in  i)  verlangt,  dafs  dieser 
Punkt  als  P-y?  bezeichnet  wird. 

l)  Um  nach  demselben  Gesetze,  das  wir  bisher  für  ganze 
Zahlen  befolgt  haben,  auch  den  rationalen  Zahlen,  deren  Nenner 
gleich  zwei  ist,  Doppelverhältnisse  zuordnen  zu  können,  berück- 
sichtigen wir,  dafs  nach  g)  die  vier  Punkte  Pqo»  P«,  Po,  Pj« 
harmonisch  liegen,  wofern  a  eine  ganze  Zahl  ist.  Demnach 
müssen  auch  fiir  jede  ganze  Zahl  ß  die  vier  Punkte  Pqo,  PJ/?, 
Po,  P/?  harmonische  Punkte  sein.  Man  erhält  demnach  den 
Punkt  P},  indem  man  zu  Po,  Pi,  Pqo  ^^^  vierten  harmonischen 
Punkt  konstruiert.  Jetzt  mufs  der  Punkt  Pj^  aus  Pqoj  Po,  P} 
in  derselben  Weise  gefunden  werden,  wie  der  Punkt  Pv  aus 
Pqo,  Po,  Pi-  Speziell  mufs  Pj  der  vierte  harmonische  Punkt  zu 
PqoPjPo  sein;  da  nach  der  Definition  PooPjPoPi  vier  harmonische 
Punkte  sind,  so  fällt  Pj  mit  Pi  zusammen.  Nun  zeigt  sich,  wüe 
in  g),  dafs  allgemein  P2a  mit  P«  zusammenfällt. 

2 

m)  Zu  den  weiteren  Brüchen,  deren  Nenner  eine  Potenz 
von  zwei  ist,  gelangt  man  in  entsprechender  Weise  durch  die 
Festsetzung,  dafs 

PoPjPcoPl,  PoPjPcoPj PoP,-«P^,-a-i 

harmonisch  liegen  sollen.  Ist  nun  ,a==2",  so  findet  man  die 
Punkte  Pv  bei  ganzzahligem   r  ganz  entsprechend   der  Art  und 

Weise,  wie  wir  den  ganzen  Zahlen  Punkte  zugeordnet  haben; 
es  sollen  nämlich  jedesmal  die  vier  Punkte 

PooPl  P0P2,    PocPs  Pl  P3 PjoP.^-lPr-^Pv 

(l  fA  /M/M.U  ß  fX        (A 

harmonische  Punkte  sein.  Wenn  a  irgend  eine  solche  Zahl 
a  =  -  für  /t  =  2"  ist ,  so  soll  a  als  das  Doppelverhältnis  der 
Punkte  PooPoPiPa  bezeichnet  werden. 
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Gerade  wie  in  g)  für  ganze  Zahlen  ist  auch  hier  für  ju  =  2" 
(Pqo  Po  PpP^a)  =  o  und  da  der  Punkt  ?j_   mit  Pj   zusammen- 

fällt,  müssen  stets  zwei  Punkte  identisch  sein,  für  welche  die 
Marken  —  und  — '- —  gleich  sind. 

n)  Im  vorangehenden  Teile  sind  wir  zu  allen  rationalen 
Zahlen  gelangt,  deren  Nenner  eine  Potenz  von  zwei  ist.  Ist  o 
irgend  eine  andere  Zahl,  so  kann  man  immer  zu  jeder  Zahl  /t 
eine  ganze  Zahl  G^  so  zuordnen,  dafs  ist: 

Wenn  umgekehrt  zu  jedem  ju  ein  G^  zugeordnet  ist,  und 
zugleich  immer  die  Beziehung  besteht: 

G,^  =  2G^ -|-^iiw,  wo  h^  gleich  0  oder  1  ist,  so  ist  a  durch 
die  Reihe: 

<^=G„  +  ^  +  ^^-  +  l^»  +  ... 

eindeutig  bestimmt.     Jetzt   soll  der  zu  a  zugeordnete  Punkt  für 

G  G  ^^ 

jedes  jift  zwischen   den  zu  —  und  — —    zugeordneten   Punkten 

liegen.  Dadurch  wird  die  Strecke,  auf  welcher  Pö  liegen  soll, 
immer  mehr  eingeschränkt,  und  die  unbegrenzte  Fortsetzung  des 
Prozesses  für  jeden  ganzzahligen  Wert  von  (i  fuhrt  uns  zu  einem 
einzigen  Punkte. 

Im  andern  Falle  würde  nämlich  die  Lage  des  Punktes  nur 
auf  eine  gewisse  Strecke  eingeschränkt,  und  das  käme,  wie  man 
mit  Hülfe  des  Satzes  h)  zeigt,  darauf  hinaus,  dafs  es  eine  Strecke 
PoM  gäbe,  die  einen  Teil  von  PoPi   bildet  und  in  der  kein  Punkt 

Pt  für  -  =si  2     bei  beliebig  grofsem  Werte  von  ,ct  liegt,  während 

man  durch  die  angegebene  Operation  zwischen  die  Punkte  M 
und  N  gelangt,  wofern  N  nur  auf  der  Strecke  MPi  .angenommen 
wird.  Man  bestimme  N  durch  die  Forderung,  dafs  die  Punkte 
Po,  N,  M,  Pqo  harmonisch  liegen.     Da  N  zwischen  M  und  Pqo 

liegt,  so  giebt  es  sicherlich  einen  Punkt  Pr  für  r  =  2~^,  welcher 
zwischen   M  und   N   liegt.     Bestimmen   wir  jetzt    den    vierten 

Killinff,  Orandlagen  der  Geometrie.    I.  8 
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harmonischen  Punkt  zu  Po,  Pr,  Poo>  so  mufs   er  zwischen  Po 

und  M  liegen.  Diesem  Punkte  haben  wir  aber  die  Marke  2-^*"* 
beizulegen,  so  dafs  die  obige  Annahme  als  unmöglich  erwiesen  ist. 

Als  Beispiel  betrachte  ich  die  Reihe: 

h  iV>  li>  ^^>  iWr 

Nehme  ich  einen  dieser  Brüche  gleich  /t  und  suche  ich  den 
Punkt  ¥afi  durch  die  Festsetzung,  dafs  PooP/uPoPsiU,  PooPsA^P/iPsA« 
harmonische  Punkte  sind,  so  erhalte  ich  für  Ps^  der  Reihe  nach 
Punkte  mit  den  Marken 

h  ]h  ih  m.mi 

Dieser  Punkt  kann  an  Pi  unbegrenzt  nahe  gebracht  werden; 
folglich  habe  ich  auch  den  durch  die  erste  Reihe  definierten 
Punkt  mit  der  Marke  -J-  zu  versehen. 

Noch  deutlicher  übersieht  man  dies,  wenn  man  den  gesuchten 
Punkt  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten  einschliefst, 
deren  Marken  sind: 

h  h  A>  "Hj   Üy  lVff>  -^ 

o)  Will  man  sich  nicht  auf  die  blofse  Aufsuchung  von  vierten 

harmonischen  Punkten  beschränken,  so  kann  man  den  Punkt  Pi 

A« 
auch  durch  die  Forderung 

(PooPoPiPi)-(PocPoPiPiu) 
A* 

definieren.    Auch  jetzt  kann  man  den  Punkt  Pj.    durch    blofses 

Ziehen  von  geraden  Linien  finden.     Wir  ordnen  die  Punkte  der 

Geraden  go   denen   einer  zweiten  und  diese  denen  einer  dritten 

und  die  der  letzten  wiederum  den  Punkten  von  -go  perspektivisch 

zu  und  richten   die  Zuordnung  so  ein,   dafs   Pco  und  Po   sich 

selbst  entsprechen,  dafs  aber  dem  P/i  der  Punkt  Pi   entspricht; 

dann  mufs  dem  Punkte  Pi  der  Punkt  Pi  entsprechen.    Wie  die 

A^ 
/x'ichnung  zu  machen   ist,   findet  man  in  jedem  Lehrbuch  der 

ncMcrcn   synthetischen   Geometrie.     Dafs  alle   fi-üheren   Gesetze 

Ui>tclien  bleiben,  braucht  nicht  näher  bewiesen  zu  werden. 

]))  liin  Doppelverhältnis  geht  in  seinen  reziproken  Wert  über, 
wArnn  man  entweder  den  ersten  und  zweiten  oder  den  dritten 
MJiU  vierten  Punkt  mit  einander  vertauscht. 


y^ 
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Wofern  dieser  Satz  richtig  ist,  mufs  das  Doppelverhältnis 
ungeändert  bleiben,  wenn  man  sowohl  den  ersten  und  zweiten 
als  auch  den  dritten  und  vierten  Punkt  mit  einander  vertauscht. 
Dies  läfst  sich  sehr  leicht  zeigen.  Sind  A,  B,  C,  D  vier  Punkte 
einer  Geraden,  so  wähle  man  einen  Punkt  M  beliebig,  ziehe  die 
Geraden  MA,  MB,  MC  und  lege  durch  D  eine  neue  Gerade, 
welche  die  drei  von  M  ausgehenden  Strahlen  in  E,  F,  G  treffe, 
während  der  Schnittpunkt  von  AF  und  MC  mit  N  bezeichnet 
werden  möge;  dann  ist: 

(ABCD)  =  (EFGD)  =  (MNGC)  =  (BADC), 
da  das  erste  Quadrupel  von  M  aus  auf  das  zweite,  dies  von  A 
aus  auf  das  dritte  und  dies  endlich  von  F  aus  auf  das  vierte  pro- 
jiziert wird. 

Sind  a  und  ß  irgend  zwei  Zahlwerte,  so  ist  das  Doppel- 
Verhältnis  (Pcx)PoPaP/^)  ==->  weil  der  Satz  in  g)  für  beliebige 
Zahlen  bestehen  bleibt.  Aus  demselben  Grunde  ist  (PooPoP/^P«)  = 
-,  wodurch  der  Satz  für  die  Vertauschung  des  dritten  und  vierten 
Punktes  erwiesen  ist.     Nun  ist 

?  =  (PooPoP/?Pa)  -  (PoPcoPaP/?). 
weil  die  Punkte  eines  jeden  Paares  vertauscht  sind,  also 

(PoPcoPaP/?)  =  (P^^p^7p7)- 

q)  Wenn  vier  Punkte  bei  beliebiger  Wahl  der  Punkte  Pqü 
und  Pi  die  Marken  0,  ß^  y,  c^  erhalten  haben,  so  ist  ihr  Doppel- 
verhältnis 

(PoP^PyPcf)  =  \  :  ^J. 

Indem  wir  von  den  Punkten  Pcc,  Pi>  Po  ausgegangen  sind, 
haben  wir  jedem  Punkte  P'  der  Geraden  eine  Zahl  zugeordnet, 
nämlich  den  Wert  des  Doppelverhältnisses  (PcoPoPiP).  'Ver- 
tausche ich  aber  Po  und  Pco  und  behalte  Pi  bei,  so  geht  jedes 
Doppelverhältnis  in  seinen  reziproken  Wert  über ;  es  ist  also  jetzt 

dem  Punkte  Vß  die  Zahl  ^,  dem  Punkte  Py  die  Zahl  -  und  dem 

8* 
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Punkte  P(j  die  Zahl  3  zuzuordnen.    Nun  hat  nach  h)  das  Doppel- 

o 

Verhältnis  (Q.ooQ'Q.iQ/')  den  Wert  J^,    wofern  (QooQo 

Q,Q«)  =  «,   (QooQoQiQi)=i,  (Q3DQ,Q,ClA«)  =  i«  »st. 

Ersetze  ich  hier  Qoo.  Q«.   Q.>.  Q».  Q.>i»  Q.^  <Jer  Reihe  nach 
durch  P«,  Poe,  P«.  P/»,  Py,  P«'.  so  wird  x=ä>  ^^y' '*°"55 

folglich  ist 

1_1 

(P,p^PyP<»;  =  ^— j  =  j .  ^— ^  -  5   ,,  _  rf  • 

r)  Wenn  vier  Punkte  die  Marken  «,  ß,  y,  *  erhalten,  so  ist 
ihr  Doppelverh^ltnis 

(P„P,P,P.)  =  ^J:-^J. 

Ersetzt  man  Po  durch  P«,  so  hat  man  ß^  y^  6  i\x  ersetzen 
resp.  durch  ß  —  «,  y  —  er,  d  —  er.  Nimmt  man  diese  Werte  statt 
der  in  q)  gewählten,  so  erhält  man  die  angegebene  Formel. 

Hiemach  ist  der  Name  Doppelverhältnis  auch  vom  projek- 
tiven Standpunkte  aus  gerechtfertigt. 

Zusatz.**)  Ordnen  wir  auf  der  Geraden  je  zwei  Punkte 
einander  zu,  welche  zu  P^^j  und  P«  harmonisch  liegen,  oder  mit 
andern  Wonen,  ordnen  wir  für  jeden  Wen  von  q  die  Punkte 
Pa^p  und  Pa— (>  einander  zu,  so  wird  hierdurch  eine  Involution 
bestimmt.  Kennt  man  den  Punkt  P  »-  und  ein  Paar  Pa  und  Pr 
einander  entsprechender  Punkte  (für  n  -{-  r  =  2«) ,  so  ist  es 
möglich,  zu  jedem  Punkte  den  zugeordneten  zu  finden,  und  zwar 
wird  dem  Punkte  Po  der  Punkt  P^_r  entsprechen.  Diese  Be- 
merkung kommt  auf  die  Erklärung  der  Staudtschen  Addition  von 
Würfen  hinaus.  Staudt  bezeichnet  die  Zusammenstellung  von 
\-ier  Elementen  ABCD  als  Wurf.  Jedem  Wurf  ABCD  ordnen 
wir  das  Doppelverhältnis  (CABD)  zu.  Sind  zwei  Würfe  ABQJj 
und  ABCD*  gegeben,  so  bezeichnet  Staudt  den  Wurf  ABCS  als 
deren  Summe,  wenn  die  Punktpaare  CC,  D,Di  und  AS  einer 
Involution  angehören.  Ersetzen  wir  C  durch  Pjc>  A  durch  Po, 
B  durch  P, ,  Di  durch  Vfg  und  D,  durch  P/i,  so  haben  wir  nach 
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dem  Obigen  S  durch  P^^-v  zu  ersetzen.  Somit  ist  ein  Wurf  ABCS 
die  Summe  zweier  Würfe  ABCDi  |und  ABCD2,  wenn  das  Doppel- 
verhältnis (CABS)  gleich  der  Summe  der  Doppelverhältnisse 
(CABD,)  und  (CABD«)  ist. 

Ordnen  wir  je  zwei  Punkte  P«  und  Pß  einander  zu,  für 
welche  das  Produkt  aß  einen  konstanten  Wert  hat,  so  erhalten 
wir  auf  der  Geraden  wieder  eine  Involution.  Demnach  bildea 
die  drei  Punktepaare  PooPo>  P/mPv,  PiP/uf  eine  Involution.  Will 
man  also  den  Punkt  P^v  finden,  so  kann  man  in  der  Involution, 
welche  durch  die  beiden  ersten  Punktepaare  bestimmt  ist,  zu  Pi 
den  zugeordneten  Punkt  suchen.  Entsprechend  bezeichnet  Staudt 
den  Wurf  ABCP  als  Produkt  der  Würfe  ABCD,  und  ABCD«, 
wenn  die  drei  Paare  CA,  D1D2,  BP  einer  Involution  angehören. 
Demnach  ist  ein  Wurf  ABCP  das  Produkt  der  Würfe  ABCD, 
und  ABCDj,  wenn  das  Doppelverhältnis  (CABP)  gleich  dem 
Produkt  der  Doppelverhältnisse  (CABD,)  und  (CABD«)  ist. 

Über  den  synthetischen  Aufbau   der   projektiven  Geometrie. 

Indem  Staudt  die  Punkte  einer  Geraden,  sowie  die  Geraden 
und  Ebenen  eines  Büschels  unter  dem  Namen  einstufiger  Gebilde 
zusammenfafst,  stellt  er  als  Bedingung  für  die  projektive  Zuord- 
nung solcher  Gebilde  die  Forderung  auf,  dafs  irgend  vier  har- 
monische Gebilde  des  einen  jedesmal  harmonischen  Elementen 
des  andern  entsprechen.  Dadurch  ist  man  imstande,  die  Ent- 
wicklungen des  vorigen  Paragraphen  zu  entbehren  und  den  >vei- 
teren  Aufbau  direkt  an  den  zweiten  Paragraphen  anzuschliefsen. 
Nur  der  Nachweis,  dafs  man,  ausgehend  von  irgend  drei  Ele- 
menten durch  fortgesetzte  Konstruktion  vierter  harmonischer 
Elemente  jedem  Elemente  beliebig  nahe  kommen  kann,  erfordert 
noch  gewisse  weitere  Untersuchungen.  Diese  werden  überflüssig, 
wenn  man  die  Entwicklungen  des  §  3  voraussetzt,  der  ja  auch 
mit  Ausnahme  der  (überhaupt  entbehrlichen)  Bemerkung  in  o) 
nur  die  Konstruktion  harmonischer  Punkte  von  drei  gegebenen 
Punkten  aus  benutzt  und  somit  seinem  Wesen  nach  nur  für  die 
Reihenfolge  der  Operationen  bestimmte  Regeln  aufstellt. 

Der  vorige  Paragraph  gestattet  uns  aber,  die  projektive  Geo- 
metrie auch  in  der  Steinerschen  Weise  aufzubauen.    Zwar  benutzt 
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Steiner  gewisse  metnsche  Beziehungen;  aber  da  es  äch  stets  um 
Doppelverhaltnisse  handelt,  so  darf  die  im  vorigen  §  ang^ebene 
Zuordnung  von  Punkten  und  Zahlen  zu  Grunde  gelegt  werden. 
Wo  also  bei  Steiner  eine  Lange  AB  benutzt  wird,  hat  man  sie 
durch  die  Differenz  der  den  Punkten  A  und  B  zugeordneten 
Zahlwerte  zu  ersetzen.  Dabei  wird  es  zuweilen  notwendig,  den 
a*^  P'j-  bezeichneten  Punkt  hinzuzunehmen,  der  bei  Steiner  als 
»unendlich  ferner«  Punkt  aufser  Betracht  koomit  Wir  können 
daher  sagen,  zwei  einstufige  Gebüde  seien  projektivisch  auf  ein- 
ander bezogen,  wenn  fiir  irgend  zwei  einander  entsprechende 
Quadnq>el  die  Doppdverhältnisse  gleich  sind. 

Die  Kegelschnitte  als  Kur\'en  zweiter  Ordnung  werden  durch 
die  Schnit^unkte  entsprechender  Strahlen  in  zwei  projektivisch 
zu  einander  bezogenen  Strahlbüscheln  erhalten.  Hierdurch  gelangt 
man  jedoch  nur  zu  den  reellen  K^elschnitten.  Um  auch  die 
imaginären  Km^-en  zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  beziehe  man 
die  Punkte  und  Geraden  einer  Ebene  reziprok  zu  einander,  d.  h. 
so,  dals  jedesmal,  wenn  ein  Punkt  auf  einer  Geraden  liegt,  auch 
der  dem  Punkte  zugeordnete  Strahl  durch  den  der  Geraden  ent- 
sprechenden Punkt  geht.  Um  eine  derartige  Zuordnung  zu  be- 
stimmen, gehe  man  von  einem  Dreieck  aus  und  ordne  jedem 
Eckpunkte  die  gegenüberliegende  Seite  zu;  aulserdem  ordne  man 
einem  bebebigen  Pimkte  der  Ebene  eine  Gerade  zu.  Dann  sind 
wir  imstande,  jedem  Punkte  der  Ebene  einen  Strahl  und  umge- 
kehrt zuzuordnen.  Wir  erhalten  ein  ebenes  Polarsystem  und 
tragen  nach  der  Gesamtheit  derjenigen  Punkte,  welche  auf  den 
zugeordneten  Strahlen  liegen.  Hierdurch  gebngen  wir  wieder  zu 
den  Kegelschnitten  und  zwar  nicht  blofs  zu  den  reellen,  sondeni 
auch  zu  den  imaginären. 

In  ähnlicher  Weise  können  wir  die  Flächen  zweiter  Ordnung 
definieren,  entweder  durch  den  Schnitt  der  Strahlen  eines  Strahl- 
bündels mit  den  Ebenen  eines  reziproken  Ebenenbündels,  oder 
vermittelst  eines  räumlichen  Polarsvstems.  Sobald  man  aber  die 
Kurven  und  Flächen  zweiter  Ordnung  kennt,  kann  man  auch 
rein  projektivisch  zu  der  euklidischen  und  den  nicht-euklidischen 
Raumformen  gebngen.  Wir  müssen  es  uns  jedoch  versagen, 
diese  Andeutungen  weiter  auszuführen ;  denn  wir  erachten  es  für 
notwendig,  für    jede  Raumform   das  Formels\~stem  aufzustellen. 
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von  welchem  aus  sich  die  gesamte  Geometrie  vermittelst  rein 
analytischer  Umformungen  gewinnen  läfst.  Zu  dem  Ende  müssen 
wir  aber  zunächst  die  Formeln  für  die  projektive  Geometrie  her- 
leiten. 

§  5. 
Die  Koordinaten  in  der  Ebene. 

Um  die  Lage  eines  Punktes  in  einer  Ebene  durch  Zahlen 
zu  bestimmen,  gehen  wir  von  einem  Dreieck  Ai  A2AS  und  einem 
Punkte  E  aus,  welcher  auf  keiner  der  drei  Geraden  AgAs,  AsAi, 
A1A2  liegt.  Von  den  Eckpunkten  ziehen  wir  gerade  Linien  zum 
Punkte  E  und  zu  dem  zu  bestimmenden  Punkte  P;  diese  mögen 
die  jedesmal  gegenüberliegenden  Seiten  des  Dreiecks  in  den 
Punkten  Ei,  E2 ,  Es  und  Pi,  P2,  P$  treffen,  wobei  Ei  in  den 
Geraden  A^As  und  AiE  liegen  soll  u.  s.  w.*)     Jetzt  setze  ijji: 

(1)  (A,AiE8P3)-x,  (A,AiE2P2)-y, 
und  nenne  x  und  y  die  Koordinaten*®)  des  Punktes  P. 

Hiemach  sind  auf  den  beiden  vom  Punkte  Ai  ausgehenden 
Dreiecksseiten  je  vier  Punkte  bestimmt,  und  das  Doppelverhältnis 
stellt  eine  Koordinate  dar.  Wir  wollen  untersuchen,  in  welcher 
Beziehung  das  auf  der  dritten  Seite  durch  die  Punkte  Ei  und  Pi 
bestimmte  Doppelverhältnis  zu  den  Wenen  x  und  y  steht. 


A, 


%3V. 


Zu  dem  Ende 
denken  wir  jedem 
Punkte  der  Ge- 
raden AiEi  nach 
der  in  §  3  ge- 
lehrten Methode 
eine  Zahl  zuge- 
ordnet, wobei  die 
Wahl  der  Grund- 
punkte ganz  will- 
kürlich ist.     Sind 

hiemach     den 
Punkten  Q  und  R 

*)  Die  Einführung  dieser  Punkte  geschieht  hauptsächlich,  um  die  im 
folgenden  zu  benutzenden  Doppclverhältnisse  möglichst  einfach  schreiben  zu 
können.  In  anderer  Beziehung  wäre  es  vielleicht  besser,  die  Doppelverhält- 
nisse der  von  A,  resp.  A^  ausgehenden  Strahlen  als  Koordinaten  zu  wählen. 


l» 


Geraden  £e  Zafakn  a  und  ß  zs^eordnet.  so  möge  die 

Uätrcsz  a  —  ß  da  Kmxc  wegen  dordi  (^  l^nriilinff  werden. 
Die  Gerade  A|Ei  möge  toq  A^P  in  m  cnd  von  AfP  in  i  ge- 
v^rrptten  werden.    Dann  ist: 

I  =-  (A,A,E,P,)  =  (E.  A:E,)  =  ^  :  ^ . 
T  =  (A,A:E.P,)  -  (E,A.Ei)  _  1^  :  ^  . 


Doppehrcriiähnis  ist  aber,  wie  nun  durch  Projektion 
von  Af  aas  erkennt,  gleich  (A^PsPs),  und  dies,  wie  die  Pro- 
;ekdon  von  Af  aus  zeigt,  gleich  (AjAtPiEt). 

ch  fokt  unter  Berücksichtigung  von  \  3,  p): 


X 


(i)^-^A,A,E.P,)- 

Jetzt  können  wir  für  jede  gerade  Linie,  welche  durch  einen 
der  drei  Eckpunkte  des  Koordinaten-Dreiecks  geht,  die  Gleichung 
aufstellen.  Wahlen  wir  P  beliebig  in  der  Geraden  .^jPj,  so  ändert 
sich   das    Doppelverhäknis    (.\tAiEsPj)   nicht;    somit   steDt    die 

Gleichung: 

X  =  const. 

eine  durch  A^  gehende  Gerade  dar.  Ebenso  u-ird  für  jede  Gerade, 
weiche  durch  Af  geht,  y  ungeändert  bleiben,  oder  y  =  consL  sein. 
Endlich  wird,  wenn  P  in  der  Geraden  .AiPi  beliebig  verschoben 
Aird,  das  Doppelveiiiättnis  (.\*AsEiPi)  ungeändert  bleiben,  oder 
die  Gleichung:  x  — «y  stellt  bei  konstantem  Werte  von  «i  eine 
durch  A|  gehende  Gerade  dar. 

Cm  die  Gleichung  einer  b  eliebigen  andern  Geraden  zu  finden 
ändere  ich  das  Koordinatens\-stem  um.  Zunächst  bemerke  ich, 
dais  eine  andere  Wahl  des  Punktes  E  keinen  weiteren  Erfolg  hat, 
ais  dafs  die  Punkte  Ei ,  E^ ,  Es  auf  den  Seiten  andere  Lagen 
erhalten  und  dafs  demnach  hierbei  x  und  y  (nach  §  3  g)  nur 
mit  konstanten  Faktoren  multipliziert  werden.  Wir  werden  daher 
diese  Änderung  im  folgenden  nicht  weiter  erwähnen,  und  möchten 
nur  darauf  hinweisen,  dafs  eine  Änderung  in  der  Wahl  des  Punktes 
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E  dann  notwendig  wird,  wenn  eine  Seite  des  neuen  Koordinaten- 
dreiecks durch  den  Punkt  E  geht. 

Jetzt  behalte  ich  die  Punkte  A2  und  As  bei,  ersetze  aber 
Ai  durch  einen  Punkt  Ai ,  welcher  auf  der  Geraden  AiAj  liegt 
und  für  den  das  Doppelverhältnis  (AiAiEAi)  «»a  ist.  Da  y 
das  Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen  darstellt,  welche  von  Ag 
aus  nach  den  Punkten  As,  Ai,  E,  P  gezogen  werden  und  diese 
Strahlen  bei  der  neuen  Wahl  von  A/  ungeändert  bleiben,  so 
wird  y'=«y  sein.  Dagegen  wird  man  die  Koordinate  x  durch 
x'«=s(A2Ai'EP)  zu  ersetzen  haben;   der  Wert  dieses  Doppelver- 

hältnisses  ist  aber  gleich  ' ,    wie  sich  aus   §  3   h)   ergiebt, 

1  '~^~  a 

indem  man  die  dort  benutzten  Zahlen  «,  ß,  y  der  Reihe  nach 
durch  a,  1,  X  ersetzt.  Hierbei  mufs,  wie  wir  schon  bemerkt 
haben,  vermieden  werden,  dafs  Es  in  die  Gerade  Ai'As  fällt. 
Wir  können  aber  E3  durch  einen  Punkt  E3'  ersetzen  und  diesen 
so  wählen,  dafs  der  angegebene  Wert  von  x'  mit  1  —  a  multi- 
pliziert wird;  alsdann  tritt  an  die  Stelle  von  x  der  Wert  x — a. 
Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  den  Punkt  Es  durch  den  Punkt 
E3'  mit  der  Zahl  a-}-l  zu  ersetzen,  so  dafs  man  unmittelbar  den 
Satz  §  3,  e)  anwenden  darf.  Nimmt  man  jetzt  E  als  Schnitt- 
punkt der  Geraden  A2E2  und  A3E3',  so  bleibt  x  ungeändert  und 
es  wird  x'  =  x  —  a. 

Von  Ai '  lasse  man  irgend  eine  gerade  Linie  ausgehen.  Ihre 
Gleichung  in  den  neuen  Koordinaten  wird  sein:  \  =  lay'  oder, 
indem  man  zu  den  frühern  Koordinaten  zurückkehrt:  x  —  a  =  iiiy. 

Um  uns  in  den  Stand  zu  setzen,  auch  den  übrigen  Eck- 
punkten des  Koordinatendreiecks  eine  andere  Lage  zu  geben, 
müssen  wir  die  bevorzugte  Stellung  aufheben,  welche  der  Punkt 
Ai  besitzt.  Zu  dem  Ende  beachten  wir,  dafs  das  gegebene  Dreieck 
unter  Beibehaltung  des  Punktes  E  noch  zu  zwei  weiteren  Koor- 
dinatensystemen führt,  da  wir  den  Punkt  Ai  durch  jeden  der 
beiden  andern  Eckpunkte  ersetzen  können.  So  können  wir  den 
Punkt  P  auch  durch  die  beiden  Doppelverhältnisse  (A1B2E3P3) 
und  (AsA^EiPi)  bestimmen  und  setzen: 

(3)  X,  -  (Ai  ASE3P3),  yi  =  (AaA^E^PO. 
Endlich  können  wir  noch  nehmen: 

(4)  X2=(A,AsEiP0,  y2  =  (AiAsE,P0. 
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Die  neuen  Koordinaten  stehen  aber  zu  den  früheren  in  einer 
sehr  einfachen  Beziehung.  Vergleichen  wir  die  Definitionen  (3) 
und  (4)  mit  den  in  (1)  aufgestellten,  nehmen  die  Gleichung  (2) 
hinzu  und  beachten,  dafs  nach  §  3,  p)  jedes  Doppelverhaltnis  bei 
Vertauschung  der  beiden  ersten  Elemente  seinen  reziproken  Wert 
erhält,  so  folgen  die  Beziehungen: 

Hiemach  ist  es  leicht,  das  Koordinatendreieck  ganz  beliebig 
umzuändern.  Indem  wir  die  Punkte  As  und  As  ungeändert  lassen 
und  Ai  durch  einen  Punkt  Ai '  auf  Ai  As  ersetzen,  dann  noch  E 
durch  einen  passenden  andern  Punkt  ersetzen,  bleibt,  wie  wir 
gesehen  haben,  y  ungeändert,  während  x  in  x  —  a  übergeht. 
Wählen  wir  jetzt  Ai**  in  der  Geraden  AsAi',  so  wird  y  in  y — b 
übei^ehen,  während  die  andere  Koordinate  ungeändert  bleibt 
Indem  wir  also  die  Punkte  As  und  As  beibehalten,  aber  Ai  durch 
einen  andern  Punkt  Ai**  der  Ebene  ersetzen,  erhalten  wir  neue 
KiX)rdinaten  x ,  y ,  welche  aus  den  firüheren  durch  die  Gleichungen 
erholten  werden: 

(0)  x'-x  +  a,  y=y+b. 

Mit  diesen  Koordinaten  (x',  y )  stehen  aber  wieder  neue 
(^"1  *  Vi)  in  Verbindung  durch  die  Beziehung: 

!•  V 

\\>n  diesen  ^chcn  wir  jetzt  aus  und  ersetzen  den  bei  ihnen 
bcw^rxujitcn  l\a>kt  At  durch  einen  anderen  Punkt  At*  der  Ebene; 
die  ncxjcn  Kiv^rdinatcn  nennen  wir  x.  \  yi  und  finden  in  ganz 
entsprechender  Weisse: 

^j   ••  ^'i  "T  ^*  >*!  *"  yi  ~r  ^ 
Nun  bewM^^u^cn  wir  aber  wieder  den  Punkt  Ai •  und  nennen 
Jic  Sl^  crbalw'ncn  KvVrdiwjitcn  x  ^  y  ,  wodurch  wir  die  Beziehungen 

<rhAbfn: 


rvar^Äs  n\4:: 


—  *  ^y 

\  '  ^  *         X 


V        \  \        \ 


y^ 
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Man  kann  aber  auch  in  dem  Koordinaten-Dreieck  Ai  "A2  ^A^ 
den  Punkt  As  bevorzugen  und  entsprechend  den  beiden  »letzten 
Gleichungen  (5)  setzen: 


X 


y  y 

Behalten  wir  die  Punkte  Ai  ^  und  A|  ^  bei,  ersetzen  aber  As 

durch   einen  Punkt  Aj**  und  bezeichnen  die  neuen  Koordinaten 

durch  (xr,  yi"),  so  folgt: 

x«-  =  x/  +  e,  yr  =  x,''  +  f, 

oder,  indem  wir  wieder  den  Punkt  Ai  ^  bevorzugen  und  die  neuen 

Koordinaten  x**,  y**  nennen: 

x'"       x"  1         1 

(8)  -ü?  =  -7;  -{-  e,  -Ä?  ==*  —  -{-  f. 

y      y         y      y 

Die  Gleichungen  (6),  (7),  (8)  gestatten,  die  Koordinaten 
x"'  =  X,  y**  =a  Y  durch  x,  y  auszudrücken.  Es  ergiebt  sich  un« 
mittelbar : 

Y  =  _y y^x  +ey       .  X  y  +dx 

1  +  fg"  ^       1  +  fg"'  "^        1  +  cx'^  -^        1  +  ex* 
und  indem  wir  diese  Werte  der  Reihe  nach  einsetzen  und  endlich 
noch  (6)  hinzunehmen,  folgt: 

"xx  +  Ay+.u'       ^    xx  +  Ay  +  /i    ' 
wo  X,  A,  ju,  xj'  .  .  .,  k" .  .  .  konstante  Gröfsen  bedeuten. 

Die  Form  (6)  wurde  allerdings  nur  bei  der  speziellen  Wahl 
der  neuen  Punkte  E  erhalten;  hätten  wir  beliebige  andere  Punkte 
genommen,  so  mufsten  wir  nur  gewisse  konstante  Faktoren  hin- 
zunehmen. Das  würde  aber  an  dem  Endresultat  keine  Änderung 
hervorrufen.  Auch  kann  man  jetzt  aus  X,  Y  neue  Koordinaten 
wieder  durch  gebrochene  lineare  Funktionen  X',  Y'  von  X,  Y 
herleiten,  wo  ebenfalls  der  Nenner  derselbe  sein  mufs;  dann  kann 
man  auch  X',  Y'  in  gleicher  Weise  durch  x  und  y  ausdrücken. 
Die  Gleichungen  (9)  stellen  also  die  allgemeinste  Beziehung 
zwischen  Koordinaten  dar,  welche  nach  den  im  Anfange  dieses 
Paragraphen  angegebenen  Regeln  aufgestellt  werden  können. 

Als  vorhin  die  Gleichung  der  geraden  Linie  hergeleitet  wurde, 
mufete  die  Annahme  gemacht  werden,  dafs  mindestens  eine  Seite 
des  Koordinaten-Dreiecks  von  der  Geraden  getroffen  wird.  Auch 
von  dieser  Voraussetzung  kann  man  sich  jetzt  unabhängig  machen. 


XU 


Man  crftctze  die  Koor&ocer  i.  t  iur^  g-öire  X.  Y.  tcr  wdche 
wcnig^tenA  eine  Setce  getrmfrr  -siri.  Dtr —  js;  in  den  neuen 
Ki>4>rdinatcn  die  Gadvcmz  ier  Gerskin: 

AX  — 3Y  — C  =  ö. 

Iiid<mi  man  hi^^nn   £ir  X   irc  Y   £e  x:^    fi*j    fficlsenden 
Werte  einsetzt,  erhalt  lan: 

w<)  A,  B,  C,  a,  b,  c  kocstxnte  Grjöcr  sEnc. 

Man  kann  die  Lage  der  Punkte  exner  Gerade:  noch  in  anderer 
WeUo  durch  Koorifinates  dzrsteijen.    Sind  (x.  j^  xmd  (x ,  y''^ 

»wvi  beliebige  Punkte,  so  gehört  der  iardi  diese  Punkte  gdcgten 
( ier4den  auch  jeder  Pcnkt  an,  dessen  Koorünaien  bei  beliebigem 
Werte  von  /  sind  i — it(x  — i)  und  v  — i,(y  — y  ).  Wenn 
(Ulf  dicker  Geraden  ein  vierter  Punkt  mit  den  Koordinaten  x  — 
Ia{%  "■  %")  und  y  —  li  (y  — y  )  gewählt  ist.  so  stellt  der  Quotient 
jM !  A  da*  Doppelverhiitnis  der  vier  Punkte  dir.  In  ähnlicher 
Wvinie  k^nen  wir  auch  djs  Doppelvcrhäinis  von  vier  Strahlen 
vtnen  Büschels  darsteQen.     Wenn  nämlich: 

(10)  ax  +  b>--f  c=0  und  ax-rby-^c  =0 

die  (ileichungcn  zweier  Geraden  sind,  so  geht  fiir  ein  bdiebiges 
l  die  Gerade: 

(11)  (a  +  /a)x+(b+Ab)>--h(c-xc)=0 

durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  ersten  Geraden  hindurch;  die 
(ilelchung  bestimmt  also  den  Büschel  aller  Strahlen,  welche  durch 
den  Schnittpunkt  hindurchgehen.  Man  nenn:  -edoch  die  Gesamt- 
heit der  durch  die  Gleichung  (11)  bestimmten  Geraden  auch 
dünn  einen  Büschel,  wenn  ein  Schnittpunkt,  wenigstens  in  dem 
ab|(Cgrenztcn  Gebiete  nicht  vorhanden  ist. 

Wir  betrachten  auiser  den  drei  Geraden  (10)  und  (11)  noch 
die  (/eradc: 

(a  +  /la  )x  +  (b  +  /ib  )  y  +  (c  +  nc  )  =  0. 

Dann  weisen  wir  zunächst  nach,  dafs  der  Quotient  ,« :  X  sich 
bei  beliebiger  projektiver  Transformation  nicht  änden.  Zu  dem 
linde  bezeichnen  wir  die  vier  Geraden  kurz  durch  L  =  0,  M  =  0, 
L  -|-  AM  —  0,  L  +  /iM  =  0.  Durch  eine  Transformation  mögen 
die  beiden  ersten  Geraden  in  pL=0,   und  qM=0  übergehen. 

Dann  wird  die  dritte  Gleichung  sein :  L  -f    ^  M  =  0,  und  die  vierte 
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L'  -j — ^  M  =0,  also  bleibt  der  Quotient  A :  ju  ungeändert.    Nun 

darf  man  das  Koordinatensystem  so  wählen,  dafs  etwa  die  Achse 
y  =  0  von  allen  vier  Geraden  getroffen  wird ;  dann  folgt  die 
Behauptung  unmittelbar. 

Bei  der  Wahl  der  Koordinaten  x,  y  ist  der  Eckpunkt  Ai 
bevorzugt.  Um  die  Eckpunkte  gleichmäßig  zu  benutzen,  wähle 
man  drei  Gröfsen  Zi ,  Zj,  Zs,  welche  folgenden  Bedingungen  genügen: 

1.  sie  sollen  nicht  gleichzeitig  verschwinden, 

2.  keine  von  ihnen  soll  jemals  unendlich  werden, 

3.  es  soll  nicht  auf  ihre  absoluten  Werte,  sondern  nur  auf 
ihre  Quotienten  ankommen ;  diese  sollen  aber  so  gewählt  werden, 
dafs  durch  sie  die  Gröfsen  x,  y  und  damit  auch  Xi,  yi  und  xj,  y2 
dargestellt  werden. 

Diese  Gröfsen  kann  man  aber,  wofern  man  nur  von  den  auf 
einer  gewissen  Geraden  liegenden  Punkten  absieht,  nach  einer 
Angabe  des  Herrn  Lüroth  wieder  als  Doppelverhältnisse  definieren. 
Man  ziehe  die  Gerade  EP  und  nenne  ihre  Schnittpunkte  mit 
AgAs,  AjAi,  A1A2  der  Reihe  nach  Di,  D^,  Ds;  zudem  wähle 
man  eine  beliebige  Gerade  und  bezeichne  ihren  Schnittpunkt  mit 
EP  durch  Q.    Dann  setze  man: 

Zi==(EPQDO,  Z2-(EPQD0,  za-CEPQD,). 
Hiernach  ist: 

Nun  ersetze  man  die  Punkte  P,  E,  Di,  Q,  D3  der  Reihe 
nach  durch  Pqo,  Po?  Pi,  P«,  Pv;  dann  hat  in  dem  vorstehenden 
Produkte  das  erste  Doppelverhältnis  den  Wert  a,  das  zweite  den 

Wert  -,  während  (PED,Ds)  — (PooPoPiPv)=«i'  ist.   Somit  ist: 

"^  =  (PED1D3)  =  (D3D1EP)  =  (A3A,E,P0  =y. 

Einen  ähnlichen  Ausdruck  erhält  man  für  x,  so  dafs  die  neue 
Definition  auf  die  fi*ühere  hinauskommt. 

§  6. 
Die  Baum-Koordinaten. 

Wir  legen  ein  beliebiges  Tetraeder  mit  den  Ecken  Ai,  A2, 
Aj,  A4  zu  Grunde  und  wählen  im  Innern  oder  Aufsern  desselben. 
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ncr  nicht  auf  einer  durch  drei  Eckpunkte  gd^en  Ebene,  einen 
Punkt  E,  den  Einhextspunkr.  Man  betrachte  nun  vier  durch  die 
Kante  A^A«  gehende  Ebenen,  welche  bezüglich  durch  A«,  Ai,  £ 
und  durch  den  zu  besämmenden  Punkt  P  gelegt  sden,  und  setze 
das  Doppelverhältnis  dieser  vier  Ebenen,  welches  durch  (As A4; 
AfAiEP)  bezeichnet  werden  soll,  gleich  x.  Foenso  l^e  ich  durch 
die  Kante  AfAt  vier  Ebenen,  deren  erste  den  Punkt  As  enthalt, 
während  je  eine  der  andern  wieder  durch  Ai,  E,  P  hindurch- 
geht; ihr  Doppelveiiiältnis  (A4A, ;  AjAiEP)  setze  ich  gleich  y. 
Endlich  sollen  durch  die  Kante  A^As  vier  Ebenen  gehen,  von 
denen  jede  einen  der  Punkte  Ai,  A|,  E,  P  enthalt;  ihr  Doppel- 
verhältnis (At  As ;  A4A1EP)  soll  mit  z  bezeichnet  werden. 

Man  ersetze  den  Punkt  Ai  durch  einen  Punkt  Ai',  welcher 
auf  der  Kante  At  A^  liegt  und  fiir  den  das  Doppelverhältnis  der 
vier  durch  die  Kante  A3A1  und  je  einen  der  Punkte  As,  Ai,  E, 
Af    gelegten  Ebenen  gleich  a  ist.     Dann  bleiben  y   und  z  unge- 

X  —  a 
änden,  aber  x  geht  in  ^ oder   bei    passender  Veränderung 

des  Einheitspunktes  in  x  —  a  über.  Ersetzt  man  jetzt  den  Punkt 
Af  durch  einen  Punkt  Ai  der  Geraden  Ai  As ,  so  wird  man 
nur  v  —  b  statt  v  nehmen  müssen.  Wenn  man  aber  A»"  durch 
einen  Punkt  Ai  •  der  Geraden  Ai  A|  ersetzt ,  so  geht  nur  z  in 
z  —  c  über.  Indem  wir  diese  drei  Operationen  zusammenfassen, 
erhalten  wir  den  Satz: 

Ersetzen  wir  den  bevorzugten  Punkt  Ai  des  Koordinaten- 
Tetraeders  durch  irgend  einen  Punkt  Ai<*  des  Raumes,  während 
wir  die  andern  Eckpunkte  beibehalten,  so  erhält  man  die  neuen 
Koordinaten  x,  y,  z   durch  die  Gleichungen: 

X  =a(x  — a),  y'=b(\— b),  z  =y(z— c). 

Die  Koeffizienten  «,  /?,  y  kann  man  durch  Verlegung  des 
Hinheitspunktes  noch  beliebig  verändern. 

Um  die  Beziehungen  zu  erkennen,  in  denen  die  durch  Be- 
vorzugung von  Ai  erhaltenen  Werte  x,  y,  z  zu  denjenigen  Koor- 
dinaten stehen,  welche  durch  Bevorzugung  eines  andern  Eckpunktes 
gewonnen  werden,  ziehen  wir  die  Gerade  AiE  und  bezeichnen 
ihren  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  AsAsA«  mit  Ei.  Die  Gerade 
AiEi  werde  von  der  Ebene  A2A4P  in  x,  von  der  Ebene  AjAsP 
in  /   getroffen,  während   die  in   der    Ebene   A2A4P    gelegenen 
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Geraden  Ajx  und  A4P  sich  in  fi  schneiden  mögen.  Zudem  möge 
jedem  Punkte  auf  der  Geraden  Ai  Ei  nach  der  in  §  3  mitgeteilten 
Methode  eine  Zahl  zugeordnet  und  die  Differenz  der  zu  zwei 
Punkten  gehörigen  Zahlen  einfach  durch  Nebeneinanderstellung 
der  Punkte  bezeichnet  werden.     Dann  ist: 

y  =  (A4A,;  A,AiEP)  =  (E.AiE.)  =|^  :  ?^, 
z  =  (A,A3;  A4AiEP)  =  (E,AiEA)  =  |^:M, 

^^^  z^^IXT'^"^^'^'^^' 
Projizieren  wir  die  vier   Punkte  Ei ,  Ai ,   X,   x   durch   vier 
Ebenen,  welche  durch  AjAs  gehen,  auf  die  Gerade  A4P,  deren 
Schnittpunkt  mit  der  Ebene  AiAi  As  durch  P4  bezeichnet  werden 
möge,  so  folgt: 

l  =  (A,P,P^). 

Die  vier  Punkte,  deren  Doppelverhältnis  hier  angegeben  wird, 
sollen  von  AiAj  aus  durch  Ebenen  projiziert  werden.  Dann  geht 
die  Ebene  A1A2P4  auch  durch  As,  die  Ebene  AiA^jU,  weil  fi  auf 
der  Geraden  A2X  liegt,  durch  x  und  weil  Aix  in  der  Geraden 
AiE  liegt,  auch  durch  E.     Demnach  ist: 

^-(AiA,;  A4A,PE)=  (A1A2;  ASA4EP). 

Diese  Beziehung  ermöglicht  es,  diejenigen  Koordinatenwerte, 
welche  man  unter  Beibehaltung  des  Tetraeders  A1A2A3A4  durch 
Bevorzugung  eines  andern  Eckpunktes  erhält,  durch  die  obigen 
Werte  x,  y,  z  auszudrücken.  Bevorzugt  man  z.  B.  den  Punkt  A4 
und  setzt: 

(AjAs;  AiA4EP)  =  xs,  (AjAi ;  A8A4EP)  =  y3, 
(A1A2;  A$A4EP)  =  zs,  so  ersieht  man,  dafs  ist: 

1  X  y 

^3  =  ->  ys  =->   Zs  =  ;• 
z  z  z 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  man  die  Entwicklungen 

des  vorigen  Paragraphen  sehr  leicht  auf  den  Raum  übertragen. 
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§  •• 

Bewogong  einer  (Geraden  in  aidh. 

In  den  bisherigen  Untersuchungen  wird  der  Begriff  der 
Gleichheit  von  Strecken  und  Winkeln  nicht  benutzt.  Indem  wir 
im  folgenden  versuchen,  die  gewonnenen  Resultate  auch  für  me- 
trische Beziehungen  nutzbar  zu  machen,  beachten  wir  vorläufig 
nur,  dais  bei  starren  Bewegungen  auch  die  Doppelveiiiältnisse 
ungeänden  bleiben,  oder  mit  andern  Worten,  dafs  jedesmal,  wenn 
samtliche  Linien,  Winkel,  Rächen  u.  s.  w.  ungeändert  bleiben, 
auch  die  Doppelverhältnisse  ihre  Wene  beibehalten.  Es  kommt 
dies  darauf  hinaus,  vorauszusetzen,  dafs  hierbei  die  Ebenen  wieder 
in  Ebenen,  die  geraden  Linien  in  Geraden  übergehen.  Jede 
Transformation,  die  einer  Bewegung  entspricht,  mufs  denmach  von 
der  Form  sein,  welche  durch  die  Gleichung  (i^)  §  5  für  die  Ebene 
angegeben  ist.  Wir  beschränken  uns  vorläufig  auf  eine  einzige 
Gerade  und  lassen  sie  in  sich  verbleiben.  Indem  wir  diese  Gerade 
zur  Achse  v  =  z  =  0  wählen,  mufs  auch  v  =  z  =—  0  sein.  Dann 
wird  die  Änderung  der  Koordinate  x  durch  die  Gleichung  gegeben: 

..  ax  +  b 

^  ^  cx  +  d 

Die  Detem::nante  ad  —  bc  kann  positiv ,  gleich  null  oder 
negativ  sein.  Wir  werden  später  nachweisen,  dafs  die  beiden 
letzten  Fälle  ausi^eschlossen  werden  müssen.  Demnach  betrachten 
wir  zunächst  nur  den  Fall,  dafs  diese  Gröl'se  positiv  ist,  und 
können  alsdann  dadurch«  dais  wir  a,  b,  c,  d  mit  derselben  reellen 
Konstant ec  nr.ultipiizieren,  be\v-irken,  dais  wird: 

(2)  ad-bc  =  L 

Un:  die  sämtlichen  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellten 
Transfcr:rat;onen  in  gewisse  Klassen  einteilen  zu  körmen,  be- 
trachten wir  die  Gleichun^:: 

(;i)  cz*  —  ^^d  —  a)  2  —  b  =  0. 

Dii'se  hat  entweder  zwei  reelle  ungleiche  oder  eine  einzige 

reiille  oder  rv^ei  konjugien  komplexe  Wurzeln.     Es  hängt   dies 

.  •       - 

\sz.      hcz  sÜe^ir  MoÄ:iichke:ten   is:   dir  d-e  Transformation  (1) 


Die  projektive  Geometrie.  129 

charakteristisch.  Betrachten  wir  nämlich  die  Transformation  nur 
von  der  anal3^ischen  Seite  ohne  Rücksicht  auf  die  geometrische 
Anwendung,  so  geben  die  Wurzebi  der  Gleichung  (3)  diejenigen 
Werte  an,  welche  bei  der  Transformation  imgeändert  bleiben. 
Diese  Werte  selbst  hangen  natürlich  von  den  Punkten  Poo>  Po>  Pi 
ab,  welche  wir  zur  Bestimmung  der  Gröfsen  x  benutzt  haben; 
aber  ihre  Anzahl  ist  von  der  Wahl  der  Grimdpunkte  durchaus 
unabhängig.     Zwar  kann  man  durch  eine  reelle  Transformation 

fix  +  *' 
drei  reelle  Werte  Xi ,  xj ,  xs  in  drei  beliebige  andere  Werte  f  i , 
J«,  ^8  überfuhren;  auch  tritt  an  die  Stelle  der  Gleichung  (3) 
eine  neue  Gleichung,  deren  Wurzeln  von  denen  der  ersten  im 
allgemeinen  verschieden  sind;  aber  reellen  Wenen  von  x  ent- 
sprechen reelle  Werte  von  f,  und  zwar  jedem  x  ein  einziges  f ; 
deshalb  haben  die  Gleichungen  entweder  beide  zwei  reelle 
verschiedene  oder  beide  zwei  gleiche  oder  beide  komplexe 
Wurzeln. 

Im  Fall  zweier  reellen  Wurzeln  sprechen  wir  von  einer 
hyperbolischen  Transformation;  wenn  die  Wurzeln  zusammen- 
fallen, nennen  wir  die  Transformation  parabolisch,  und  wenn 
sie  imaginär  sind,  elliptisch.  Demgemäfs  ergeben  sich  auch 
für  die  Darstellung  der  Bewegung  einer  Geraden  in  sich  drei  ver- 
schiedene Möglichkeiten.  Jede  von  ihnen  ist  aber,  wofern  sie 
nicht  etwa  beim  weiteren  Aufbau  zu  einem  Widerspruch  fuhren 
sollte,  fiir  den  Raum  selbst  charakteristisch.  Wir  unterscheiden 
also  hyperbolische,  parabolische  und  elliptische  Raum- 
formen, jenachdem  zwischen  den  Koeffizienten  a,  b,  c,  d  der 
Transformation,  welche  der  starren  Bewegung  einer  Geraden  in 
sich  entspricht,  unter  der  Bedingung  (2)  die  Beziehung  statthat: 
(a-|-d)*>4  oder  =4  oder  <  4. 

Dabei  beachten  wir,  dafs  der  hier  angegebene  Unterschied 
schon  in  einem  endlichen  Gebiete  des  Raumes,  welches  den  am 
Schlüsse  von  §  1  angegebenen  Forderungen  genügt,  erkannt 
werden  könnte,  wenn  es  möglich  wäre,  Messungen  mit  voll- 
kommener Genauigkeit  auszufuhren.  Denn  dann  brauchte  man 
nur  den  Punkten  einer  Geraden  nach  der  angegebenen  Methode 
Zahlen  zuzuordnen,  alsdann  die  Gerade  beliebig  in  sich  zu  ver- 

Killing,  OmndUgen  der  Oeometrie.    I.  9 
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schieben  und  durch  Ver^eichong  der  beiden  Lagen  von  je  drei 
Punkten  die  Koeffizienten  a,  b,  c,  d  zu  bestimmen. 

Wenn  die  Gldchong  (3)  zwei  reeDe  Wurzeln  a  und  ß  hat, 
so  ist: 

aa  +  b       aj^+b 

"=^^jpd'  ^~^ß+d' 
also 

ax+b       aa  —  b  x  —  a 


X  — a 


cx+d      ca  +  d       (cx  +  d)(ca-i-d)' 
ebenso: 

(O)    -; -.  =  Q ^y    wo    ist: 

^  X  — p  X —  ß 

^')^°c^-(ca;d)V+d)°(^^  +  ^^*' 

Von  dieser  Gleichungs  -  Form  nicht  wesentlich  verschieden 
ist  die  folgende : 

X  —  a  =  ^(x— a), 
welche  aus  der  Form   (5)  erhalten  wird,   indem   man  x  durch 

^'(^  —  ß)       j    j  1,11    ßf« — ß) 

— -^^  und  demnach  x    durch  — ^^^ ^  ersetzt. 

X  —  ß  X  — ß 

a  — d 
Wenn  die  Gleichung  (3)  nur  die  Wurzel  «=— - — hat,  so 

ist  4(ca  +  d)«=(a  +  d)«  =  4,  also  (ca-}-d)«  =  l.     Nun  ist, 
wie  vorhin: 

^     «.  (cx  +  d)(c«  +  d)  _  [c(x  —  «)  +  (ca  +  d)]  (c«  +  d) 

X   —  u  X  —  a  x—  a 

also 

(7) = 1-^,  wo  ist: 

X  — u       X  —  u 

(8)  ^  =  c(ca+d). 

Sind  die  beiden  Wurzeln  «  und  ß  konjugiert  komplex,  so 
kann  man  die  bei  (5)  durchgeführte  Rechnung  wiederholen,  als- 
dann auf  beiden  Seiten  den  reellen  und  imaginären  Teil  abtrennen 
und  hierdurch  die  Transformation  in  reeller  Form  erhalten.  Statt 
dessen  kann  man  auch  in  folgender  Weise  verfahren. 
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Setzt  man  a  =  x4-^i,  /?  =  x  —  Ai,  so  ist: 

,   ,._a(x-|-Ai)+b 
'"^^'-c(x  +  ki)  +  d' 
wo  X,  A,  a,  b,  c,  d  reelle  Gröfsen  sind  und  die  vier  letzten  der 
Bedingung :  ad  —  bc  =  1  genügen. 

Man  multipliziere  rechts  Zähler  und  Nenner  mit  ex  +  d  —  cAi, 
so  folgt: 

..  _  (^  +  b)  (ex  +  d)  +  acA^  +  Xi (ad  —  bi) 
""+   '~  (cx  +  d)*  +  cU« 

Dureh  Vergleiehung  der  imaginären  Teile  folgt  hieraus: 

(ex-}-d)*  +  e«A«  =  l. 

Vergleieht  man  die  reellen  Teile,  so  folgt: 

X  :=s  X  (ad  —  be)  =  (ax  -}- b)  (ex  +  d)  +  aeA«  oder 

ae(x*  +  ^*)  +  2bcx  +  bd  =  0,  woraus  sieh  für  ex  +  d  — ^,  eA=  a 

ergiebt: 

a    ,       qX  —  xo      ^A  +  xa    ,  (j  (x*  -f  A*) 

c_-^,  n -^— ,  a j—,  b j 

Demnaeh  können  wir  die  Transformation  in  der  Form  dar- 
stellen : 

(9)   --.-  -  = --> c— 7    -.  mit  der  Bedingung: 

^   ^         X  (/  (X  —  ^J-T  qX  o      o 

(10)  p«+a«  =  l. 

Somit  kann  die  hyperbolisehe ,  parabolisehe  und  elliptische 
Raumform  in  folgender  Weise  charakterisiert  werden.  Die  Punkte 
einer  Geraden  seien  dureh  ihr  Doppelverhältnis  x  zu  drei  festen 
Punkten  bestimmt;  dann  kann  man  eine  (ganze  oder  gebrochene) 
lineare  Funktion  f  von  x  vermittelst  reeller  Konstanten  derartig 
bestimmen,  dals  die  Verschiebung  der  Geraden  in  sieh  analytisch 
durch  eine  Gleichung  von  einer  der  drei  Formen  dargestellt  wird: 

(n)  r=i?,  r=?  +  r,  r=^-^, 

x  —  Of 

wo  r  eine  konstante  Gröfse  ist.     Im  ersten  Falle  ist  ?  = 3 

X—  ß 

oder=x  — «,  im   zweiten  ?  = oder  =  x,    im    dritten 

"        X  —  cc 

AT—  ^""* 


132  Zweiter  Abschnitt.    S  7. 

Bisher  haben  wir  nur  eine  einzige  Transformation  betrachtet; 
die  Geometrie  gestattet  uns  aber,  aus  derselben  weitere  in  un- 
begrenzter Anzahl  herzuleiten.  Zu  dem  Ende  sondern  wir  in 
dem  zu  Grunde  gelegten  Raumteile  ein  Stück  1  der  Geraden  ab 
und  lassen  den  einzelnen  Punkten  die  Zahlen  x  in  der  angegebenen 
Weise  entsprechen.  Durch  die  Bewegung  gelangt  1  zur  Deckung 
mit  einem  neuen  Stück  1',  dessen  Punkte  durch  die  Zahlen  x' 
bestimmt  sein  mögen.  Dann  gilt  für  eine  hyperbolische  Raum- 
form die  Gleichung: 

x'  —  a  X  — a 

x^^  ~^x^' 

Bei  der  Bewegung  wird  aber  die  ganze  Gerade,  der  die 
Strecke  1  angehön,  in  sich  verschoben.  Daher  gelangt  auch  die 
Strecke  1'  in  Deckung  mit  einer  weiteren  Strecke  T.  Wenn  für 
diese  die  Zahlen  x  mit  x'  bezeichnet  werden,  so  mufs  auch  sein: 


X  —  a  X  —  et 

=  Q 


yT  —  ß        ^x-^ß 

Da  die  Strecke  T  mit  1',  letztere  mit  1  zur  Deckung  gebracht 
werden  kann,  so  kann  man  auch  1  mit  T  zur  Deckung  bringen; 
d.  h.  man  darf  in  die  vorstehende  Gleichung  den  Wert  für  x' 
aus  der  vorangehenden  einsetzen  und  erhält  die  Beziehung: 

X  — a jX—   a 

Nun  wird  aber  durch  die  erste  Bewegung  die  Strecke  1"  auf 
eine  Strecke  V  u.  s.  w.  gelangen;  man  kann  also  auch  die  Punkte 
X  in  eine  Lage  x*">  bringen,  für  welche  die  Gleichung  gilt: 

x(n)  —  ft  X  —  cc 

X<n)_^         ^  X—ß 

Die  Bewegung,  durch  welche  1  nach  1'  gelangt,  erfolgt  aber 
stetig;  CS  genügt  daher  nicht,  dem  Exponenten  n  nur  ganze 
Zahlwcrtc  beizulegen;  man  mufs  vielmehr  n  das  Zahlengebiet 
stetig  durchlaufen  lassen.  Demnach  läfst  sich  die  Bewegung  bei 
vcrfinderlichcm  t  durch  die  Gleichung  darstellen: 

''H.r'  r-ß' 

wo  rr,  ß,  r  konstante  Gröfscn  sind. 

l'ür  eine  parabolische  Raumform  findet  man  ganz  entsprechend: 
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(13)    ~  =  — —  +  n. 

Eine  etwas  weitläufigere  Rechnung  ist  notwendig,  falls  die 
Raumform  elliptisch  ist.     Wir  setzen  für  den  Augenblick  J  = 

— ^ —  und  erhalten  die  Transformation: 

?'  =^^,—  unter  der  Bedingung:   p*  +  ö*  =  1. 
Dann  ist: 

Setze  ich  also: 

Q  SB  cos »',  ö  =  sin  r, 

so  folgt: 

J  cos  2r  —  sin  2v 

J  sin  2v  +  cos  2v 
Nun  ergiebt  sich  aber  unmittelbar  für 
v(n--i)       ?cos(n — l)v  —  sin(n — l)v  g(p-^)cosv  —  sini^ 

"^  Jsin(n— l)i '4-cos(n — l)i'*        "^  f<»-^>sini' +  cosv' 
dafs  ist: 

^.„.       ?  cos  nr— sinn  V 
?sinni'  +  cosnr 
Wiederholen  wir  die  frühem  Erwägungen,   so  erhalten   wir 
jetzt  für  ein  veränderliches  t  und  konstante  Gröfsen  x,  X,  v: 

^-   X   X  —  X (x  —  x) cos it  —  A sin rt 

^    '^       X  (x — x)sinn  +  ^cosn 

Die  Formeln  (12),  (13),  (14)  werden  in  den  folgenden 
Paragraphen  eine  wichtige  Anwendung  finden;  hier  nur  noch 
einige  Bemerkungen. 

Der  oben  angegebenen  Definition  der  hyperbolischen,  para- 
bolischen und  elliptischen  Raumformen  liegt  jedesmal  eine  einzige 
Gerade  und  eine  ganz  bestimmte  Verschiebung  derselben  zu 
Grunde;  soll  die  Definition  fehlerlos  sein,  so  mufs  das  unter- 
scheidende Merkmal  für  jede  Gerade  und  für  jede  Verschiebung 
derselben  in  sich  gelten.  Betrachten  wir  aber  zwei  Bewegungen, 
bei  denen  eine  Gerade  in  sich  verbleibt,  so  ist  nach  den  vor- 
stehenden Entwicklungen  der  Charakter  der  Transformation  beide- 
mal derselbe;  die  zweite  Forderung  wird  also  erfüllt.     Dafs  auch 
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die  Wahl  der  Geraden  gleichgültig  ist,  erkennt  man  ebenso  leicht. 
Man  wähle  irgend  zwei  Geraden  des  Raumes  und  ordne  nach 
der  angegebenen  Methode  den  in  jeder  von  ihnen  gelegenen 
Punkten  eine  Zahl  zu.  Die  Zahlen  mögen  fiir  die  erste  Gerade 
mit  u,  für  die  zweite  mit  v  bezeichnet  werden.  Legt  man  jetzt 
die  erste  Gerade  auf  die  zweite,  so  sind  diejenigen  Zahlwerte, 
welche  demselben  Punkte  entsprechen,  nach  den  frühem  Resul- 
taten durch  eine  Gleichung  von  der  Form : 

XV  +  A 

u  = — 

fiw  -\-  r 

für  reelle  Werte  von  x,  A,  ^«,  v  verbunden.  Bewegt  man  aber 
die  erste  Gerade  in  sich  und  gelangt  man  dadurch  zu  der  Trans- 
formation : 

au  -}-  b 

CU  +  d 
so  mufs  es  möglich  sein,  auch  diese  zweite  Lage  auf  die  andere 
Gerade  zu  übertragen;  also  mufs  deren  Bewegung  in  sich  durch 
eine  Gleichung  dargestellt  werden,  welche  aus  der  vorstehenden 
erhalten  wird,  indem  man 

u  durch  -  ^     und  u'  durch  — —. — 

ersetzt.     Dafs  hierdurch  aber   der  Charakter  der  Transformation 

nicht  geändert  wird,  ist  bereits  oben  gezeigt  worden. 

Sonach  sind  die  angegebenen  Möglichkeiten  vollständig  gegen 

einander  abgegrenzt.     Weitere   Fälle    sind   aber    ausgeschlossen, 

wofern  wir  nachweisen  können,   dafs  die  Determinante  ad  —  bc 

stets  positiv  sein  mufs.     Das  läfst   sich  in  der  That  sehr  leicht 

a       b 
zeigen.     Wäre  nämlich  ad  —  bc  =  0  oder  -=,,  so  w^ürde  die 

cd 

CJleichung  (1)  verlangen,  dafs  für  einen  Wert  von  x,   der   von 

—— —  ^  verschieden  ist,  jedesmal  x==-  würde.     Eine   der- 
a  c  c 

artige  Veränderung,  wodurch  eine  Strecke  sich  in  einen  Punkt 
zusammenzöge,  ist  aber  dem  Begriff  der  Bewegung  nach  voll- 
ständig ausgeschlossen.  Ebensowenig  darfad — bc  negativ  sein. 
Denn  für  die  Ruhelage  mufs  x  —  x,  also  a  — d,  b  =  c  =  0  sein; 
somit  ist  ad  —  bc  für  den  Beginn  der  Bewegung  positiv.  Dieser 
Ausdruck  darf  sich  aber  nur  stetig  ändern.     Würde  er  negativ, 
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SO  müfste  er  durch  null  hindurchgehen,  was  unmöglich  ist;  also 
bleibt  er  stets  positiv. 

Bei  der  Herleitung  der  Gleichung  (14)  sind  die  Eigenschaften 
der  Funktionen  Sinus  und  Cosinus  als  bekannt  vorausgesetzt; 
man  kann  jedoch  auch  diese  Funktionen  vermittelst  der  Trans- 
formations-Koeffizienten definieren  und  ihre  Eigenschaften  durch 
Zusammensetzung  mehrerer  Transformationen  ermitteln. 

§  8. 
Drehung  einer  Ebene  um  einen  Funkt. 

Indem  wir  jetzt  dazu  übergehen,  die  Änderungen  zu  ent- 
wickebi,  welche  die  Koordinaten  der  Punkte  einer  Ebene  erleiden, 
wenn  die  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte  gedreht  wird,  benutzen 
wir  einige  einfache  geometrische  Sätze,  bei  deren  Beweis  keinerlei 
Voraussetzung  über  die  Unendlichkeit  der  Geraden  u.  s.  w.  er- 
forderlich ist.     Es  sind  dies  folgende  Sätze: 

1.  Bei  der  Drehung  der  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte  be- 
schreibt jeder  andere  Punkt  eine  geschlossene  Linie,  den  Kreis. 

2.  Die  von  der  Spitze  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  auf 
die  Grundlinie  gefällte  Senkrechte  geht  durch  die  Mitte  derselben. 

3.  Jeder  Punkt  auf  der  Geraden,  welche  auf  einer  gegebenen 
Strecke  in  ihrer  Mitte  senkrecht  steht,  ist  die  Spitze  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks,  welches  die  Strecke  zur  Grundlinie  hat. 

4.  Jede  Tangente  eines  Kreises  steht  auf  dem  Radius  senk- 
recht, der  zum  Berührungspunkte  fuhrt. 

Die  Sätze  2.  und  3.  werden  in  ihrer  Anwendung  auf  den 
Kreis  benutzt. 

Der  Untersuchung  legen  wir  die  in  §  5  aufgestellten  Koor- 
dinaten zu  Grunde  und  nehmen  den  ruhenden  Punkt  zum  Anfangs- 
punkt. Dann  möge  eine  zweite  Lage  der  Ebene  durch  die 
Gleichungen  bestimmt  sein: 

Wir  betrachten  zunächst  die  Veränderung,  welche  der  durch 
den  Ruhepunkt  gehende  Strahlbüschel  erleidet.  Hierfür  gilt  die 
Gleichung : 

(2)  -  =  "''-+/>' . 
y'        of'x  +"/^'y 


136  Zweiter  Abschnitt.    S  3- 

Indem  wir  u  als  lineare  (ganze  oder  gebrochene)  Funktion 
von  X :  y  in  passender  Weise  bestimmen,  kann  die  Gleichung  (2) 
durch  eine  der  folgenden  ersetzt  werden: 

«t  j  I    ^     j  u  cos  it  —  sin  fl 

u  =B  e*^  .  u  oder  u  —  u  +  it  oder  u  —  — ; — -— j • 

u  sm  *t  +  cos  vi 

Nun  kann  man  die  Drehung  so  weit  fortsetzen,  bis  ein  Strahl 

(und  damit  jeder  Strahl)    wieder  in   seine  An^gslage   gelangt. 

Demnach  mufs  (iir  einen  reellen  Wert  von  t  das  x :  y  und  damit 

u  auch  wieder  seinen  frühem  Wert  annehmen.     Das  ist  in  den 

beiden  ersten  Fällen  nicht  möglich,  wohl  aber  im  dritten,  wo  fiir 

It  —  .T  allgemein  u=  u  wird.     Setzen  wir  für  u  den   Wen, 

welcher  aus  §  7  folgt,  so  ergiebt  sich  die  Transformation: 

{S\   ^  "•"--'  =  lx  +  «>')cosy   -xy.siny 
^*         iy  vx  +  »y"!  sin  y  +  iy  cos  9 

Jetzt  gehen  wir  auf  die  Transformation  ;1)  zurück  und  firagen 
uns^  welche  lineare  Funktion  Ax  +  By  +  C  durch  dieselbe  bis 
auf  einen  Faktor  in  sich  übergeht  Da  keine  reelle  Gerade,  die 
durch  den  ruhenden  Punkt  geht,  bei  der  Bewegung  in  sich  ver- 
bleibt« so  dürfen  wir  annehmen^  dals  C  von  null  verschieden  ist. 
Dann  mufs  sein: 

\x  +  Bv  +  C  -  ^-^^  +  ^'  '^^''^  x+(Ai  +  B:r+Bi)y+Cy 

^••(Ax  +  By-f  C) 

~  «x+.-fy-fr 
Daraus  x<%t:  *»=-^  und  dinn  lieü^  die  Vergleidiung  der 
Kivmacnlts)  von  x  und  y  in  den  Zahlern  zwei  Gleichungen, 
wdicbe  i:caincö.  die  W^hJuTni^ie  w^n  A,  B.  C  eindeutig  zu  be- 
ÄHWSDrti,  v^^  -i^^^^  nönilich  dicÄ  i>eider-  Gleichungen  identisch, 
>o  wiTÄ"  Jüic'ü  eilÄe  durc^   0«:  Xullrcnkt  ^^eheade  Gerade   in 

IVriTATh    köcuicn    w^r    N:t:t    ccr   Trir-5Ä>r3iidoa    folgende 
i.  —  Jt\  V.^  "^  *^"^'  ^"'^  ♦  —  Äv  s^  i" 


4^ 


y V  —  »\  "^  Ä-T  m  ^-  *y  cos  ^ 


iscer    KT    äs;     TrjLröÄX-ivjirvc    -'>ccrrj'*i:>    wieoerholen, 
■trui^Äü    VT  /  ojrcr  f^  ;r5ii  4    c?;::c^    >♦  ^"xci^r.     Diris  kann 
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ein  Punkt  (x,  y)  nur  in  seine  Anfangslage  zurückkehren,  wenn 
^  =  1  und  ntp  gleich  einem  Vielfachen  von  2/r  ist.  Nun  sind 
komplexe  Werte  von  q  der  Natur  der  Sache  nach  ausgeschlossen; 
Q  kann  aber  auch  nicht  gleich  —  1  sein,  wie  dieselbe  Erwägung 
zeigt,  welche  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  angestellt 
wurde,  um  zu  zeigen,  dafs  ad  —  bc  nicht  negativ  sein  kann. 
Folglich  mufs  p  =  1  sein. 

Bei  der  Herleitimg  dieses  Resultates  wurde  der  Nullpunkt 
nur  deshalb  als  ruhender  Punkt  gewählt,  um  die  Formeln  ein- 
facher schreiben  zu  können.  Das  gewonnene  Resultat  läfst  sich 
aber  sehr  leicht  auch  für  den  Fall  aussprechen,  dafs  irgend  ein 
anderer  Punkt  der  Ebene  in  Ruhe  gehalten  wird.  Man  hat  drei 
lineare  Funktionen  Li,  L«,  L3  der  Koordinaten  x  und  y  zu  be- 
nutzen. Indem  man  Lx{x\  y')  kurz  mit  Vx  bezeichnet,  gelten 
die  Gleichungen: 

.  y^  Li '       Li  cos  ff  —  Lj  sin  y    Lj'       Li  sin  y  +  L» .  cos  (p 
L3  L5  L5  L3 

Daraus  folgt: 

Alle  Kreise,  welche  einen  festen  Punkt  zum  Mittelpunkte 
haben,  können  somit  durch  die  Gleichung  dargestellt  werden: 

(5)  Li«  +  L,«  =  r«L3«, 
wo  die  Konstante  r  vom  Radius  abhängig  ist. 

Hier  schneiden  sich  die  Geraden  Li  =  0  und  Lg  =  0  in 
dem  ruhenden  Punkte.  Entsprechend  dem  Umstände,  dafs  die 
in  den  frühef en  Formeln  benutzte  Variabele  y  nur  der  Bedingung 
unterworfen  ist,  für  die  Punkte  einer  durch  den  Anfangspunkt 
gehenden  Geraden  zu  verschwinden,  darf  auch  Lj  im  übrigen 
willkürlich  gewählt  werden;  dagegen  sind  Li  und  L3,  wie  wir 
später  noch  genauer  sehen  werden,  durch  die  Wahl  von  L^  voll- 
ständig bestimmt. 

Statt  der  bisher  benutzten  Koordinaten  darf  man  beliebige 
lineare  gebrochene  Funktionen  von  ihnen  benutzen,  sofern  sie 
nur  denselben  Nenner  haben.  Dann  bleiben  alle  Gleichungen  in 
ihrer  wesentlichen  Form  ungeändert;  so  z.  B.  sind  die  Trans- 
formations-Gleichungen wieder  gebrochen-linear,  und  die  Gleichung 
einer  jeden  Geraden  bleibt  vom   ersten  Grade.     Gehen  wir  also 
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>\'ieder  auf  die  Drehung  um  den  Nullpunkt  zurück  und  benutzen 
«die  oben  eingeführten  Konstanten,  so  möge  gesetzt  werden: 

^  ^  ^      Ax  +  By  +  C   ^       Ax  +  By  +  C 

Dann    gelten   für  die   Drehung   um    den  Punkt   (0,  0)   die 
Gleichungen: 

(7)  §'  =«  §  cos  (f  —  i;  sin  y,  i/  =  g  sin  ^  -}-  ly  cos  y. 

Zugleich   wird  die  Gleichung  eines  beliebigen  Kreises,   der 
«den  Punkt  (0,0)  zum  Mittelpunkt  hat: 

(8)  §*  +  v*  =  a«. 

Setzen  wir   "  =  u,  *,=u',  so  wird  die  durch  (7)  dargestellte 


h  's 


Bewegung  die  Gerade  u  zur  Deckung  mit  u'  bringen;  somit  mufs 
Jie  Gröl'se  c/  in  Beziehung  zu  dem  Winkel  stehen,  welchen  die 
Geraden  u  und  u'  einschliefsen.     Setzt  man  aber 
^   _  u  cos  t"  —  sin  (/•    ^^  ^         ^  ^ucos(y  +  »)— sin(y+t^) 
u  sin  (/•  -i-  cos  U**  ^  '  us\n(gi  +  ^)-{'COs(yf-{'tpy 

Da  zudem  u  =«u  wird  für  y  =  .T,  so  stellt  y  den  Winkel 
selbst  dar.  Wir  können  aber  auch  umgekehrt  die  Gleichungen 
^7^  zur  Definition  der  Funktionen  cos  ff  und  sin  tp  benutzen, 
indem  wir  das  Additions  -  Gesetz  dieser  Funktionen  durch  die 
Vcrbindunji  .-rwoicr  Drehunsjen  herleiten. 

Wie  aus  der  ersten  Gleichung  \J)  her\-orgeht,  bildet  die 
ilcradc 

{V)  ^'  sin  a  —  I  cos  er  =  0 
mit  der  Achse  ».  —  0  den  Winkel  «,  Auf  dieser  Geraden  liegt 
bei  belicbi^iicn^  Werte  von  m  der  Punkt  -m  cos  «r,  m  sin  a). 
Dieser  Punkt  liegt  aucii  auf  dem  Kreise:  ?*  +  *  '  «»m*.  Bekannte 
Kntw icka:n4:en  reiben,  dafs  die  Tangente,  welche  diesen  Kreis 
:,^  den:  iiei^oiyrner,  Punkte  berührt,   durcii  die  Gleichung  darge- 

N»  .\     ♦      vv   »■*  '  • 

^10>  ^  cos  it  -i- 1  sin  rt  — «  x., 

Da  ö.eso  ra:':a:cn:e  au:  do:v,  lvr\thruncsrad:i;:>  senkrecht  steht, 
:?o  >^1!::  0:c  v^>,chu:",g  v^i*"^  c;nc  v%erade  iir,  welche  auf  der 
^.^jjoc:':  ^  -^r,  .;  *—  ♦  cAs  «   sx'T.kr^'^h:  steht.     Spczieli  steht  also 

-»iväc  v>or:jcc  ;i  —  .r  a::f  ic:  Achse  «  -*v^  unc  'ece  Gerade  #  =m 

"  «  • 
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Die  Gerade  (10)  trifft  den  Kreis  (8)  in  zwei  Punkten,  deren 
Koordinaten  aus 

(11)  g=m  cosa -|-sina  .  Ka* — m*,  i^^^msina  —  sina./a* — m'* 
erhalten  werden,  indem  man  der  Wurzel  ihre  beiden  Werte  beilegt. 
Diese  beiden  Punkte  haben  von  jedem  Punkt  der  Geraden 
g  sin  «  =  tj  cos  a  gleichen  Abstand,  oder  mit  andern  Worten: 
Geht  eine  Kreislinie,  die  einen  Punkt  der  Geraden  (9)  zum 
Mittelpunkte  hat,  durch  einen  der  Punkte  (11),  so  erhält  sie  auch 
den  andern.  Dieser  Satz  kann  benutzt  werden,  um  einige  Koeffi- 
zienten in  der  Gleichung  des  Kreises  zu  bestimmen. 

Zu  dem  Zwecke  gehen  wir  von  der  Gleichung  (5)  aus.  Die 
Geraden  Li  =  0  und  Lg  =  0  müssen  durch  den  Mittelpunkt 
(p  cos  flf,  p  sin  a)  gehen,  und  man  kann  setzen : 

Lg  =  g  sin  a  —  rj  cos  a, 
Li  =  X  (§  —  p  cos  «)  +  ^  (ij  —  p  sin  a) 

Ls  =  ^  +  ö*;  +  ^' 

Dadurch  nimmt  die  Gleichung  (5)  die  Gestalt  an: 
[x(g —  p  cos  flf)  -}-  ^  (^/  —  p  sin  «)]•  +  (g  sin  a  —  rj  cos  a)*  = 

r*(eg+öi;+T)«. 
Hierin  bestimme  ich  r  so,  dafs  der  Kreis   durch  den  einen 
der  Punkte  (11)  hindurchgeht;  die  Bedingung  hierfür  ist: 

[(m— p)(xcosa+^sina)+(xsina— Acosa)Km*— a*]*+(n^* — ^0 
r*[^mcosa  +  ömsin  a+  r  +  (^cosa — öcosa)>^m*  —  a*]*. 

Diese  Gleichung  mufs  aber  auch  befriedigt  werden,  wenn 
man  der  Wurzel  das  entgegengesetzte  Zeichen  beilegt.  Daraus 
folgen  die  Bedingungen: 

X  sin  a  —  X  cos  a  =  0,  Qsina  —  o  cos  a  =  0  oder 
x  =  fii  cos  a,  X  =  jii  sin  a,  q  =  v  cos  a,  ö  ==  r  sin  a. 
[Die  Beziehung  zwischen  x  und  X  konnte  auch  unmittelbar 
daraus  hergeleitet  werden,  dafs  die  Geraden  Li  ==  0  und  Lj  =  0 
auf  einander  senkrecht  stehen.] 

Demgemäfs  lautet  jetzt  die  Gleichung  des  Kreises: 
(12)  /i*  (g  cos  a  +  V  s^^  "  —  P)*  +  (§ sin  a  —  ij  cos  «)*  = 

r*  (}'§  cos  a  +  rr]  sin  a-\'Ty. 
Ehe  wir  die  noch  unbekannten  Gröfsen  /i,  r,  t  bestimmen, 
wollen  wir  die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  auf  die 
Koordinaten  g  und  r^  anwenden. 


140  Zweiter  Abschnitt    $  8. 

Da  für  rj  —  0  jeder  Wert  von  g,  wenn  man  in  den  Gleichungen 
(7)  g>'^n  setzt,  in  seinen  entgegengesetzt  gleichen  übergeht, 
so  ist  die  Strecke ,  welche  von  den  Punkten  (§,  0)  und  (g*,  0) 
begrenxt  wird,  gleich  derjenigen  Strecke,  deren  Endpunkte  ( —  g,  0) 
m^j  ( — g^  0)  sind.  Wenn  demnach  die  Gerade  i;  =  0  in  sich 
verschoben  wird  und  der  Punkt  §  nach  §'  gelangt,  so  mufs 
xugleich  — i'  in  — §  übergehen.  Betrachten  wir  zunächst  eine 
hvperbolische  Raumform,  so  kann  die  Verschiebung  durch  die 
l*orm  dargestellt  werden: 

Dann  mufs  für  dasselbe  q  die  Gleichung  bestehen: 

-l-f      ^-g'-ß' 
wd»  nur  für  ß  =  —  «  möglich  ist;  wir  setzen 

«  =  — ^=>1. 

TT 

Setzt  man  in  (7)  y  =  --,  so  geht  der  Punkt  («,  0)  über  in 

{{\  «)•  Folglich  wird  auch  die  Änderung  der  rj  bei  einer  Be- 
wcj^ung ,  durch  welche  die  Gerade  g  =  0  in  sich  verschoben 
wird,  ft\r  g  — 0  durch  die  Gleichung  dargestellt: 

',+1     ^,+1 

Wir  suchen  die  Schnittpunkte  des  Kreises  (12)  mit  der  Ge- 
I  ,ulcn  #,  —  0,  Nennen  wir  gi  und  gj  die  beiden  Wurzeln,  welche 
die  (ilcichung  (12)  tiir  i,  =0  besitzt,  so  gelten  die  Beziehungen: 

riH^    <:    4-*    —  2  0i»p  +  r«rr)cosa 

V  W   M-Tbt        i,«cos««-}-sin««— r«r«cos«a' 

ii»p»-r«r* 


ti*cos  *rt  +  sin  *ce  —  r*i'*  cos  *a 

l\lllcn  wir  aber  vom  Mittelpunkte  (p  cos  «,  p  sin  a)  auf 
vlw  (iiTudc  t,  —  0  die  Senkrechte,  so  ist  ihre  Gleichung,  wie  wir 
\u\  Anschlufs  an  die  Cilcichung  (8)  bemerkt  haben:  g  =  pcosa; 
4v^  InUspunkt  hat  also  die  Koordinaten:  r«  =  0,  g©  =»  p  cos  a, 
VWhCr  l\inkt  liest  aber  in  der  .Mitte  zwischen  den  beiden  Schnitt- 
^OM^Icn  mit  dem  Kreise;  nun  kann  also  durch  Verschiebimg  der 


i 
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Geraden  in  sich  bewirken,  dafs  zugleich  gi  nach  go  und  go  nach 
gs  gelangt.     Es  mufs  also  sein: 

go+l^^gi+1'  g2+i~^go+r 

Hieraus  folgt: 

Indem  ich  hierin  die  Werte  aus  (13)  einsetze  und  berück- 
sichtige, dafs  die  entstehende  Gleichung  für  jeden  Wert  von  r* 
gilt,  erhalte  ich  die  beiden  Relationen : 

a«p«_an*  +  l«  =  0, 
T*p*  +  Tr(p* COS  *a  + 10  +  *'*pl*cos  *a  =  0. 
Die  erste  Gleichung  liefert: 

1*  .        T  1*  T 

M*  =  ,-r -,   die  zweite  -  = oder -  =  —  pcos*«. 

1*  —  p*  V  p  r  '^ 

Hätte  man  den  Schnitt  des  Kreises  (12)   mit  der  Geraden 

g  =  0  gesucht,  so  würde  sich  in  entsprechender  Weise  die  Gleichung 

ergeben  haben: 

T*p*-|-^*'(p*sin  *«  +  1*)  +  v*pl*sin*a=aO. 

Somit  gilt  nur  der  erste  Wert  von  t  :  i' ,   und  wir   erhalten 

(bei  einer  kleinen  Änderung  von  r)  als  Gleichung  des  Kreises: 

1« 
(14)  1^ ^  (g  cos  of  +  ^/  sin  a  —  p)*  +  (g  sin  a — ij  cos  «)*  — 

r*  (pg  cos  a  +  pij  sin  of  —  1*)*. 

Für  eine  elliptische  Raumform  kann  dieselbe  Rechnung  durch- 
geführt werden;  nur  mufs  überall  1  durch  ki  ersetzt  werden. 
Somit  lautet  jetzt  die  Gleichung  der  Kreise: 

k* 
(15)  ry-7- — ^(gcosa  +  ^  sin«  —  p)«-|-(gsina  —  rycosa)»  = 

K     "t"  p 

r*  (pg cos  a -}-  prj  sin  a  -}-  k*)*. 

Wir  gehen  jetzt  zu  einem  parabolischen  Räume  über  und 
lassen  die  Gerade  ry=aO  in  sich  verschoben  werden.  Dann  gilt 
eine  der  beiden  Gleichungen: 

Sollte  es  im  ersten  Falle  möglich  sein,  g'  mit  — g  und  g 
mit  — g*  zu  vertauschen,   so  würde  a=»0  sein  müssen,  was 
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nicht  angeht,  da  der  Anfangspunkt  bewegt  werden  kann.  Demnach 
gilt  die  zweite  Transformations-Gleichung  und  daraus  folgt: 

&  =  §1  +Qy  ^i  =  §o+9  oder  2§o  — §i  +  ^2- 
Indem  wir  hierin  die  Werte   aus  (13)  einsetzen,   erhalten 
wir  die  Beziehung: 

2  cos  n  (u  *p  *  4-  r  *  rr) 

2p  cos  tt  =  — v~r-^^ —     r^ — r  ' 

^  it*  cos  *a  4"  sm  *«  —  r*  r*  cos  *a 

Diese  zerlegt  sich  wieder  in  zwei  Gleichungen,  und  indem 
man  noch  den  Schnitt  mit  der  Achse  §  =  0  betrachtet,  folgt: 

Die  Gleichung  des  Kreises  wird  also: 

(gcosa  +  '/  sin  a  —  p)''4-  (§sin«  —  ij  cosa)*  =  r*  oder 
(1())  §*  +  /,*  —  2p|cos« —  2p/,  sin«  =  r*  —  p*. 

Lassen  wir  in  der  Gleichung  (14)  das  1*  immer  gröfser 
werden,  so  nähert  sich  die  linke  Seite  einem  festen  endlichen 
Werte ;  dasselbe  mufs  also  auch  auf  der  rechten  Seite  geschehen, 
oder  es  mufs  r^l*  einen  endlichen  Grenzwert  haben.  Dann  geht 
also  die  Gleichung  (14)  in  (16)  über.  Dasselbe  geschieht,  wenn 
man  in  (15)  k*  immer  gröfser  werden  läfst.  Nun  ist  aber  die 
allgemeine  Gleichung  des  Kreises  für  die  Raumform  selbst 
charakteristisch,  wie  der  folgende  Paragraph  noch  deutlicher  zeigen 
wird ;  wir  können  daher  sagen,  ein  parabolischer  Raum  stelle  den 
Übergang  von  einem  elliptischen  zu  einem  hyperbolischen  dar. 

Die  einfachsten  Formeln  für  die  ebene  Geometrie. 

Die  Gleichung  (15)  des  vorigen  Paragraphen  kann  sehr  leicht 
auf  die  Form  gebracht  werden: 

(1)  (r*  +  j^--J_p-)  (pg  cos  u  +  p,^  sin  .c  +  k^«  =  §^  +  ^«  +  k*. 

Führt  man  diejenige  Transformation  aus,  welche  der  Drehung 
um  den  Punkt  (p  cos  a,  p  sin  «)  entspricht,  so  ändert  sich  diese 
Gleichung  für  jeden  beliebigen  Wert  von  r  nicht.   Setzt  man  also 

r«=— j— ^-,  so  bleibt  die  Gleichung  |«+/^*-f  k*  =  0  bei 

der  angegebenen  Transformation  ungeändert,  oder  die  Form 
§*+»;*  +  k^  wird  nur  mit  einem  Faktor  multipliziert.  In  dieser 
Form  kommt  aber  der  ruhende  Punkt  nicht  vor;  folglich  bleibt 
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die  Forni  bei  jeder  derartigen  Transformation  ungeändert.  Da 
zudem  jede  Bewegung  einer  Ebene  in  sich  aus  Drehungen  zu- 
sammengesetzt werden  kann,  so  wird  durch  jede  Transformation, 
welche  einer  starren  Bewegung  entspricht,  die  genannte  Form 
nur  mit  einem  Faktor  multipliziert. 

Dieser  wichtige  Satz  kann  in  mancher  anderen  Weise  her- 
geleitet werden;  wir  wollen  einen  zweiten  Weg  wenigstens  an- 
deuten. Die  Gleichung :  Ag  +  B/^  +  C  ==  0  stelle  eine  gerade 
Linie  dar.  Unter  den  Wertsystemen,  welche  dieser  Gleichung 
genügen,  giebt  es  zwei  (§*,  r/)  und  (g'',  //'),  die  bei  jeder,  einer 
Verschiebung  der  Geraden  in  sich  entsprechenden  Transformation 
ungeändert  bleiben.  Gelangt  bei  einer  beliebigen  Bewegung  der 
Ebene  die  obige  Gerade  auf  eine  andere,  so  mögen  durch  die 
entsprechende  Transformation  die  Wertsysteme  (g',  rj')  und  (g ",  r/) 
in  (gl',  r^i)  und  (g/',  /;i")  übergehen.  Dann  genügen  diese 
letzteren  auch  der  Gleichung  der  zweiten  Geraden  und  bleiben 
ungeändert  bei  einer  Transformation  für  diejenige  Bewegung,  bei 
welcher  die  zweite  Gerade  in  sich  verschoben  wird.  Zugleich 
genügen  alle  derartigen  Wertsysteme  der  Gleichung:  g*  +  '/* 
+  k*  =  0.  Demnach  bleibt  diese  Gleichung  ungeändert  bei  jeder 
Transformation,  welche  einer  Bewegung  der  Ebene  in  sich  ent- 
spricht. Wie  diese  Sätze  für  eine  elliptische  Raumform  aus  den 
Resultaten  des  vorigen  §  herzuleiten  sind,  soll  uns  nicht  weiter 
beschäftigen. 

Da  durch  die  Form  der  Gleichung  (15)  §  8  alle  in  Li,  Lj, 
Lj  vorkommenden  Konstanten  angegeben  sind,  können  die 
Gleichungen  (4)  §  8  benutzt  werden,  um  die  Koeffizienten  einer 
jeder  Transformation  zu  bestimmen,  bei  der  ein  beliebiger  Punkt 
der  Ebene  in  Ruhe  gehalten  wird.  Indessen  bedarf  es  zu  ihrer 
vollständigen  Angabe  noch  der  Auflösung  linearer  Gleichungen. 
Die  Unveränderlichkeit  der  Form  g*+  »/*  +  k^  gestattet  uns  aber, 
die  Transformations  -  Koeffizienten  niederzuschreiben,  ohne  jene 
Gleichungen  aufzulösen.  Zu  dem  Ende  ersetzen  wir  die  Variabein 
g,  r^  durch  das  Verhältnis  von  drei  Gröfsen  t,  u,  r,  indem  sein 

soll:  g  =  T>  iy  =  - •     Dann  kann  man  aber  zwischen  t,  u,  i»  noch 

eine  Beziehung  festsetzen,  und  zwar  ist  es  am  natürlichsten,  die 
Form  k*t* -f-u*  + i^*,  welche  bei  den  angegebenen  Transforma- 
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tionen  jedenfalls  nur  mit  einem  Faktor  multipliziert  wird,  einer 
Konstanten  gleichzusetzen.     Wir  stellen  also  die  Bedingung  auf: 

(2)  k«t«  +  u>  +  t»«  — k«. 

Die  Transformationen  müssen  in  t,  u,  r  homogen  linear 
sein ;  sie  haben  also  die  Form  : 

It'  =  at  +  bu  +  cv 
u'  =  a't  +  b'u  +  cv 
I'  =a  t  +b  u+c  V. 

Dann  mufs  auch  zwischen  t',  u',  v  die  Relation  (2)  statt- 
haben; also  mufs  sein: 

I  k*a«  +  a' 2  +  a"«  =  k*,  k»ab  +  ab'  +  aV  =  0 

(4)     k«b«  +  b'«-fb"«  =  1,     k«ac  +  a'c  +  aV  =  0 

1  k«c«  +  b'«  -f  c'«=  1,     k«bc  +  b'c  +  bV  =0. 

Da  alle  Transformationen  (3),  welche  den  Bedingungen  (4) 
genügen,  die  Form  (2)  ungeändert  lassen,  so  werden  sie  auch, 
bei  Anwendung  der  Koordinaten  von  zwei  Punkten  (ti,  Ui,  i'i) 
und  (tf,  Uj,  v^  die  Form  k'titj  +UiU8  +  v^x^  nicht  verändern. 
Diese  mufs  also  eine  Funktion  der  Entfernung  e  der  beiden  Punkte 
sein,  und  wir  dürfen  setzen: 

(5)  k^i  tj  +  ui  u,  -f  Vi  vt  =.  y  (e). 

Die  Funktion  y  (e)  läfst  sich  auf  demselben  Wege  ermitteln, 
der  in  §  10  zur  Herleitungen  der  Gleichungen  (5),  (6)  und  (9) 
eingeschlagen  werden  soll.  Man  kann  aber  auch  durch  die  beiden 
Punkte  (ti,  Ui,  t'i)  und  (t2,  U2,  rj)  eine  gerade  Linie  legen  und 
sie  so  in  sich  verschieben,  bis  der  erste  Punkt  mit  dem  zweiten 
zur  Deckung  gelangt.  Drückt  man  diese  Verschiebung  vermittelst 
der  Gleichung  (14)  §  7  aus,  so  mufs  die  dort  benutzte  Gröfee  t 
der  Entfernung  der  beiden  Punkte  proportional  sein.  Nun  kann 
man  den  ersten  Punkt  mit  dem  Punkte  (1,  0,  0)  zusammenfallen 
lassen  und  den  zweiten  in  die  Gerade  v  =  0  legen.  Soll  aber 
die  Transformation 

t  sin  jue  +  u  cos  jiie 

t  cos  jiie  —  u  sin  jue 
den  Punkt  (1,  0,  0)  in  den  Punkt  (tg,  Uj,  0)  überfuhren,  so  mufs 

*  «a    oder  t*  =  cos  ,iie  sein.     Also  ist  im    vorliegenden 

tt       cosjue  ^ 

Falle,  da  die  linke  Seite  der  Gleichung  (5)   in  k*tt   übergeht. 
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if^  (e)  — k*  COS  iiie.    Indem  man  noch  die  Längeneinheit  so  wählt, 
dafs  M  ==  r  wird,  folgt  allgemein  : 

e 
(<))  k*ti  t2  +  Ui  U2  +  «'i  «^2  =  k*  cos  ^ . 

Beiläufig  folgt  hieraus,  dafs  für  einen  Punkt,  der  vom  Anfangs- 
punkte der  Koordinaten  die  Entfernung  e  hat,   die  Koordinate  t 

den  Wert  besitzt :  t  =  cos  r  • 

k 

Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  sei: 

At  +  Bu  +  Ci;  =  0. 

Wendet   man  hierauf  die  Transformation  (3)  an  und  geht 
hierdurch  die  Gleichung  über  in 

A't'  +  B'u'+Ci;'— 0, 
so  ist 
A't'  +  B'u'  +  Cv  =  (A'a  +  B'a'  +  Ca^t  +  (Ab  +  B'b'  +  Cb")u 

+  (A'c  4-  B'c'  +  C'c 0  r  =  At  +  Bu  +  Cv, 
also 

(7)  A  —  A  a  +  B  a'  +  Ca' 


Infolge  der  Beziehungen  (4)  ist  also: 

A*  A* 

^^+B»  +  C«=^  +  B'^  +  C^ 

Da  aber  der  links  stehende  Ausdruck  positiv  ist,  so  können 
wir  durch  Multiplikation  mit  einer  reellen  Zahl  erreichen,  dafs  ist : 

Wki  +  B'  +  C'^l, 

und  dann  bleibt  diese  Beziehung  bei  den  angegebenen  Trans- 
formationen ungeändert. 

Genügen  die  Koeffizienten  (Ai,  Bi,  Ci)  und  (A2,  Bg,  C2) 
in  den  Gleichungen  zweier  Geraden  der  Forderung  (8),  so  bleibt 
bei   jeder  Transformation  (7),   zwischen  deren  Koeffizienten  die 

A  A 

Beziehungen  (4)  bestehen,   der  Ausdruck  -~^  +B1B2-I-C1C2 

ungeändert.  Wenn  die  Geraden  einander  schneiden,  so  können 
wir  ihre  Gleichungen  so  transformieren,  dafs  Ai  und  A2  ver- 
schwinden.     Dann   stellt  nach   den   Entwicklungen  des  vorigen 

Ki  11  iofl:,  Grundlagen  der  Geometrie.    I.  10 
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Paragraphen    der   vorstehende   Ausdruck   den   Cosinus   des   von 
ihnen  gebildeten  Winkels  dar;  wir  können  also  allgemein  setzen: 

(9)  Aji  A,  ^  B,  B,  +  Ci  C,  -  cos  y, 

wo   (f   den   Winkel  bezeichnet,   den    die  Geraden  mit    einander 
cin^chliefsen. 

Wir  setzen  jetzt  in  die  linke  Seite  der  Gleichung  einer  ge- 
raden Linie  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  ein;  d.  h. 
wir  betrachten  den  Ausdruck 

At  +  Bu  +  Gl', 
wo  A,  B,  G  die  Koeffizienten  in  der  Gleichung  einer  geraden 
Linie  sind  und  der  Bedingung  (8)  genügen,  während  zwischen 
t,  u,  V  als  den  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene 
die  Relation  (2)  besteht.  Unten^'^erfen  wir  diesen  Ausdruck  einer 
Transformation  (3),  (4),  so  bleibt  er  ungeändert;  er  stellt  also 
eine  feste  Beziehung  zwischen  dem  Punkte  und  der  Geraden  dar 
und  mufs  somit  eine  Funktion  des  senkrechten  Abstandes  des 
Punktes  von  der  Geraden  sein.  Nun  kann  ich  aber  durch  eine 
Transformation  von  der  angegebenen  Form  bewirken,  dafs 
A  =  B  =  0,  C=l,  und  u  =  0  wird;  der  Ausdruck  geht  also  in 

I'  über.     Ist  der  Abstand  gleich  h,  so  ist  t  =  cosr,    und    weil 

u  =—  0  ist,  folgt  v  =  k  sin  .-  •    Folglich  gilt  unter  den  Bedingungen 

k 

(2)  und  (8)  ganz  allgemein  die  Beziehung: 

(10)  At  +  Bu  +  Cr  =  ksin'^, 

wo  h  den  senkrechten  Abstand   des  Punktes   (t,   u,   v)  von  der 

Tieradcn  (A,  B,  C)  bezeichnet.     Speziell  ist  noch : 

I    .    m  ,    .   n 

u  =  k  sm  ,   ,  I'  =  k  sm ,  , 

wenn  m  und  n  die  Senkrechten  bezeichnen,  welche  von  dem  zu 
|iL*f>tiininenden  Punkte  auf  die  Achsen  gefällt  werden  können. 

Hierdurch  sind  wir  zu  den  analytischen  Formeln  gelangt, 
welche  wir  in  I  §  21  für  die  Riemannsche  Ebene  und  ihre  Polar- 
Unm  f^cfunden  haben.  Diese  Formeln  genügen  aber,  um  die 
^»-•i»aintc  ebene  Geometrie  aufzubauen.  Wir  wollen  sie  noch  be- 
Uiitkscn,   um  die  einfachsten  Sätze  der  Trigonometrie  herzuleiten. 
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Wenn  ein  Punkt  (to,  Uo,  vo)  vom  Anfangspunkte  der  Koor- 
dinaten die  Entfernung  r  hat ,  so  ist  to  =  cos  r  •    Dann  folgt  aus 

der  Gleichung  (2)  unmittelbar: 

r 
Uo^+  ro*  =  k»sin«r  • 

Jeder  Kreis,    dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Punkte  (1,  0,  0) 

zusammenfällt,  hat  nach  §  8   die  Gleichung:   §*  +  i?*  =  a*  oder 

u^-f- r2  =  a*t*.     Wenn  also  sein  Radius  gleich  r  ist,   so  folgt: 

r       ,-        .       . 
a  =  k  tg  r  •     Zugleich  ist :  g  =  a  cos  a,  i;=  a  sin  a,   wenn  a  den 

Winkel  bezeichnet,  den  die  Gerade  /;  =  0  mit  der  durch  die  Punkte 
(l,  0,  0)  und  (t),  Uft,  i'o)   gelegten  Geraden  bildet.     Folglich  ist 

to'  ""     ^  k  *  sin  ^y 
oder,    indem  man  für  vo   und  t©   die  oben  angegebenen  Werte 
einsetzt: 

,  ^      .    n         .    r      . 

(11)  sm  r  =  sm ,- .  sm  a. 

Hier  bezeichnet  r  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks,  n  die  eine  Kathete  und  a  den  dieser  Kathete  gegen- 
überliegenden Winkel. 

Die  Gleichung  der  vom  Punkte  (to,  Uo,  vq)  auf  die  Gerade 
r  =  0  gefällten  Senkrechten  ist: 

tuo  —  uto  =  0. 

Für  ihren  Fufspunkt  ist: 

k»t-*  4-  u«  =  k^f    ako  t«  =  ^  =  -—-- 

kt    -hu    =k,  also  t    =j^,^^_^^^,       k^-vo^ 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Fufspunktes  vom  Anfangs- 
punkte mit  p,  so  ist: 

t  =  cos  J  ,  t)  =  cos  .-y  k*  —  I'o  *  =  k*  cos  * ,- , 

k  k  k 

wo  r  und  n  wieder  die  frühere  Bedeutung  haben. 

Sind  demnach  p  und  n  die  Katheten,  r  die  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks,  so  besteht  die  Beziehung: 

(12)  cos  I   .cos;=cos,  • 

k  k  k 

10* 
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Aus  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  kann  man  aber  die 
sämtlichen  Formeln  der  Trigonometrie  herleiten. 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  gingen  von  der  Gleichung 
(14)  §  8  aus;  die  Folgerungen  stützten  sich,  aufser  auf  die  elemen- 
tarsten geometrischen  Anschauungen,  auf  die  Sätze  der  Analysis. 
Wir  können  also  auch  dieselben  Entwicklungen  durchfuhren, 
wenn  wir  die  Gleichung  (13)  §  8  zu  Grunde  legen,  wofern  wir 
nur  k*  mit   — 1*  vertauschen.     Indem   war  wdeder  die   Gröfeen 

U  I' 

t,  u,  V  durch  die  Beziehung  g  =  -,   v^*  v  ^^^A^hren,   erkennen 

wir,  dafs  die  Form  —  l*t^  -j-  u*  -|-  ''^  stets  negativ  ist;  wir  dürfen 

also  die  Bedingung  festsetzen: 

_l«t«  +  u2  +  r  =  — 1^ 

A^ 
Dagegen  ist  der  Ausdruck  —   .^  -|-ß*  +  C*,  wo  A,  B,   C 

die  Koeffizienten  in  der  Gleichung  einer  geraden  Linie  sind,  stets 
positiv;  wir  dürfen  also  wieder 

-^^  +  B«  +  C«=l 

setzen.   Dann  bleiben  die  vorstehenden  Entwicklungen  ungeändert; 

,     .     m    ,      ,     ,.    .    m       ,  ^,    m         ,  m 

wir  müssen  nur  k  sm  ,     durch   11  sm  ,r  =lDh    ,-    und  cos  -r 

k  h  1  k 

durch  cos  .-  =  Ch  -.-  ersetzen.    Wir  erhalten  also  die  analytischen 

Formeln  des  16.  Paragraphen  im  ersten  Abschnitt  und  die  trigo- 
nometrischen Gleichungen,  welche  wir  in  I  §  15  für  die  Lobat- 
schewskysche  Ebene  aufgestellt  haben. 

Es  wird  nicht  nötig  sein,  die  Formeln  für  die  parabolische 
Geometrie  ausfuhrlich  zu  entwickeln.  Legen  wir  die  Gleichung 
des  Kreises  in  der  Form  §  8  (15)  zu  Grunde,  so  erkennen  wir, 
dafs  durch  jede  Transformation  ,  welche  einer  starren  Bewegung 
entspricht,  die  Form  (§  —  a)*  -f-  (*;  —  b)^  in  (§'  —  a')*  -|-  (r/  —  b')^ 
übergehen  mufs,  wo  a,  b,  a',  b',  beliebige  Konstanten  sind.  Zunächst 
erkennt  man  hieraus,  dafs  die  Transformationen  durch  ganze 
Funktionen  vermittelt  werden.     Setzen  wir  aber: 

§'  =  ^  +  ^^  +  /* 
so  folgt:  x«  +  ^«=-l,  A«-f  o«  =  l,  xk-\-Qa=0, 
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Somit  sind  g,  rj  identiöch  mit  den  rechtwinkligen  Cartesischen 
Koordinaten,  und  wir  gelangen  zu  den  bekannten  Formeln  der 
euklidischen  Geometrie. 

§  10. 
Andere  Herleitungen  der  gewonnenen  Besnltate. 

Die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  können  in  mancherlei 
anderer  Weise  gewonnen  werden.  So  kann  man  von  der  That- 
sache  ausgehen,  dafs  die  Gesamtheit  der  starren  Bewegungen  in 
der  Ebene  eine  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  bildet »  die 
Transformationen,  durch  welche  diese  Bewegung  analytisch  be- 
schrieben wird,  demnach  drei  willkürliche  Parameter  enthalten. 
Das  System  dieser  Transformationen  hat  aber  die  charakteristische 
Egenschaft,  dafs  jedesmal  die  aus  zwei  Transformationen  des 
Systems  zusammengesetzte  Transformation  wieder  dem  System 
angehört  Nehmen  wir  noch  die  Eigenschaft  des  Kreises  als 
einer  geschlossenen  Linie  hinzu,  so  kann  man  das  System  der 
Transformationen  vollständig  bestimmen.  Die  Rechnung,  welche 
zu  diesem  Resultate  fuhrt,  läfst  sich  bedeutend  erleichtem,  wenn 
man  berücksichtigt,  dafs  die  Transformationen  linear  gebrochene 
Funktionen  der  Koordinaten  sind.  Indessen  bleiben  diese  Ent- 
wicklungen, so  lange  man  nicht  die  ersten  Sätze  aus  der  Theorie 
der  Transformations-Gruppen  voraussetzt,  so  weitläufig,  dafs  wir 
von  ihrer  Mitteilung  Abstand  nehmen  müssen. 

Ein  zweiter  Weg  scheint  geeignet,  den  von  uns  gelieferten 
Beweis  beträchtlich  abzukürzen.  Den  Ausgangspunkt  bilden  wieder 
die  Entwicklungen  von  §  7.  Hier  stellt  sich  die  Verschiebung 
einer  Geraden  in  sich  in  dem  einen  Falle  (der  einer  hyperbo- 
lischen Transformation)  durch  die  Gleichung  dar: 

x'  —  «         y^  X  —  a 

Wenn  hier  r  >  0  ist,  so  wird,  von  welchem  Werte  x  man 
auch  ausgehen  mag,  für  ein  immer  gröfser  werdendes  t  die  rechte 
Seite  ihrem  absoluten  Betrage  nach  unbegrenzt  wachsen,  also  mufs 
x'  immer  näher  an  /i  herankommen;  dagegen  wird,  wenn  t 
negativ,  aber  seinem  absoluten  Betrage  nach  immer  gröfser  wird, 
die  rechte  Seite  immer  näher  an  null,  also  x'  immer  näher  an 
a  kommen.     Für  ein  negatives  v  hat  man  nur  die  beiden  Fälle 
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umzutauschen,  im  übrigen  bleibt  das  Resultat  ungeändert.  Da 
sich  demnach  die  den  Punkt  bestimmende  Zahl  bei  jeder  Trans- 
formation, durch  welche  eine  Verschiebung  der  Geraden  in  sich 
dargestellt  wird,  einem  von  zwei  bestimmten  Zahlwerten  unbe- 
grenzt nähert,  denkt  man  auch  diesen  beiden  Zahlen  im  uneigent- 
lichen Sinne  Punkte  zugeordnet  und  nennt  sie  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  Geraden.  Macht  man  jetzt  die  ersten  Ent- 
wicklungen von  §  8  und  fuhrt  die  Koordinaten  (g,  t^)  ein,  so 
stellt  sich  in  ihnen  die  Gleichung  eines  jeden  um  den  Nullpunkt 
beschriebenen  Kreises  durch  die  Gleichung:  g*  +  ?*  =  ^*  ^• 
Folglich  liegen  auch  die  unendlich  fernen  Punkte  für  eine  jede 
durch  den  An&ngspunkt  gehende  Gerade  auf  einem  Kegelschnitt» 
dessen  Gleichung  ist:  §«-f.i^«  =  l«.  Diese  Gleichung  stellt  also 
die  sämtlichen  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene  dar;  folglich 
niufs  sie  bei  jeder  Transformation,  welche  einer  Bewegimg  der 
Ebene  in  sich  entspricht,  ungeändert  bleiben.  Man  hat  also  aulser 
dem  §  7  nur  die  ersten  Entwicklungen  von  §  8  nötig  und  kann 
die  langwierigen  Rechnungen  des  letzteren  ganz  entbehren. 

Leider  kann  aber  ein  solches  Verfahren  nicht  als  streng 
anerkannt  werden.  Die  ^»unendlich  fernen«  Punkte  sind  eben 
nur  für  eine  einzelne  Gerade  und  für  eine  Verschiebung  dieser 
Cicndon  in  sich  definiert.  Ein  Wertsystem  (^  =  m,  »,  =  n)  stellt 
einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  A$  +  Bi,  -^-  C  =  0  dar, 
wenn  1 .  die  Gleichung  Am  -|-  Bn  +  C  ==  0  erfüllt  ist,  und  2.  die- 
jenige Transformation,  für  welche  die  Gerade  in  sich  verschoben 
wird,  das  \Verts\-stem  tm,  m  nicht  ändert.  Hieraus  kann  man 
aber  keineswegs  den  Schlufs  ziehen,  dafs,  wofern  auch  die  Gleichung 
einer  Tweiten  Cienden  .\  $  -f-  B'»,  +  C'  =  0  für  das  Wertsystem 
ni,  n^  befriedigt  wird^  auch  diejenige  Transformation,  fiir  welche 
die  ywx^itc  Cicradc  in  sich  verschoben  wird,  das  genannte  Wen- 
sN-stem  ungeändert  Ufst.  Das  erforden  vielmehr  unbedingt  einen 
Heweis,  i.>b  er  nicht  so  langwierige  Entwicklungen  nötig  macht, 
ais  wir  in  ^  S  angestellt  haben,  mag  dahin  gestellt  bleiben;  jeden- 
t.;lls  mufs  er  gewisse  ge\>metrischc  Satze  oder  das  vorhin  erwähnte 
Sx-^^eni  von  IVansK^niutionen  die  dreicÜedriije  Transformations- 
tinapiv»  boimrcn.  Zudem  ist  meines  Erachicns  ein  Beweis  nur 
oonn  wVilj^inJij^  bctVi<>Jigend,  weivi  er  nicht  über  ein  einmal  fest 
A^i'WiSltcs,  allsom*:  bca:rcii7tos  tk^hiet  hinausceht. 
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Ein  vierter  Weg  setzt  von  der  Metrik  nichts  voraus,  sondern 
verbleibt  mit  voller  Konsequenz  innerhalb  der  Projektivität.  **) 
Die  Entwicklungen  des  §  5  gestatten  uns,  ebene  algebraische 
Kurven  von  jeder  Ordnungszahl  durch  die  dort  aufgestellten  Koor- 
dinaten X  und  y  zu  definieren.  Dabei  sind  sog.  imaginäre  Kurven 
keineswegs  ausgeschlossen.  Wenn  z.  B.  zwischen  x  und  y  eine 
Gleichung  zweiten  Grades  besteht  und  diese  für  kein  reelles  Werte- 
paar befriedigt  wird,  so  wird  durch  die  Gleichung  ein  Polarsystem 
bestimmt,  welches  imstande  ist,  die  Kurve  zu  ersetzen.  Statt 
also  diejenigen  Voraussetzungen  zu  machen,  welche  die  Grund- 
lage der  Metrik  bilden,  kann  man  die  Forderung  stellen,  dafs  nur 
solche  Transformationen  angewandt  werden  sollen,  bei  denen 
eine  gewisse  Gleichung  ungeändert  bleibt.  Eine  einzelne  Trans- 
formation und  deren  Fortsetzung  läfst  selbstverständlich  eine  Schar 
von  Gleichungen  ungeändert,  nämlich  die  aller  Kurven,  in  denen 
sich  die  Punkte  bewegen.  Im  allgemeinen  wird  aber  eine  solche 
Gleichung  nicht  auch  noch  durch  andere  Transformationen  un- 
geändert bleiben.  Es  kann  hier  nicht  unsere  Aufgabe  sein,  alle 
Gleichungen  aufzusuchen,  welche  bei  allen  Transformationen  einer 
mehrgliedrigen  Gruppe  sich  nicht  ändern;  wir  erinnern  nur  daran, 
dafs  sämtliche  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades  die  an- 
gegebene Eigenschaft  haben.  Indem  wir  homogene  Koordinaten 
Xi,  Xj,  X3  benutzen,  legen  wir  die  Form  zweiten  Grades 

(1)   ^xx=^^^ixXi\x 

ZU  Grunde  und  denken  die  Transformations-Koefifizienten  so  be- 
stimmt, dafs  diese. Form  ungeändert  bleibt. 

Wenn  vier  Punkte  in  gerader  Linie  liegen  und  durch  eine 
Transformation  auf  vier  Punkte  einer  andern  geraden  Linie  gebracht 
werden,  so  mufs  das  Doppelverhältnis  für  die  beiden  Quadrupel 
dasselbe  sein.  Das  gilt  aber  nicht  blofs  für  eigentliche  Punkte, 
sondern  auch  für  Wertsysteme,  welche  den  betreffenden  Gleichungen 
genügen.  So  seien  zwei  Punkte  (xx,  x»,  X3)  und  (yi ,  y2,  ya) 
gegeben.  Wir  suchen  die  Schnittpunkte  ihrer  Verbindungsgeraden 
mit  dem  Kegelschnitt  Q=»Oy  oder  mit  andern  Worten:  wir 
bestimmen  diejenigen  beiden  Wertsysteme,  welche  1.  der  Gleichung 
i2  =  0,  und  2.  der  Gleichung  der  durch  die  beiden  Punkte  ge- 
legten geraden  Linie  genügen.  Diese  vier  Punkte  bestimmen 
ein  Doppelverhältnis,  und  dies  bleibt  ungeändert,  wofern  man  nur 
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solche  Transformationen  zuläfst,  bei  denen  die  Form  Ä  in  sich 
übergeht.  Denn  wenn  durch  eine  solche  Transformation  die 
beiden  ersten  Wertsysteme,  welche  zu  den  beiden  Punkten  ge- 
hören, in  zwei  andere  übergehen,  so  wird  die  Verbindungsgerade 
der  ersten  in  die  der  neuen  Punkte  verwandelt  werden.  Die 
beiden  letzten  Wertsysteme  gehen  also  in  zwei  andere  über, 
welche  1.  der  Gleichung  der  \*erbindungsgeraden  der  neuen 
Punkte,  und  2.  der  Gleichung  Si=^0  genügen.  Um  demnach 
zu  erkennen,  ob  die  Koordinaten  zweier  Punkte  durch  eine  Trans- 
formation der  bezeichneten  An  in  die  zweier  anderer  Punkte 
übergeführt  werden  können,  bestimme  man  das  Doppelverhältnis 
der  ersten  Punkte  zu  den  beiden  Punkten,  in  denen  ihre  Ver- 
bindungsgerade den  Kegelschnitt  i2  =»  0  schneidet,  und  suche  das 
entsprechende  Doppelverhältnis  für  die  beiden  andern  Punkte; 
sind  diese  Doppelverhältnisse  gleich,  so  ist  die  Überführung  durch 
eine  solche  Transformation  ausfuhrbar.  Deomach  stellt  dies 
DoppelverhJiltnis  eine  feste  Beziehung  zwischen  den  beiden  Punkten 
dar;  es  entsfuicht  somit  der  Entfernung  oder  ist,  genauer  aus- 
gedrückt» eine  Funktion  derselben. 

l-m  das  Doppelverholtnis  onahtisch  darzustellen,  stelle  ich 
alle  Piuikte  der  durch  die  Punkte  x  imd  y»  gehenden  Geraden 
in  der  Form  v^  +  ^y '  *lJir«  ^Jl  «^  solcher  Punkt  der  Gleichung 
Ü.\ -f- iY^=-=0  Ä:cnüi:en,  so  muis  die  Gleichunj»  erfüllt  sein: 

^x  x*  4-  ivi  •  Xjt  -r-  AVir  =  0  oJer: 

Dic\c  ii^ö^iic  kürzer  in  der  Fem:  geschrtecen  werden : 

wo  sich    d>e  Bexicctv^i:  von  iJ,T    cnd  von  ö^t  =  i^Tx   aus  der 
\wa:>^cher,dc:^  Font",  er^ieot.     Di  C'^    Wirrzelzi  der  Gleichung 
:?    Ä:*.d: 

t:rsi  cu  sit>  IXN?c<i\«i>xr.^is  vier  vier  Pirr.ite    i..    v^    v-^jt-v«, 

\-«-  A*v    iLcicrr  A^  :  Ä^  ist.  i^it  ii5  is:sccht\i  IX"»Cf?*iiverciLtnis  den 

**  *  -^  ■*  »^  «  « 

L:r    i:»i   SvLneiiiin^  2U  ::riicr.    '.r   '%<i^^^  s^^'s   IX^poelver- 
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hältnis  zu  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  steht,  beachten  wir 
folgendes.  Drei  Punkte  a,  b,  c  mögen  in  gerader  Linie  liegen 
und  zwar  b  auf  der  Strecke  ac;  werden  dann  die  Entfernungen 
je  zweier  dieser  Punkte  durch  (ab),  (bc)  und  (ac)  bezeichnet,  so 
ist  (ab)  +  (bc)  =  (ac).  Setzen  wir  aber  (ac)  =  —  (ca),  so  gilt  die 
Beziehung: 

(ab)  +  (bc)  +  (ca)  =  0. 

In  dieser  Relation  kommen  aber  die  Punkte  a,  b,  c  ganz 
gleichmäfsig  vor;  sie  wird  also  stets  gelten,  wenn  die  drei  Punkte 
in  gerader  Linie  liegen. 

Um  demnach  die  Entfernung  Exy  der  Punkte  (x)  und  (y) 
als  Funktion  V'  (Dxy)  dieses  Doppelverhältnisses  darzustellen, 
wählen  wir  einen  dritten  Punkt  (z  =  x  +  i^^y)  auf  der  Verbindungs- 
geraden der  beiden  ersten.     Dann  mufs  sein: 

Eyz  +  Exx  +  Exy  =  0,  oder 
ip  (Dy. )  +  e;^  (D  „)  +  ip  (Dxy)  =  0. 

Bei  Entwicklung  dieser  Gleichung  beachte  man,  dafs 

^xx  =^xx  +  /<^^xy   U.   S.    W. 

ist.  Dann  kommen  in  den  nach  (4)  zu  bildenden  Ausdrücken 
für  Dyx,  Dzy,  Dxy  noch  Wurzelgröfsen  vor,  deren  Zeichen  so 
zu  wählen  sind,  dafs  Dy»  .  D^y  =  D^x  •  Dxe  =  Dxy  .  Dy»  =  1  ist. 
Nachdem  eine  solche  Wahl  getroffen  ist,  bietet  die  Bestimmung 
der  Funktionalgleichung  i].f  keine  Schwierigkeit.  Indessen  eröffnet 
sich  ein  anderer  Weg,  der  keinerlei  Rechnung  erfordert. 

Man  denke  wieder  nach  §  3  jedem  Punkte  einer  Geraden 
eine  Zahl  zugeordnet.  Wählt  man  drei  eigentliche  Punkte  auf 
der  Geraden,  so  mögen  ihnen  die  Zahlen  ^,  ö,  t  entsprechen 
während  den  beiden  uneigentlichen  Punkten  die  Zahlen  a  und  ß 
zugeordnet  sein  sollen.  Die  Doppelverhältnisse  je  zweier  unter 
den  drei  ersten  Punkten  zu  den  beiden  letzten  werden  dann  durch 
die  drei  Ausdrücke: 

Q  —  u     Q  —  ß      0  —  öf.ö  —  ß      r  —  a     1  —  ^ 
a—o'ß—o'    a — i'ß —  r'     a  —  g'ß — r 

dargestellt.     Setzt  man  ~ ö'^^   ""^  ^^'^'^  ^»  ^    entsprechend 

ein,  so  sind  die  drei  Doppelverhältnisse: 

q'     0     % 


,'  > 


0        T    '     Q 
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Diese  sind  an  die  Stelle  von  Dxy,  Dyx?  Du  zu  setzen ,   so 
dais  man  die  Gleichung  erhält: 


-CXO^-G)-"- 


Dieser  Gleichung  genügt  man  nur,  wenn  man  die  Funktion 
Uf  gleich  dem  mit  einer  beliebigen  Konstanten  multiplizierten 
Logarithmus  setzt.  In  der  That  ist,  wenn  c  eine  beliebige  Kon- 
stante bezeichnet: 

c.  ln^,  +  cb-.  +  chi- =0. 

0  l  Q 

Demnach  erhalten  wir  für  die  Entfernung  E^y  der  Punkte 
(x)  und  (y)  die  Gleichung: 


(5)  E,y  =  c  .In 


o    yo    o    _  ö    ö 


Wenn  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv  ist^ 
so  mufs  c  oflfenbar  einen  reellen  Wert  haben;  wenn  aber  dieser 
Ausdruck  negativ  ist,  so  hat  man  der  Konstanten  c  einen  rein 
imaginären  Wert  beizulegen.  Die  letzte  Behauptung  beweist  man 
durch  die  folgende  Rechnung,  welche  zugleich  den  Abstand  in 
reeller  Form  liefert. 

Setzt  man  a  +  bi  =  M  (^cos  a  +  i  sin  a),  so  folgt : 

.   a  +  bi       ,    cos  a  +  i  sin «       ,      e"^  ,        ,^i        .   . 

In    -  -  .  .  =  hl  -  .  - .  -  =  In ;  ==  In  e  *"*  =  2ai. 

a  —  bi  cos  a  —  i  sm  «  e"*'^ 

Wenn  also 


a=  /^xy,    b  =  VnxxSiyy  -    i^xyi^xy 

gesetzt  wnrd,  so  folgt  aus 

M*  =  a*  +  b*  =  iixx^yy  und  M  cos  u  =  a: 

^xy 

COS  «  =      -  -.nrf— -    • 

Aus  (5)  ergiebt  sich: 

Exy  =  c  .  2ai  oder  für  Exy  =  «k  :  c  =   . ,  also 

E  <i 

(i>)  cos  ^:^^  =  ~  -'^^ 


Die  Kurve  /i  =  0  soll  jetzt  in  bekannter  Weise  durch 
Linienkoordinaten  Ui,  u^,  Uj  dargestellt  werden,  und  die  neue 
Gleichung  sei : 
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(7)  H^^  —  2AixUi\x^^0, 
Zwei   Gerade  (u)  und  (v)  mögen   sich  schneiden   und  die  vom 
Schnittpunkte  an  das  Gebilde  (7)  gelegten  Tangenten  mögen  die 
Koordinaten  haben  (u-|-i^i«0  und  (u  +  iU2i').    Dann  ergeben  sich 
1*1   und  fif  als  Wurzeln  der  Gleichung: 

(8)  Hau  +  2/e  Huü  +  /i«Hvi;  =  0, 

wo  die  Bedeutung  der  Ausdrücke  Hau,  H^v,  üw  unmittelbar  klar 
ist.     Demnach  ist  das  Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen: 

fl\         HuV  ^"  r  HuvHov  —  HuaHvr 
^2  HuV — KHuvHur    —    HanHri; 

Dies  bleibt  bei  jeder  Transformation  ungeändert,  durch 
welche  Si  und  somit  auch  H  in  sich  verwandelt  wird ;  es  ist  also 
eine  Funktion  des  Winkels  f  der  beiden  Geraden,  Demnach 
kann  der  Winkel  ganz  entsprechend  der  Gleichung  (5)  oder  (6) 
dargestellt  werden.     Wenn  speziell  die  Wurzel  einen  imaginären 

Wert  hat,  so  setze  man  c  =  ^^  und  erhält  auf  demselben  Wege, 

der  uns  vorhin  zur  Gleichung  (6)  geführt  hat: 

(9)   cos  f  =      :_-_i^-  • 

y  HuuHia* 

Nennen  wir  der  Kürze  wegen  den  Kegelschnitt  Si  =  0  den 
unendlich  fernen  Kegelschnitt,  so  können  wir  die  erhaltenen 
Resultate  in  folgender  Weise  aussprechen: 

Die  Entfernung  zweier  Punkte  ist  gleich  dem  mit  einer 
gewissen  Konstanten  multiplizierten  Logarithmus  des  Doppelver- 
hältnisses der  Punkte  zu  den  beiden  Schnittpunkten  ihrer  Ver- 
bindungsgerade mit  dem  unendlich  fernen  Kegelschnitt.  Ebenso 
ist  der  Winkel,  den  zwei  Gerade  mit  einander  bilden,  bis  auf 
einen  konstanten  Faktor  gleich  dem  Logarithmus  des  Doppel- 
verhältnisses, in  dem  die  Geraden  zu  den  beiden  Tangenten  stehen, 
welche  von  ihrem  Schnittpunkte  aus  an  den  unendlich  fernen 
Kegelschnitt  gezogen  werden  können. 

Wenn  der  Kegelschnitt  /i  =  0  imaginär  ist,  d.  h.  wenn  die 
Form  Ä  für  reelle  Gröfeen  xi ,  x« ,  X3  nur  dadurch  zum  Ver- 
schwinden gebracht  werden  kann ,  dafs  man  Xi  =  x^  ==  X3  =»»  0 
setzt,  so  können  auch  die  Schnittpunkte  mit  keiner  reellen  Ge- 
raden reell  sein.     Daher  mufs  in  (5)  unter  dem  Wurzelzeichen 
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eine  negative  Gröfse  stehen;  für  die  Entfernung  gilt  also  die 
Formel  (6).  In  diesem  Falle  wird  auch  bei  reellen  Werten  von 
Uly  U2,  Us  die  Form  H  nur  für  Ui  =U2  =  U8=0  verschwinden 
können;  somit  wird  der  Winkel  zweier  Geraden  (u)  und  fr)  durch 
die  Formel  '9)  dargestellt.  Schon  hieraus  erkennen  wir,  dafs 
hierdurch  eine  elliptische  Raumform  dargestellt  wird. 

Wenn  es  aber  reelle  Zahlen  giebt,  für  welche  die  Form  Ä 
verschwindet,  so  möge  der  dargestellte  Kegelschnitt  nicht  zer- 
fallen. Wir  betrachten  zunächst  nur  Punkte  im  Innern  des  Kegel- 
schnitts, d.  h.  Punkte  von  der  Eigenschaft,  dafs  jede  hindurch- 
gelegte Gerade  den  Kegelschnitt  schneidet.  Dann  hat  die  Gleichung 
(2)  stets  zwei  reelle  Wurzeln;  demnach  ist  die  Konstante  c  in 
(5)  reell  zu  wählen.  Wir  können  aber  auch  in  (6)  für  k  eine 
rein  imaginäre  Gröfse  li  setzen  und  erhalten: 

(10)  Chv=  Jk 


Wenn  sich  zwei  Gerade  im  Innern  des  Kegelschnitts  schneiden, 
so  kann  offenbar  durch  den  Schnittpunkt  keine  Tangente  an  den 
Kegelschnitt  gelegt  werden;  die  Gleichung  (8)  hat  also  zwei 
imaginäre  Wurzeln  und  infolgedessen  bleibt  die  Formel  (9)  unge- 
ändert.  Alles  dies  steht  in  Übereinstimmung  mit  der  hyperbo- 
lischen Geometrie. 

Wollten  wir  aber  den  Punkt  im  Äufsern  des  Kegelschnitts 
annehmen,  so  würden  wir  zu  einem  System  von  Sätzen  gelangen, 
welches  mit  der  Erfahrung  nicht  übereinstimmt.  So  werden  bei 
der  Ruhe  eines  Punktes  zwei  gerade  Linien,  nämlich  die  beiden 
von  ihm  aus  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten,  in  Deckung 
mit  ihrer  Anfangslage  bleiben;  jeder  nicht  in  einer  von  ihnen 
gelegene  Punkt  nähert  sich  bei  unbeschränkter  Fortsetzung  der 
Bewegung  einer  der  beiden  Tangenten,  kann  also  hierbei  nicht 
in  seine  Anfangslage  zurückkehren.  Noch  in  anderer  Weise 
erkennt  man  leicht  die  Unzulässigkeit  dieser  Bedingung.  Für  unsere 
Geometrie  ist  es  wesentlich,  dafs  jede  Gerade  mit  jeder  andern 
Geraden  zur  Deckung  gebracht  werden  kann.  Wenn  aber  eine 
Gerade  den  Kegelschnitt  schneidet,  so  kann  sie  durch  die  zu- 
lässigen Transformationen  nur  in  solche  Gerade  übergeführt  werden, 
welche  ebenfalls  schneiden,  aber  nicht  in  jede  beliebige  Gerade. 
Deshalb  müssen  wir  von  diesem  Falle  absehen. 
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Um  die  Übereinstimmung  der  durch  die  vorstehende  Be- 
trachtung gewonnenen  Raumformen  mit  den  früher  entwickelten 
noch  deutlicher  hervortreten  zu  lassen,  denken  wir  uns  die  Koor- 
dinaten Xi,  Xa,  X3  so  gewählt,  dafs  die  Form  Si  sich  als  Summe 
von  Quadraten  darstellt.     Wir  wollen  zunächst 

(11)  i2„=k«xx«.fx,«-f  xs^ 
voraussetzen.     Dann  gelten  für  die  Transformations-Koeffizienten 
die   in    §  9   Gleichung  (4i    aufgestellten   Bedingungen.      Zudem 
können  wir,  da  es  nur  auf  die  Verhältnisse  Xi  :  x^ :  x.^  ankommt,, 
die  Voraussetzung  machen: 

Dann  geht  die  Gleichung  (6)  über  in: 

k»coSj;  =  k«Xiyi  +X2y2-f  xays. 

Jetzt  nimmt  H  die  Gestalt  an: 

(12)   H„a  =  'j^^/  +  U2«-fU5S 

und  wir  können  allgemein  H=  l  voraussetzen.     Dadurch  wird: 

cos  *  ==  -^—  -f  Uii>2  +  Uat;^. 

Die  Formeln  werden  also  mit  den  im  vorigen  Paragraphen 
für  eine  elliptische  Raumform  aufgestellten  identisch. 

Der  Fall,  dafs  der  Kegelschnitt  reell  ist  und  nur  Punkte 
in  seinem  Innern  betrachtet  werden,  wird  aus  dem  vorigen  er-^ 
halten,  indem  wir  k*  mit  — 1*  vertauschen;  wir  erhalten  also  die 
Formeln  einer  hyperbolischen  Raumform. 

§  11- 
Übertragung  auf  den  Baum. 

Da  die  in  den  §§  8  und  9  entwickelten  Gesetze  für  jede 
Ebene  gelten,  übertragen  sich  die  gewonnenen  Resultate  unmittel- 
bar auf  den  Raum.  Für  einen  endlichen  Teil  desselben,  in  welchem 
die  am  Schlufs  des  ersten  Paragraphen  aufgestellten  Forderungen 
erfüllt  sind,  giebt  es  nur  drei  Möglichkeiten,  und  solange  wir  nur 
einen  solchen  Bereich  betrachten,  haben  wir  nur  einen  hyper- 
bolischen, parabolischen  und  elliptischen  Raum  zu  unterscheiden. 
Jeder  ist  charakterisiert  durch  die  Form  der  Transformation,  welche 
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fiir  die  Verschiebung  einer  Geraden  in  sich  gilt  Vergleichen 
wir  hiermit  die  Ergebnisse  des  vorigen  Abschnitts,  so  folgt,  dafs 
die  euklidische  Raumform  als  parabolisch,  die  Lobatschewskysche 
als  hyperbolisch,  dagegen  die  Riemannsche  und  ihre  Polarform 
beide  als  elliptisch  zu  bezeichnen  sind. 

Wollen  wir  ganz  auf  dem  Boden  der  projektiven  Geometrie 
bleiben,  so  können  wir  folgende  Erwägung  anstellen.  Die  all- 
gemeine projektive  Umgestaltung  des  Raumes  hangt  von  fiin&ehn 
willkürlichen  Parametern,  den  Verhältnissen  der  16  Transforma- 
tions-Koeffizienten ab.  Diese  wollen  wir  so  beschränken,  dafs 
die  Gesamtheit  der  auszuwählenden  Transformationen  nur  noch 
von  sechs  Parametern  abhängt.  Allerdings  erhalten  wir  dadurch 
noch  ganz  verschiedene  sechsgliedrige  Transformations-Gruppen. 
Wir  wählen  diejenigen  aus,  für  welche  jedesmal  bei  der  Ruhe 
z\^'eier  Punkte  ein  bewegter  Punkt  bei  fortschreitender  Bewegung 
in  seine  Anfangslage  zurückgeführt  werden  kann;  oder  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  wir  suchen  diejenigen  sechsgliedrigen  Trans- 
formations-Gruppen,  welche  gestatten,  eine  Gerade  mit  jeder 
andern  zur  Deckung  zu  bringen.  Dadurch  werden  wir  zu  dem- 
selben Resultate  «»etuhrt. 

Statt  dessen  können  wir  aber  auch  nach  denjenigen  projek- 
tiven Transformations-Gruppen  fragen,  welche  eine  fest  gewählte 
Fläche  ungeänden  lassen.  Wir  wollen  hierfür  eine  eigentliche 
Fläche  zweiter  Ordnung  voraussetzen,  also  den  Kegel  und  den 
Kegelschnitt  ausschliefsen.     Die  Gleichung  dieser  Hache  sei: 

WO  jetzt  die  vier  \'ariabeln  Xi,  xj,  xj,  x^  benutzt  werden.  Dann 
bleiben  die  Entwicklungen  ungeändert,  welche  sich  im  vorigen 
Paragraphen  an  die  Formen  ü  und  H  anschlössen.  Somit  gelten 
wieder  die  Formeln  (4\  '5i,  «6\  •9«  mit  dem  Unterschiede,  dafs 
jetzt  die  Summation  sich  auf  die  vier  Marken  1 ...  4  erstreckt. 
SoU  aber  eine  Gerade  mit  jeder  andern  zur  Deckung  gebracht 
werden  können,  so  müssen  die  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gelten  Geraden  die  Fläche  entweder  samtlich  schneiden  oder 
sämtlich  nicht  schneiden.  Daher  darf  die  Fläche  keine  gerade 
Linie  enthalten;  zudem  müssen  die  Punkte,  wenn  die  Flache  reell 
ist,  in  ihrem  Innern  angenommen  werden.  Wir  erhalten  also 
auch  hier  nur   r^ei   Fälle.     Erstens   können   wir   die  Fläche  als 
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imaginär  voraussetzen.     Dann  ist  es  gestattet,  die  Gröfsen  xi,  xg, 
Xa,  X4  und  Ui,  Ug,  U3,  U4  so  zu  wählen,  dafs  ist: 

fi=ak»Xi«  +  X2«  +  X3«  +  X4«=k«,    Und 
H-?^^  +  U,»  +  U3«+U4*=l. 

In  diesem  Falle  gilt  für  den  Abstand  e  zweier  Punkte  (x) 
und  (y)  die  Relation: 

k»  cos  ^  =  k«xi  .  yi  +  xjy,  +  xsy»  +  X4y4 

und  für  den  Winkel  *  zweier  Ebenen  (u)  und  (1»): 

cos  *  =  -j7^  +  U^Vi  +  Usl^s  +  U4l'4. 

Z>veitens  dürfen  wir  die  Fläche  reell  ungeradlinig  annehmen. 
Die  entsprechenden  Formeln  werden  erhalten,  indem  man  k- 
durch  —  1*  ersetzt.  Jede  der  gemachten  Voraussetzungen  liefert 
ein  System,  welches  unserer  Erfahrung  genügt. 

Was  die  übrigen  Gebilde  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse 
betrifit,  so  übersieht  man  sofort,  dafs  sie  im  allgemeinen  nicht 
zu  Grunde  gelegt  werden  dürfen,  wenn  man  die  Forderung  stellt, 
dafs  eine  Gerade  mit  jeder  andern  zur  Deckung  gebracht  werden 
kann.  Nur  bei  einem  imaginären  Kegelschnitt  kann  dieser  For- 
derung noch  genügt  werden.  Man  könnte  daher  versucht  sein, 
die  parabolische  Geometrie  auf  der  Annahme  aufzubauen,  dafs 
die  zu  benutzenden  Transformationen  einen  solchen  Kegelschnitt 
nicht  verändern.  Soll  aber  für  X4  =  0  zugleich  Xi  *  +  X2  *  +  xs  ^ 
ungeändert  bleiben,  so  müssen  bei  Benutzung  der  Transformationen : 

Xi  =  2xpix\x    für  /,  X  =  1  ...  4 
die  Beziehungen  bestehen: 

P41  =  P4»  =  P48  =  0, 

Pll*  +  Pl2*+Pl3*  =  P21*  +  P22*  +  P23^=P3l*+P32*+P8S^ 

PnPti  +P12P22  +Pl8P«3  =.  .  .     =0. 

Da  es  nur  auf  die  Verhältnisse  ankommt,  darf  man  P44  =  1 
annehmen,  und  dann  hangen  die  Koeffizienten  von  sieben  will- 
kürlichen Gröfsen  ab.  Um  das  Wesen  der  hierdurch  bestimmten 
Mannigfaltigkeit  zu  erkennen,  bilden  wir  sie  auf  den  parabolischen 
(euklidischen)  Raum  ab,  indem  wir 

Xi  Xg  X3 

-  =  X,       =  y,  —  =  z 
X4  X4  X4 
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setzen  und  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Cartesische  Koordinaten 
betrachten.  Sind  dann  (x,  y,  z)  und  (x',  y ,  z)  die  Koordinaten 
zweier  Punkte  und  gehen  diese  durch  die  angegebene  Trans- 
formation in  fX,  Y,  Z),  (X,  Y',  Z')  über,  so  wird  sein: 

(X— X,i«+(Y— Y)«+(Z-Z  )«  =  a«!u -x')*+(y— y'j*+(z-z')»}. 

Somit  ändern  sich  alle  Strecken  nach  dem  konstanten  Ver- 
hältnis a;  jedes  räumliche  Gebilde  geht  also  in  ein  ähnliches  über. 
Die  aufgestellte  Transformations- Gruppe  stellt  also  eine  Umge- 
staltung des  Raumes  dar,  bei  welcher  nicht  die  Längen,  sondern 
nur  die  sämtlichen  Winkel  ungeänden  bleiben. 

Will  man  also  auf  diesem  Wege  zur  parabolischen  Geometrie 
gelangen,  so  muls  man  noch  eine  weitere  Beschränkung  ein- 
fuhren. So  kann  man  die  Forderung  stellen:  Es  soll  nicht  möglich 
sein,  bei  der  Ruhe  eines  Punktes  eine  durch  denselben  gehende 
Gerade  in  sich  zu  verschieben.  Statt  dessen  kann  man  auch 
verlangen,  dafs  bei  der  Ruhe  eines  Punktes  ein  zweiter  Punkt 
nicht  mehr  jede  beliebige  Lage  erhalten  kann,  sondern  gezwungen 
ist,  auf  einer  Fläche  zu  verbleiben.  Endlich  dürfen  wir  zu  der 
Forderung,  dafe  ein  imaginärer  Kegelschnitt  unverändert  bleibt, 
noch  die  weitere  hinzufugen,  dafs  die  Gesamtheit  der  Bewegungen 
nur  eine  sechsfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bildet.  Da  der 
Beweis  dieser  Behauptungen  zwar  leicht  ist,  aber  immerhin  die 
ersten  Sätze  aus  der  Theorie  der  Transformations-Gruppen  benutzt, 
möge  er  nur  im  Anhange  mitgeteilt  werden.*^) 

Indessen  kann  man  noch  auf  einem  andern  Wege  zur  para- 
bolischen Geometrie  gelangen.  Die  für  einen  elliptischen  Raum 
angegebenen  Formeln  gelten  für  jeden  Wert  von  k*.  Man  kann 
daher  nach  dem  Grenzwerte  fragen,  dem  sich  die  Formeln  bei 
unbegrenzt  wachsendem  Werte  von  k*  nähern.  Den  Ausdruck 
für  den  Winkel  zweier  Ebenen  erhält  man  dann  unmittelbar. 
Um  den  Abstand  zweier  Punkte  darstellen  zu  können,  ersetzen 
wir  den  Cosinus  durch  den  Sinus.     Dann  folgt: 

c  e 

k*  sin».-  =  k»  — k*cos»r-  = 
k  k 

(k^»+Ui'-hviHwi»)(kn,'-fu»'-fi^2'+w,»)-(kn|t,-fUiU»  +  i;ii;t-fwtW,i- 

'       "  ' "         k« 

(Uli;,  — UaVi)«  -h 


-(t,U2-t,Ui)«  +  (tii;,-tiVi)'^  +  (tiW,  — t,wi)«  + 


k« 
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Bei  wachsendem  k*  kommen  ti  und  t^  immer  näher  an  eins, 

e 
II,    V,  w  immer  näher  an  gewisse  Längen  x,   y,  z  und  k  sin   . 

immer  näher  an  e.     Somit  gilt  die  Gleichung: 

e«  =  (X  -  X')«  +  (y  -  yy  +  (z  -  zr- 
Derselbe  Grenzwert  wird  aber  erhalten,  wenn  man  in  einer 
hyperbolischen  Raumform  1*  unbegrenzt  wachsen  läfst.    Demnach 
stellt  die  parabolische  Raumform  die  Grenze  zwischen  der  ellip- 
tischen und  hyperbolischen  dar. 

Statt  die  Gesamtheit  der  projektiven  Umgestaltungen  durch 
die  Forderung  zu  beschränken,  dafs  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  sich  verbleiben  soll,  kann  man  durch  manche  andere  Beschrän- 
kung der  allgemeinen  projektiven  Gruppe  zur  Metrik  gelangen. 
Unter  anderem  kann  man  von  gewissen  Eigenschaften  der  starren 
Bewegung  ausgehen.  Zwar  wird  es  möglich  sein,  bei  passender 
Wahl  der  zu  Grunde  gelegten  Eigenschaften  die  lästigen  Rech- 
nungen des  §  8  durch  einfache  und  natürliche  Entwicklungen  zu 
ersetzen;  aber  man  verläfst  bei  jedem  derartigen  Verfahren  den 
rein  projektiven  Standpunkt.  Man  fügt  nur  einen  neuen  Beweis 
dafür  bei,  dafs  die  Voraussetzungen  Euklids  auch  bei  ihrer  Be- 
schränkung auf  ein  endliches  Gebiet  zur  Begründung  der  Geo- 
metrie genügen  und  die  drei  bekannten  Systeme  liefern.  Wollen 
wnr  aber  eine  neue  Herleitung  suchen,  die  ganz  auf  dem  Boden 
der  Projektivität  bleibt,  so  können  wir  folgende  Erwägung  an- 
stellen. 

Die  projektiven  Umgestaltungen  des  Raumes  gestatten  in 
ihrer  Gesamtheit  nicht  nur,  jeden  Punkt  in  jeden  andern  Punkt, 
sondern  auch  jede  Gerade  in  jede  andere  Gerade  und  jede  Ebene 
in  jede  andere  Ebene  zu  transformieren.  Beschränkt  man  sich 
auf  einen  beliebig  kleinen  Bereich  oder,  wie  wir  der  Kürze  wegen 
sagen  wollen,  auf  die  Umgebung  eines  gewissen  Punktes,  so  kann 
man  nach  der  kleinsten  projektiven  Gruppe  fragen,  welche  im- 
stande ist,  alle  hierin  gelegenen  Punkte,  Geraden  und  Ebenen 
in  einander  überzuführen.  Hierbei  tritt  die  merkwürdige  Verein- 
fachung ein,  dafs  man  sich  auf  Ebenen  oder  auf  Geraden  be- 
schränken darf,  dafs  man  also  etwa  nur  die  Forderung  zu  stellen 
braucht:  Von  der  allgemeinen  projektiven  Gruppe  des  Raumes 
soll  die  kleinste  Untergruppe  gesucht   werden,  die  imstande  ist, 
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alle  in  der  Umgebung  eines  Punktes  gelegenen  Ebenen  in  ein- 
ander zu  transformieren.  Dieser  Forderung  genügt  man  nur  durch 
die  eUiptische,  die  parabolische  und  die  h3rperbolische  Geometrie. 
Die  kleinste  Untergruppe,  durch  welche  die  gestellte  Forderung 
befriedigt  wird,  enthält  nämlich  noch  eine  willkürliche  Konstante; 
jenachdem  diese  positiv,  null  oder  negativ  ist,  wird  die  Ver- 
schiebung der  Geraden  in  sich  (d.  h.  die  projektive  Beziehung 
der  Punkte  einer  Geraden  auf  einander)  durch  eine  elliptische, 
parabolische  oder  hj-perbolische  Transformation  dargestellt. 

Da  der  Beweis  dieser.  Behauptung  einige  Sätze  aus  der  Theorie 
der  Transformations  -  Gruppen  voraussetzt,  die  leider  nicht  als 
allgemein  bekannt  vorausgesetzt  werden  können,  ziehe  ich  es  vor, 
ihn  an  einer  andern  Stelle  zu  veröffentlichen.  Auch  will  ich 
nicht  darauf  eingehen,  die  Frage  zu  beantwonen,  welche  Be- 
schränkung am  besten  geeignet  ist,  die  Forderung  zu  ersetzen, 
dafe  die  Untergruppe  gerade  die  geringste  Zahl  von  Parametern 
haben  soll. 

§  12. 
BüokbUek. 

Die  volle  Bedeumng  der  auf  den  vorangehenden  Seiten  durch- 
geführten Entwicklungen  kann  erst  im  zweiten  Bande  erkannt 
werden.  Dort  werden  wir  also  nochmals  auf  die  Lehren  dieses 
Abschnitts  eingehen  und  einzelne  Punkte  näher  besprechen,  welche 
hier  nur  angedeutet  werden  können. 

Ein  Vorteil,  der  in  rein  theoretischer  Hinsicht  wohl  nicht 
der  bedeutsamste  ist,  aber  bei  unserer  Behandlung  am  klarsten 
hervortritt,  möge  an  erster  Stelle  erwähnt  werden.  Nachdem  es 
gelungen  war,  alle  Sätze  der  Projektivität  herzuleiten,  ohne  ein 
gewisses  Gebiet  zu  verlassen  und  ohne  den  Begriff  der  Länge 
einer  Strecke  oder  des  Winkels  zweier  Geraden  vorauszusetzen, 
brauchten  wir  nur  einige  der  einfachsten  metrischen  Sätze,  deren 
Beweis  keinerlei  Bedenken  unterliegt,  anzunehmen,  um,  gestützt 
auf  projektive  Sätze,  die  Metrik  einwurfsfrei  aufzubauen.  Dabei 
stellten  sich  von  Anfang  an  drei  verschiedene  Fälle  als  gleich- 
berechtigt heraus;  jeder  unter  ihnen  gestattete  einen  streng  folge- 
richtigen Aufbau  und  führte  zu  einem  Formelsystem,  aus  welchem 
jedesmal   die  Gesamtheit   aller   geometrischen   Beziehungen   ver- 
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mittelst  rein  analytischer  Folgerungen  hergeleitet  werden  kann. 
Jede  dieser  Möglichkeiten  wurde  charakterisiert  durch  eine  gewisse 
Gleichung,  deren  Wesen  schon  erkannt  werden  kann,  wenn  man 
nur  zwei  Lagen  einer  Strecke  auf  einer  einzigen  Geraden  mit 
einander  vergleicht.  Weder  der  Ausgangspunkt  noch  der  weitere 
Aufbau  gestattete,  eine  dieser  Möglichkeiten  zu  bevorzugen;  ihre 
theoretische  Gleichberechtigung  kann  also  nicht  dem  geringsten 
Zweifel  unterliegen.  Dabei  erkennen  wir,  dafs  alle  Voraussetzungen, 
welche  in  den  Lehrbüchern  gemacht  werden  und  nicht  implicite 
über  einen  gewissen  endlichen  Bereich  hinausgehen,  speziell  also 
auch  die  Grundlagen,  von  denen  Euklid  ausgeht,  wofern  man 
von  der  Unendlichkeit  der  Geraden  und  damit  vom  Parallel-Axiom 
absieht,  für  jede  dieser  Möglichkeiten  ihre  Geltung  bewahren. 
Auch  bei  der  ganzen  Herleitung  waren  wir  nicht  gezwungen, 
über  das  einmal  gewählte  Gebiet  hinauszugehen. 

Die  §§  24  und  25  des  ersten  Abschnitts  haben  zwar  auch 
zu  demselben  Resultate  geführt.  Aber  dort  mufsten  wir  zunächst 
die  Eigenschaften  eines  unendlich  kleinen  Gebietes  zu  Grunde 
legen  und  für  ein  solches  die  Übereinstimmung  mit  der  eukli- 
dischen Geometrie  beweisen.  Ein  derartiges  Verfahren  erfordert 
grofse  Vorsicht  bei  der  Herleitung  der  Sätze  und  setzt  genauere 
Untersuchungen  über  die  Stetigkeit  voraus.  Um  so  erwünschter 
mufs  es  uns  sein,  hier  einen  Weg  gefunden  zu  haben,  welcher 
von  derartigen  Erwägungen  unabhängig  ist. 

Die  hier  benutzten  Kleinschen  Bezeichnungen  für  die  ein- 
zelnen Raumformen  bieten  manche  Vorzüge  vor  den  von  Riemann 
eingeführten.  Riemann  unterscheidet  Räume  positiver,  verschwin- 
dender und  negativer  Krümmung.  Hierdurch  sind  manche  ver- 
leitet worden,  das  Wort  Krümmung  i'm  geometrischen  Sinne  zu 
nehmen,  was  nicht  gestattet  ist,  während  nur  gewisse,  für  den 
Raum  charakteristische  Formeln  nach  ihrer  analytischen  Seite 
unterschieden  werden  sollen.  Der  Kleinschen  Bezeichnung  aber 
liegt  ein  Prinzip  zu  Grunde,  welches  zu  keinem  Mifsverständnis 
führen  kann.  Die  Transformation,  welche  bei  Verschiebung  einer 
Geraden  in  sich  angewandt  werden  mufs,  wird  ihrer  analytischen 
Natur  nach  entweder  elliptisch  oder  parabolisch  oder  hyperbolisch 
sein.  Jede  dieser  Möglichkeiten  ist  für  die  Raum  form  selbst 
charakteristisch  und  deshalb  darf  der  für  die  Transformation  gel- 
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tende  Namen  auf  die  Raumform  selbst  übertragen  werden.  Jedoch 
wird  es  notwendig  sein,  die  Bezeichnung  nur  für  ein  endliches 
Gebiet  der  bezeichneten  Art  und  nicht  auch  für  den  weiteren 
Verhuf  der  Raumform  anzuwenden. 

Die  gröfee  Bedeutung  haben  jedoch  die  durchgeführten  Ent- 
wicklungen für  die  projektive  Geometrie,  welche  auf  dem  ange- 
gebenen Wege  erst  eine  feste  Grundlage  und  einen  konsequenten 
Abschlufs  erhält.  Nur  beiläufig  möchte  ich  darauf  hinweisen, 
dafs  von  den  \icT  im  ersten  Abschnitt  gefundenen  Raumformen 
die  Kleinsche  den  Anforderungen  der  Projektivität  am  vollsten 
entspricht,  da  in  ihr  je  ywei  Ebenen  sich  in  einer  Geraden,  je 
drei  Ebenen  in  einem  Punkte  schneiden  und  je  zwei  Gerade  der- 
selben Ebene  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben. 

Indem  v.  Staudt  die  »unendlich  ferne  Ebene«  hinzunimmt 
und  die  auf  derselben  gelegenen  Gebilde  als  »uneigentliche«  von 
den  übrigen  Gebilden  unterscheidet,  bewegt  er  sich  streng  ge- 
nommen auf  dem  Gebiete  der  Metrik.  Denn  die  Projektivität 
führt  z.  B.  »uneigentlichea  Punkte  in  »eigentliche«  über,  nimmt 
also  beide  als  gleichberechtigt  an.  Indem  man  diese  Unterschei- 
dung desungeachtet  einführt,  erkennt  man  über  der  Projektivität 
ein  höheres  Prinzip  an,  welches  erst  die  wahre  Grundlage  liefert. 
Diesem  Mangel  entgehen  wir,  indem  wir  die  am  Schlüsse  des 
ersten  Paragraphen  angegebenen  Grundsätze  voranstellen  und 
innerhalb  des  dort  bestimmten  Gebietes  bleiben.  Wollen  wir 
dann  ein  abgeschlossenes  Ganzes  haben,  so  werden  wir  am  besten 
•thun,  was  wir  hier  der  Kürze  wegen  unterlassen  haben,  die 
Theorie  der  uneigentlichen  (d.  h.  diesem  Gebiete  nicht  ange- 
hörenden) Punkte,  Geraden  und  Ebenen  durch  Betrachtungen  zu 
entwickeln,  welche  sich  ganz  in  dem  angenommenen  Bereiche 
bewegen.  Dadurch  ist  eine  Grundlage  gewonnen,  welche  voll- 
ständig in  sich  abgeschlossen  ist  und  der  Metrik  gar  nicht  bedarf. 

Der  »Geometrie  der  Lage«  fügt  Staudt  sowohl  in  seinem 
Hauptwerk  als  in  jedem  Hefte  seiner  »Beiträge«  einige  Abschnitte 
bei,  welche  er  nur  als  Anhang  betrachtet  wissen  will,  weil  darin 
metrische  Beziehungen  entwickelt  werden.  Den  Übergang  von 
der  Projektivität  zur  Metrik  kann  Staudt  natürlich  nicht  geben; 
der  vorliegende  Abschnitt  zeigt  einen  solchen  und  ergänzt  dadurch 
eine  Lücke  der  Staudtschen  Theorie. 
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Hierüber  möchte  ich  einige  Bemerkungen  beifügen,  selbst 
auf  die  Gefahr  hin,  dafs  sie  an  dieser  Stelle  nicht  allgemein  ver- 
ständlich sind.  Die  Aufgabe  der  projektiven  Geometrie  geht 
weiter,  als  sie  meistens  gefafst  wird.  Es  genügt  nicht,  die  ein- 
zelnen Gebilde  zu  definieren  und  ihre  Eigenschaften  zu  entwickeln. 
Wir  müssen  aufserdem  die  Gesamtheit  der  Transformationen  unter- 
suchen, dabei  aber  auch  die  einzelnen  Transformationen  klassifi- 
zieren und  ihre  Besonderheiten  kennen  lernen.  Endlich  müssen 
wir  wieder  die  sämtlichen  in  sich  abgeschlossenen  Systeme  von 
Transformationen  aufstellen  und  deren  charakteristische  Eigen- 
schaften entwickebi.  Hierdurch  tritt  die  projektive  Geometrie  in 
enge  Beziehung  zur  Theorie  der  Lieschen  Transformations-Gruppen. 
Für  den  Raum  hängt  die  Gruppe  sämtlicher  projektiver  Umge- 
staltungen von  15  Parametern  ab.  Zur  Aufgabe  dieser  Theorie 
gehört  es,  die  sämtlichen  Untergruppen  in  Klassen  einzuteilen. 
Da  interessieren  zunächst  die  eingliedrigen  Untergruppen,  bei 
denen  jedesmal  die  Punkte  in  gewissen  Linien  und  diese  Linien 
sämtlich  in  sich  verbleiben.  Aber  auch  die  Untergruppen  mit 
einer  gröfsern  Zahl  von  Parametern  müssen  gefunden  werden, 
und  zu  ihnen  gehören  diejenigen,  durch  welche  die  Bewegung 
in  einer  euklidischen  oder  nicht  -  euklidischen  Raumform  be- 
schrieben wird. 

Auch  die  Frage  nach  den  verschiedenen  Möglichkeiten,  welche 
unserer  Erfahrung  genügen,  kommt  darauf  hinaus,  die  verschie- 
denen Untergruppen  der  allgemeinen  projektiven  Gruppe  aufeu- 
stellen  und  jede  zu  prüfen,  ob  sie  mit  der  Erfahrung  vereinbar 
ist.  Für  einen  gewissen  allseitig  begrenzten  Bereich  ist  diese 
Frage  bereits  hier  vollständig  gelöst.  Wie  wir  aber  für  den 
ganzen  Raum  zum  Abschlufs  gelangen,  müssen  wir  späteren  Dar- 
legungen vorbehalten. 


Dritter  Abschnitt. 

Der  mehrdimensionale  Baum. 


§1- 

Euklids  Definitionen  des  Ponktes,  der  Linie,  der  Fl&ohe 

und  des  Körpers. 

Die  beiden  ersten  Abschnitte  beschäftigen  sich  vor  allem  mit 
der  Frage,  ob  die  Unendlichkeit  der  Geraden  und  das  fünfte 
Postulat  Euklids  zu  den  wesentlichen  Grundlagen  der  Geometrie 
gehören  oder  ob  man  die  Raumwissenschaft  auch  aufbauen  kann, 
indem  man  einerseits  die  Gerade  als  geschlossen  voraussetzt, 
andererseits  bei  der  Annahme  ihrer  Unendlichkeit  die  Parallelen- 
Theorie  nicht  als  streng  richtig  betrachtet.  Das  Ergebnis  unserer 
Untersuchung  legt  die  Aufgabe  nahe,  auch  die  übrigen  Voraus- 
setzungen Euklids  einer  eingehenden  Prüfung  zu  unterziehen.  Die 
vollständige  Erledigung  dieser  Aufgabe  müssen  wir  dem  zweiten 
Bande  vorbehalten;  an  dieser  Stelle  wollen  wir  anknüpfen  an 
Euklids  Definitionen  des  Punktes,  der  Linie,  der  Fläche  und  des 
Körpers,  die  sich  in  den  Vorbemerkungen  zum  ersten  und  zum 
elften  Buche  finden  und  die  in  wörtlicher  Übersetzung  folgender- 
mafsen  lauten: 
I.  1.  Ein  Punkt  ist,  was  keine  Teile  hat. 

2.  Eine  Linie  ist  eine  Länge  ohne  Breite. 

3.  Das  Äufserste  einer  Linie  sind  Punkte. 

4.  Eine  Fläche  ist,  was  nur  Länge  und  Breite  hat. 

5.  Das  Äufserste  einer  Fläche  sind  Linien. 

XL  L  Ein  Körper  ist,  was  Länge,  Breite  und  Höhe  hat. 
2.  Eines  Körpers  Grenze  ist  eine  Fläche. 
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Die  Mangelhaftigkeit  dieser  Definitionen  drängt  sich  dem 
Leser  sofort  auf.  So  wird  in  der  ersten  Definition  des  elften 
Buches  der  Begriff  des  Körpers  auf  die  von  Länge,  Breite  und 
Höhe  zurückgeführt,  also  ein  einfacher  auf  schwierigere  Begriffe. 
Denn  es  ist  jedem  von  vorn  herein  klar,  was  ein  Körper  sei; 
dagegen  mufs  der  Lehrer  die  Begriffe:  Länge,  Breite  und  Höhe 
erst  entwickeln.  Dabei  gebraucht  er  den  Körper,  aber  nicht  jeder 
Körper  ist  zur  Herleitung  geeignet;  denn  schwerlich  wird  jemand 
sagen  können,  was  bei  der  Kugel,  dem  Oktaeder  und  den  meisten 
andern  Körpern  unter  Länge,  Breite  und  Höhe  zu  verstehen  sei. 
In  voller  Reinheit  treten  diese  Begriffe  nur  beim  rechtwinkligen 
Parallelepipedon  auf,  also  bei  einem  Körper,  der  von  sechs  Recht- 
ecken begrenzt  wird.  In  jeder  Ecke  eines  solchen  Körpers  stofsen 
drei  Kanten  zusammen  und  diese  werden  als  Länge,  Breite  und 
Höhe  unterschieden. 

Ferner  wird  z.  B.  das  Wort  Länge  nicht  immer  in  demselben 
Sinne  gebraucht ;  denn  unter  der  Länge  eines  Körpers  wird,  wenn 
überhaupt  etwas,  so  doch  nur  eine  gerade  Strecke  verstanden, 
während  die  zweite  Definition  des  ersten  Buches  jeder  Linie  eine 
Länge  beilegt. 

Die  Begriffe :  Fläche,  Linie  und  Punkt  finden  sich  in  je  zwei 
Definitionen.  Wir  dürfen  wohl  annehmen,  dafs  durch  die  Worte  : 
Eines  Körpers  Grenze  ist  eine  Fläche,  nicht  die  Grenze  eines 
Körpers,  sondern  die  Fläche  definiert  werden  soll.  Dann  haben 
wir  für  jeden  solchen  Begriff  zwei  Definitionen,  und  es  bedarf 
des  Nachweises,  dafs  beide  auf  eine  einzige  hinauskommen. 

Jede  Definition  soll  uns  befähigen,  für  den  definienen  Begriff 
Sätze  herzuleiten.  Vergebens  würde  man  sich  aber  nach  Sätzen 
umsehen,  bei  deren  Beweis  man  etwa  davon  Gebrauch  macht, 
dafs  der  Körper  Länge,  Breite  und  Höhe  hat. 

Das  sind  einige  Bedenken,  die  sich  gegen  den  Wortlaut  der 
mitgeteilten  Definitionen  geltend  machen  lassen.  Den  Sinn,  den 
der  grofse  Geometer  mit  seinen  Worten  verbindet,  glauben  wir 
am  besten  zu  treffen,  wenn  wir  dem  Körper  drei,  der  Fläche 
zwei  und  der  Linie  eine  Dimension  beilegen.  Thun  wir  das,  so 
mufs  die  Zahl  der  Dimensionen  noch  erklärt  werden. 
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§2. 
Die  Zahl  der  Dimensionen  und  die  der  Koordinaten. 

Die  analytische  Geometrie  gebraucht  zur  Darstellung  der 
Punkte  in  der  Ebene  zwei  und  im  Räume  drei  Koordinaten.  Bei 
der  Darstellung  einer  Linie  macht  sie  die  Koordinaten  von  einer 
einzigen  veränderlichen  Gröfse  abhängig,  indem  sie  etwa  setzt: 
x  =  9)(t),  y  =  i//(t),  z  =  x(t),  wodurch  angedeutet  wird,  dafs 
X,  y,  z  von  einer  Gröfse  t  abhangen.  Ebenso  ergeben  sich  in 
vielen  Fällen  die  Eigenschaften  einer  Fläche  dann  besonders  einfach, 
wenn  man  ihre  Koordinaten  als  Funktionen  zweier  unbeschränkt 
veränderlichen  Gröfsen  u  und  v  darstellt,  also  setzt  x  =  (f  (u,  i»), 
y=e/'(u,  1»),  z  =  x(u,  t»).  Man  hat  demnach  vielfach  geglaubt, 
als  Zahl  der  Dimensionen  eines  Gebildes  die  Zahl  der  unabhän- 
gigen Variabein  ansehen  zu  dürfen,  welche  bei  ihrer  Darstellung 
nötig  sind.  Es  ist  aber  mifslich,  eine  Erklärung,  welche  unbe- 
dingt in  den  Beginn  der  Geometrie  gehört,  auf  eine  der  Geo- 
metrie an  sich  ganz  fremde  Betrachtung  gründen  zu  wollen,  und 
noch  dazu  auf  eine  solche,  zu  deren  Begründung  recht  viele  geo- 
metrische Sätze  erforderlich  sind. 

Indessen  fragt  es  sich,  ob  die  Zahl  der  Variabein,  welche 
zur  Darstellung  sämtlicher  Punkte  einer  Linie,  einer  Fläche  oder 
eines  Körpers  geeignet  sind,  notwendig  der  Zahl  der  Dimen- 
sionen gleich  sein  mufs.  Diese  Frage  mufs  offenbar  verneint 
werden,  wenn  es  z.  B.  gelingt,  den  sämtlichen  Punkten  eines 
Körpers  die  sämtlichen  Punkte  einer  Linie  so  zuzuordnen,  dafs 
jedem  Punkte  des  Körpers  ein  einziger  Punkt  der  Linie  und 
jedem  Punkte  der  Linie  ein  einziger  Punkt  des  Körpers  entspricht. 
Das  ist  aber  möglich,  wie  Hr.  G.  Cantor  zuerst  bewiesen  hat. 
Dabei  benutzt  er  den  allgemein  bekannten  Satz,  dafs  jede  irra- 
tionale Zahl  e  zwischen  null  und  eins  auf  eine  einzige  Weise  in 
der  Form  eines  unendlichen  Kettenbruches 

e= =  («1,    ((Qy    «3    •   •   •   ^^V  •   •   -j 


,  1 


1 


"'     r^v  +  .  .  . 
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dargestellt  werden  kann ,  wo  cfi ,  a^  ,  .  .  uy  .  .  .  positive  ganze 
Zahlen  sind.  Umgekehrt  bestimmt  eine  beliebige  Wahl  der  Zahlen 
«i ,  «2  •••«»'••  •  eine  einzige  Zahl  e  in  der  angegebenen  Weise. 

Man  wähle  die  Kanten  eines  Würfels  gleich  eins  und  fälle 
von  einem  Punkte  die  Senkrechten  ei ,  e» ,  es  auf  drei  seiner 
Grenzflächen ,  die  in  demselben  Eckpunkte  zusammenstofsen. 
Nimmt  man  den  Punkt  im  Innern  des  Würfels,  so  müssen  die 
drei  Gröfsen  ei ,  e2 ,  es  zwischen  null  und  eins  liegen.  Wir 
nehmen  zuerst  an,  die  drei  Gröfsen  seien  irrational.  Dann  läfst 
sich  jede  durch  einen  unendlichen  Kettenbruch  darstellen,  so  dafs 
wir  setzen  dürfen: 

ei  =  («1,  «8  .  .  .)>  ^2  =  (ßiy  ßi  .  .  .),  es  =  (Yi,  Yf  .  .  .). 

Wenn  wir  jetzt  positive  ganze  Zahlen  *i,  fj  •  •  •  einführen 
durch  die  Festsetzung: 

so  bestimmen  auch  f i ,  f ^  •  •  •  ^(>  •  •  •  eine  einzige  Zahl  1  zwischen 
0  und  1. 

Umgekehrt  kann  man  von  der  irrationalen  Zahl  1  ausgehen 
und  erhält  eindeutig  die  drei  Zahlen  Ci,  e2,  es  durch  die  Fest- 
setzung : 

Cl  ={*1,  ^4>  *7  •  •  •  *3V4-l  •  •  •) 
Cg  =(^25  *5>  ^8  •  •  •  ^3V+2  •  •  •) 
es=(f8,    f(j,    f9    .   .   .  fjv  .   .   .) 

Hierdurch  sind  allen  Punkten  im  Innern  des  Würfels,  deren 
Abstände  von  den  Grenzflächen  irrational  sind,  Punkte  auf  einer 
geraden  Strecke  eindeutig  so  zugeordnet,  dafs  auch  jedem  solchen 
Punkte  der  Strecke  ein  einziger  Punkt  des  Körpers  entspricht. 
Diese  Zuordnung  kann  denn  auch  auf  die  rationellen  Werte  aus- 
gedehnt werden.  Hiernach  ist  an  sich  die  Zahl  der  Variabein 
ganz  willkürlich,  welche  zur  Darstellung  der  Punkte  eines  Gebildes 
benutzt  werden.  Diese  Zahl  kann  beliebig  kleiner  oder  gröfser 
als  die  der  Dimensionen  des  Gebildes  gewählt  werden.  Sie  mufs 
nur  dann  der  Zahl  der  Dimensionen  gleich  genommen  werden, 
wenn  die  Zuordnung  stetig  sein  soll,  wie  Herr  Netto  bewiesen  hat. 

Wie  wenig  die  Zahl  der  Dimensionen  der  der  Variabehi 
entspricht,  zeigt  ein  von  Herrn  Peano  angegebenes  Beispiel,  wo 
durch  die  Gleichungen 
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x  =  7^(t),  y  =  ^(t) 

alle  Punkte  einer  Fläche  definiert  werden,  obwohl  y  (t)  und  if'  (t) 
stetige  und  eindeutige  Funktionen  von  t  sind. 

Zu  dem  Ende  legt  Hr.  Peano  die  Zahl  drei  als  Basis  des 
Zahlensystems  zu  Grunde  und  versteht  unter  den  Ziffern  ar,  bv,  Cv 
nur  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  2.  Dann  läfst  sich  jede  Zahl  t 
zwischen  null  und  eins  mit  Einschlufs  der  Grenzen  in  der  Form 
schreiben: 

(1)  t  ==  ^^  +  -  ^  +  gjj  +  •  •  •  +  o-  +  •  •  •  ===  L^i  >  ^2?  as  . . .  av  . . .]. 

Alle  irrationalen  Zahlen,  sowie  überhaupt  alle  Zahlen,  deren 
Nenner  keine  Potenz  von  drei  ist,  lassen  nur  eine  einzige  Dar- 
stellung zu,  die  dieser  Festsetzung  entspricht;  d.  h.  wenn  t  eine 
solche  Zahl  ist,  so  werden  durch  die  Gleichung  (1)  in  Verbindung 
mit  der  Forderung,  dafs  jedes  av  eine  der  drei  Zahlen  0,  1,  2 
sei,  alle  Zahlen  av  vollständig  bestimmt.  Alle  diese  Zahlen  t 
rechnet  Hr.  Peano  zur  ersten  Klasse. 

Wenn  aber  die  Zahl  t  den  Nenner  3"  hat,  so  kann  man 
(mit  Ausschlufs  der  Zahlen  0  und  1  selbst)  sie  entweder  in  der 
Form 

^  ^)    \ßl9    *^2   •  •  •  *ln— 1>    ^n>    ^>    2  .  .  .J. 

oder  in  der  Form 

darstellen,  wo  die  n — 1  ersten  Ziffern  in  (2)  und  (3)  überein- 
stimmen, ein  von  2  verschieden,  a'n  =  an  + 1  ist,  und  wo  in  (2) 
auf  an  lauter  Ziifern  2,  und  in  (3)  auf  a'n  lauter  Ziffern  null  folgen. 
Alle  diese  Zahlen  t  werden  der  zweiten  Klasse  zugerechnet. 

Jetzt  wird  zu  jeder  Ziffer  a  die  Komplementziffer  ka  =  2  — a 
eingeführt,  so  dafs  ist: 

(4)  k0  =  2,  kl  =  l,  k2=0. 

Ferner  soll  sein: 
(5)  k^a  =  k(ka)  =  2  —  ka,  .  .  .  k"a  =  2  —  k"~ia,  .  .  . 

Um  der  durch  die  Gleichung  (1)  definierten  Zahl  t  zwei 
weitere  Zahlen  zuzuordnen,  setze  man: 

bi  =ai,  ci=k''^'a2,  b2=k^2a3,  Ci=k^»+^2a^    .  .  . 
(6)    bn  =  k^'^^  +  ^»  +  -+^^»-^a,o_x,  Cn  =  k^'+^3+..  +  a.n-i^^^. 
Dann  soll  entsprechend  der  Gleichung  (1)  sein: 
(7)  X  =  [bi ,  bj  .  .  .  b^  .  . .],  y  =  [ci ,  Cj»  .  .  .  c^  .  .  .]. 
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Hiernach  sind  x  und  y  eindeutige  Funktionen  von  t.  Denn 
offenbar  sind  alle  Ziffern  b  und  c  bestimmt,  sobald  die  Ziffern 
a  gegeben  sind.  Wenn  aber  die  Zahl  t  der  zweiten  Klasse  an- 
gehört und  demnach  in  den  Formen  (2)  und  (3)  dargestellt 
werden  kann,  so  erhält  man  auch  für  x  und  y  je  zwei  verschie- 
dene Darstellungen;  man  kann  aber  zeigen,  dafs  diese  jedesmal 
denselben  Wert  liefern.  Demnach  bestimmt  jeder  Wert  von  t 
ein  einziges  Wertepaar  fx,  y). 

Zweitens  sind  x  und  y  stetige  Funktionen  von  t.  Sollen 
sich  nämlich  x   und  Xo   nur  um  ^— ,  y  und  yo  nur  um  ^  unter- 

scheiden,  so  erkennt  man,  dafs  sich  auch  t  und  to  nur  um  ^ 

unterscheiden  dürfen  und  dafs  man  ,«,  i*,   q  gleichzeitig  beliebig 
grofs  machen  kann. 

Umgekehrt  bestimmt  jede  Wahl  der  Ziffern  bi,  b^  .  .  .  und 
Ci ,  Ci  .  .  .  ein  einziges  System  der  Ziffern  a.  Denn  aus  den 
Gleichungen  (6)  ergiebt  sich  unmittelbar: 

ai  =bx,  aj  =  k^»ci,  as  =  k^^b^,  a4  =  k^^+^-'c,  .  .  . 
a2n_i  =k^^+^«  +  --  +  ^"-ib„,  a.,„  =  kb^  +  b«+-  +  ^°cn. 
Jede  Darstellung  der  Zahlen  x  und  y,  welche  den  Gleichungen 
(7)  entspricht,  liefert  somit  einen  einzigen  Wert  von  t.  Gehören 
also  die  Zahlen  x  und  y  beide  der  ersten  Klasse  an,  so  bestimmen 
sie  eine  einzige  Zahl  t;  wenn  aber  eine  dieser  Zahlen  in  die 
zweite  Klasse  zu  rechnen  ist,  so  gehören  zum  Wertepaar  (x,  y) 
zwei  Zahlen  t,  und  wenn  x  und  y  beide  eine  Potenz  von  drei 
zum  Nenner  haben,  so  erhält  man  aus  ihnen  vier  verschiedene 
Zahlen  t. 

Man  kann  demnach  eine  Strecke  auf  das  Innere  eines  Quadrats 
(mit  Einschlufs  der  Grenzen)  so  beziehen,  dafs  jedem  Punkte  der 
Linie  ein  einziger  Punkt  des  Quadrats  und  jedem  Punkte  des 
Quadrats  ein  oder  zwei  oder  vier  Punkte  der  Linie  entsprechen. 

Indem  man  die  Variabele  t  als  die  Zeit,  x  und  y  als  die 
Koordinaten  eines  Punktes  auffafst  und  die  Ortsveränderung  dieses 
Punktes  eine  Bewegung  nennt,  kann  man  dem  gewonnenen  Re- 
sultat auch  folgenden  Ausspruch  geben: 

Man  kann  einen  Punkt  so  bewegen,  dafs  er  jeden  Punkt  im 
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Innern  und  auf  der  Grenze  eines  Quadrats  erreicht  und  durch 
jeden  einzelnen  Punkt  entweder  einmal  oder  zweimal  oder  vier- 
mal hindurchgeht.*^) 

§  3. 
Die  Kaumgebilde  durch  Bewegung  erhalten. 

Dafs  ein  bewegter  Punkt  eine  Linie,  eine  bewegte  Linie 
eine  Fläche  und  eine  bewegte  Fläche  einen  Raumteil  beschreibt^ 
findet  in  der  Geometrie  oftmalige  Anwendung.  Wenn  manche 
aber  glauben,  hierauf  die  Definitionen  der  Linie,  der  Flache  und 
des  Körpers  gründen  zu  können,  so  möchten  wir  zunächst  an 
das  letzte  Ergebnis  des  vorigen  Paragraphen  erinnern,  wo  wir 
gesehen  haben,  dafs  ein  bewegter  Punkt  eine  ganze  Fläche  be- 
schreiben kann.  Um  nicht  gar  zu  breit  zu  werden,  wollen  wir 
in  den  nächsten  Darlegungen  von  dieser  Möglichkeit  ganz  absehen. 

Gegen  die  angegebene  Definition  lassen  sich  auch  noch  viele 
andere  Bedenken  geltend  machen.  Vor  allem  dürfte  es  am  natür- 
lichsten sein,  vom  Körper  auszugehen;  denn  die  Natur  enthält 
nur  Körper,  und  der  Begriff  des  Punktes  wird  erst  durch  Abstrak- 
tion gewonnen. 

Dazu  kommt,  dafs  nicht  alle  Linien  durch  Bewegung  von 
Punkten  und  auch  wohl  nicht  alle  Flächen  durch  Bewegung  von 
Linien  entstehen.  Soll  nämlich  eine  Linie  durch  die  Bewegung 
eines  Punktes  entstehen,  so  mufs  der  bewegte  Punkt  an  jeder 
Stelle  eine  gewisse  Geschwindigkeit  haben;  höchstens  mufs  die 
Anzahl  der  Stellen,  an  denen  von  Geschwindigkeit  nicht  gesprochen 
werden  kann,  eine  endliche  sein.  Wenn  also  die  Kurve  durch 
die  Gleichung  y  =  f(x)  dargestellt  wird,  so  mufs  die  Funktion 
f  (x)  im  allgemeinen  einen  bestimmten  Differentialquotienten  haben. 
Nun  hat  bereits  Riemann  stetige  Funktionen  einer  Veränderlichen 
gebildet,  für  welche  in  jedem  endlichen  Intervalle  unendlich  viele 
Stellen  ohne  Differentialquotienten  vorkommen.  Herr  Weierstrafs 
hat  sogar  gezeigt,  dafs  es  auch  stetige  endliche  Funktionen  giebt, 
welche  an  keiner  Stelle  einen  Differentialquotienten  besitzen.  Als 
Beispiel  einer  solchen  Funktion  stellt  er  den  Wert  der  Reihe  auf: 

CO 

^  b"  cos  (a"x.T) 

n  —  u 
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wo  X  eine  reelle  Variabele,  a  eine  ungerade  ganze  Zahl  und  b 
eine  positive  Konstante  <C  1  ist,  und  wo  die  Bedingung  erfüllt 
ist:  ab>  1  -}-  f  tt. 

Wohl  unabhängig  hiervon  hat  Cellerier  die  gleiche  Eigen- 
schaft von  der  Funktion  bewiesen,   welche  durch  die  unendliche 

Reihe  definiert  wird: 

^  sin  (a"x) 

wo  a  eine  ganze  positive,  nicht  zu  kleine  Zahl  ist.  Die  Einfach- 
heit dieser  Beispiele  läfst  vermuten,  dafs  dieselbe  Eigenschaft  recht 
vielen  Funktionen  zukommt,  dafs  also  auch  recht  viele  Linien 
nicht  durch  Bewegung  eines  Punktes  entstehen  können.*®) 

Dafs  durch  Bewegung  einer  Fläche,  einer  Linie  und  eines 
Punktes  im  allgemeinen  ein  Gebilde  von  einer  Dimension  mehr 
erzeugt  wird,  mufs  also  zu  den  Lehrsätzen  der  Geometrie  gezählt 
werden.  Der  bewegte  Punkt  beschreibt  immer  eine  Linie;  da- 
gegen wird  die  bewegte  Linie  entweder  in  sich  verschoben  oder 
sie  beschreibt  eine  Fläche.  Im  zweiten  Falle  begrenzt  die  Linie 
in  irgend  einer  Lage,  welche  sie  bei  der  Bewegung  erlangt,  Teile 
der  erzeugten  Fläche  gegen  einander.  Im  ersten  Falle  ist  die 
Linie,  wofern  sie  weder  geschlossen  noch  unendlich  ist,  ein  Teil 
der  von  ihr  beschriebenen.  Sind  E  und  E'  irgend  zwei  Lagen 
der  bewegten  Linie,  so  haben  diese  entweder  einen  Teil  gemein- 
schaftlich oder  man  kann  weitere  Lagen  Ei ,  E2  .  .  .  En,  welche 
von  der  Linie  bei  der  Bewegung  gedeckt  werden,  so  einschieben, 
dafs  E  und  Ej ,  Ei  und  Eg ,  überhaupt  je  zwei  auf  einander  fol- 
gende Lagen  einen  Teil  mit  einander  gemeinschaftlich  haben. 
Dasselbe  gilt  von  einer  bewegten  Fläche;  hier  sind  wieder  zwei 
Fälle  möglich.  Dagegen  wird  ein  bewegter  Körper  stets  nur 
einen  Raumteil  beschreiben,  welchem  der  von  dem  Körper  in 
der  Anfangslage  eingenommene  .als  Teil  angehört  oder  der  als 
Ganzes  damit  identisch  ist.  Hierdurch  tritt  die  Zahl  drei  in  eine 
ganz  enge  Beziehung  zum  Räume  und  wir  fi-agen  uns:  Könnte 
nicht  auch  ein  dreidimensionales  Gebilde  so  bewegt  werden,  dafs 
es  ein  Gebilde  von  mehr  Dimensionen  beschriebe?  Dieselbe 
Frage  wird  uns  im  wesentlichen  im  folgenden  Paragraphen  wieder 
entgegentreten. 
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§4. 
Die  Zahl  der  Dimensionen  eines  Baumgebildes. 

Die  einzig  richtige  Definition  der  Raumgebilde,  wie  sie  auch 
jetzt  fast  regelmäfsig  in  den  Lehrbüchern  gegeben  wird,  geht  vom 
Begriffe  des  Körpers  und  dem  der  Teilung  aus.  Man  teile  einen 
Körper,  so  wird  die  gegenseitige  Grenze  eine  Fläche  sein;  teilt 
man  aber  die  Fläche  wieder,  so  wird  die  gegenseitige  Grenze 
der  beiden  Teile  durch  eine  Linie  gegeben,  und  wenn  man  endlich 
eine  Linie  in  zwei  Teile  zerlegt,  so  besteht  die  gegenseitige 
Grenze  in  einem  Punkte.  Auch  bei  dieser  Definition  sind  gewisse 
Vorsichtsmafsregeln  nicht  aufser  acht  zu  lassen;  ebenso  bedarf 
das  Wort  Grenze  noch  einer  nähern  Erklärung.  Hierauf  wollen 
wir  jedoch  erst  an  einer  spätem  Stelle  eingehen. 

Mit  dieser  Definition  hängt  eine  genaue  Erklärung  fiir  den 
Ausdruck  zusammen:  Der  Raum  hat  drei  Dimensionen.  Wenn 
ein  Raumteil  oder  ein  Körper  in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  so 
wird  die  gegenseitige  Grenze  noch  teilbar  sein ;  zerlegt  man  diese 
Grenze  wieder,  so  ist  das  neue  Grenzgebilde  wieder  teilbar;  wird 
dasselbe  geteilt  und  das  dadurch  erhaltene  Grenzgebilde  bestimmt, 
so  ist  das  neue  Grenzgebilde  unteilbar.  Anders  ausgedrückt: 
Man  teile  einen  Körper  in  zwei  Teile  und  bezeichne  ihre  gegen- 
seitige Grenze  als  ein  Grenzgebilde  erster  Ordnung;  dies  ist 
teilbar,  und  wenn  es  in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  so  bezeichne 
man  die  gegenseitige  Grenze  als  ein  Grenzgebilde  zweiter  Ord- 
nung; auch  dieses  ist  teilbar  und  tuhn  durch  eine  Zerlegung  in 
zwei  Teile  zum  Grenzgebilde  dritter  Ordnung;  dieses  ist  aber, 
ganz  unabhängig  von  dem  Körper,  von  dem  man  ausging,  und 
von  der  An  der  Teilungen,  welche  der  Reihe  nach  ausgeführt 
sind,  stets  unteilbar.  Ohne  ein  Milsxerständnis  befürchten  zu 
müssen,  können  wir  daher  sagen:  Fühn  man  der  Reihe  nach  drei 
Teilungen  aus,  indem  nun  jede  Teilung  mit  einem  Übergang 
:uT  Grenre  verbindet,  so  i^elanct  man  zum  unteilbaren  Gebilde. 
Hiermit  ist  die  Erklarun*:  für  die  Dreizohi  der  Dimensionen  des 
Raumes  ge^civen;  wir  können  don^iit  die  Erklärung  für  die  Zahl 
cer  Dimensionen,  welche  ein  Raumgebilde  besitzt,  verbinden, 
•/."iccn:  wir  sai:cn:  Die  Grenre  von  irgend  rwei  Teilen,  in  welche 
tin  dre:iin:ensionales  Gcbi-de  rerlci:t  wird,  ist   ein  Gebilde  von 


^ 
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zwei  Dimensionen ;  die  Grenze  von  irgend  zwei  Teilen,  in  welche 
ein  zweidimensionales  Gebilde  zerlegt  wird,  besitzt  eine  Dimen- 
sion; dagegen  ist  die  gegenseitige  Grenze  zweier  Teile  eines 
eindimensionalen  Gebildes  unteilbar. 

Statt  das  Wort  Dimension  zu  gebrauchen,  spricht  man  auch 
von  Ausdehnung  und  sagt,  der  Raum  sei  dreifach,  die  Fläche 
zweifach,  die  Linie  einfach  ausgedehnt. 

Die  Zahl  drei,  welche  auf  diese  Weise  erhalten  wird  und 
welche  für  den  Raum  durchaus  charakteristisch  ist,  wurde  auch 
im  vorigen  Paragraphen  erhalten.  In  beiden  Fällen  konnte  ihr 
(wenigstens  zunächst)  eine  begriffliche  Notwendigkeit  keineswegs 
zugesprochen  werden.  Warum  führt  gerade  die  dreimalige  Teilung 
(in  dem  angegebenen  Sinne)  auf  das  unteilbare  Gebilde,  und  wes- 
halb fuhrt  nach  der  Darstellung  des  vorigen  Paragraphen  die 
dreimal  nach  einander  ausgeführte  Bewegung  vom  Punkte  aus 
zu  einem  Gebilde,  welches  nur  noch  in  sich  bewegt  werden  kann? 
Allerdings  haben  manche  philosophische  Systeme  Beweise  dafür 
beibringen  wollen,  dafs  die  Dreizahl  der  Dimensionen  im  Wesen 
des  Raumes  begründet  sei.  Meistens  ist  aber  dann  schon  die 
Fragestellung  ganz  unrichtig  oder  der  Beweis  macht  einen  Cirkel, 
weil  die  Dreizahl  bereits  axiomatisch  im  Beweise  vorausgesetzt 
wird.  Bei  allen  solchen  Versuchen  hat  es  mir  immer  unmöglich 
geschienen,  dafs  jemand  im  Ernst  an  die  Beweiskraft  der  Gründe 
glauben  könnte.  Es  wird  also  wohl  nicht  nötig  sein,  die  Ver- 
suche genauer  zu  prüfen;  es  genüge,  die  Frage  selbst  noch  in 
folgender  Form  auszusprechen:  Ist  es  begrifflich  gestattet  anzu- 
nehmen, dafs  für  ein  Seiendes,  welches  geteilt  werden  kann  und 
dessen  Teile  eine  gegenseitige  Grenze  haben,  erst  eine  mehr  als 
dreimal  ausgeführte  Teilung,  jedesmal  mit  einem  Grenzübergange 
verbunden,  auf  das  unteilbare  Gebilde  führt? 

Dafür,  dafs  diese  Frage  nicht  unbedingt  verneint  werden  darf, 
kann  man  wohl  den  Umstand  anführen ,  dafs  die  Eigenschaften 
der  Ebene,  also  eines  zweidimensionalen  Gebildes,  ganz  denen 
des  Raumes  entsprechen.  Ebenso  haben  wir  im  vorigen  Abschnitt 
gesehen,  dafs  dem  dreidimensionalen  Lobatschewskyschen  Räume 
die  Flächen  konstanter  negativer  Krümmung  und  dem  dreidimen- 
sionalen Riemannschen  Räume  die  Kugelflächen  im  euklidischen 
Räume  entsprechen. 


170  Dritter  Abschnitt.    §  6. 

Andererseits  ist  behauptet  worden,  der  Raum  besitze  eine 
^röl'scrc  Zahl  von  Dimensionen  und  scheine  uns  nur  dreidimen- 
sional zu  sein.  Da  die  Gründe,  welche  für  diese  Behauptung 
anf{cl\\hrt  werden,  aber  nicht  mathematischer  Natur  sind,  müssen 
wir  von  ihrer  Prüfung  hier  absehen.  Zudem  ist  es  für  die  fol- 
l^cnden  Untersuchungen  gleichgültig,  ob  der  Leser  annimmt,  die 
l'Tluhrung  beweise  streng  die  Dreizahl  der  Dimensionen  des 
Raumes,  oder  ob  er  meint,  die  Erfahrung  gestatte  die  Annahme 
einer  gröfseren  Zahl  von  Dimensionen.  Ich  selbst  bin,  wie  ich 
schon  hier  erwähnen  möchte,  der  festen  Überzeugung,  dafs  die 
Dreizahl  der  Dimensionen  durch  die  Erfahrung  aufs  strengste 
erwiesen  wird,  und  ich  kann  allen  gegenteiligen  Gründen  keine 
Beweiskraft  beilegen. 

Um  aber  zu  einer  Antwort  auf  die  Frage  zu  gelangen,  ob 
ein  mehrdimensionaler  Raum  begrifflich  möglich  sei,  w^enden  wir 
uns  zu  der  sogenannten  mehrdimensionalen  Geometrie.  Wir 
f»ehen  von  der  Analysis  aus  und  werden  dann  immer  mehr  zu 
einer  Wissenschaft  gelangen,  welche  den  Namen  der  Geometrie 
verdient.  **) 

Grarsmanns  Ausdehnungslehre. 

Ehe  wir  zu  den  angekündigten  Entwicklungen  übergehen, 
wird  es  notwendig  sein,  der  ältesten,  bereits  hoch  entwickelten 
'l'heorie  zu  gedenken,  welche  zuerst  über  den  mehrdimensionalen 
Kaum  aufgestellt  ist.  Es  ist  Grafsmanns  Ausdehnungslehre,  von 
der  uns  hier  aber  nur  ein  kleiner  Teil  interessiert.  Dabei  schliefsen 
wir  uns,  meistens  mit  den  eigenen  Worten  des  Auktors,  dem 
Oberblick  an,  welchen  Grafsmann  selbst  bereits  im  Jahre  1845 
im  (5.  Bande  von  Grunens  Archiv  veröffentlicht  hat.*®) 

Cirafsmann  hebt  hervor,  dafs  die  Sätze  der  Raumlehre  eine 
'l'cndenz  zur  Allgemeinheit  haben,  die  in^hr  vermöge  ihrer  Be- 
scliränkung  auf  drei  Dimensionen  keine  Befriedigung  findet.  Er 
erläutert  dies  an  zwei  Beispielen:  1.  Zwei  gerade  Linien  derselben 
libene  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  ebenso  eine  Ebene  und 
eine  CJerade,  zwei  Ebenen  in  einer  geraden  Linie,  vorausgesetzt, 
kU(s  die  Geraden,  oder  die  Ebene  und  die  Gerade,  oder  die  Ebenen 
nicht    zus»\mmentallen,    und    die  Durchschnitte  im   Unendlichen 
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mitgerechnet  werden.  Werden  der  Punkt,  die  Gerade,  die  Ebene, 
der  Körperraum  beziehlich  als  Gebiete  erster,  zweiter,  dritter  und 
vierter  Stufe  aufgefafst,  so  liegt  darin  der  allgemeine  Satz  ange- 
deutet, dafs  ein  Gebiet  von  at-^T  und  eins  von  b^  Stufe,  wenn 
sie  in  einem  Gebiet  von  c^  Stufe,  aber  auch  in  keinem  Gebiet 
von  niedrigerer  Stufe  vereinigt  sind,  ein  Gebiet  (a  +  b  —  c)l? 
Stufe  gemeinschaftlich  haben;  aber  die  Raumlehre  kann  diesen 
Satz  nur  für  c  kleiner  oder  gleich  4  zur  Anschauung  bringen. 
2.  Der  Flächenraum  eines  Dreiecks  ist  die  Hälfte  von  dem  eines 
Parallelogramms,  dessen  Seiten  mit  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
gleich  lang  und  parallel  sind,  der  Körperraum  des  Tetraeders  ^ 
von  dem  des  Parallelepipedums,  dessen  Kanten  mit  drei  in  einem 
Punkte  zusammentreffenden  Kanten  des  Tetraeders  gleich  lang 
und  parallel  sind.  Darin  scheint  der  Satz  angedeutet:  Der  Raum, 
welcher  zwischen  n  Punkten  liegt,  die  in  einem  Gebiete  n?^ 
Stufe  (und   in    keinem   von  niederer    Stufe)    vereinigt    sind,   ist 

z — ^— IT — , von   dem  Räume  eines  Gebildes,   dessen  Be- 

1.2.3..(n  —  1) 

grenzungslinien  den  von  einem   der   n  Punkte   zu  den  übrigen 

gezogenen  gleich  und  parallel  sind. 

Um  sich  von  diesen  Schranken  zu  befreien,  ersetzt  Grafs- 
mann den  Punkt  durch  irgend  ein  Element  und  die  Bewegung 
durch  stetige  Änderung  des  Zustandes.  Dann  entspricht  der  Linie 
die  Gesamtheit  der  Elemente,  in  die  ein  seinen  Zustand  änderndes 
Element  übergeht.     Er  erläutert  dies  in  folgenden  Worten: 

Die  Linie  kann  als  Gesamtheit  der  Punkte  betrachtet  werden, 
in  die  ein  seinen  Ort  stetig  ändernder  Punkt  übergeht.  Sub- 
stituieren wir  hier  dem  Punkt  irgend  ein  Ding,  welches  einer 
stetigen  Änderung  irgend  eines  Zustandes,  den  es  hat,  fähig  ist, 
und  abstrahieren  nun  von  allem  anderweitigen  Inhalte  des  Dinges 
und  aller  Besonderheit  dieses  seines  Zustandes  und  nennen  das 
von  allem  anderweitigen  Inhalte  abstrahierte  Ding  das  Element, 
so  gelangen  wir  zu  dem  aufgestellten  Begriffe. 

Nun  setzt  er  es  als  einen  Grundbegriff  voraus,  was  es  heifse, 
dafs  ein  Element  von  irgend  zwei  verschiedenen  Zuständen  aus 
dieselbe  Änderung  erleide.  Es  hängt  das  damit  zusammen,  dafs 
er  den  Begriff  der  Richtung  als  einen  absolut  festen  Begriff  ansieht, 
in  dem  Sinne,   welchen  wir  im  dritten  Paragraphen  des  ersten 

KiUing,  Orandlagren  der  Ueometrio.    I.  12 
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Abschnitts  (S.  5)  behandelt  haben.  Demnach  definiert  er  jetzt: 
Wenn  ein  Element  seinen  Zustand  stets  auf  gleiche  Weise  ändert, 
so  dafs,  wenn  aus  einem  Elemente  a  des  Gebildes  durch  eine 
solche  Änderung  ein  anderes  Element  b  desselben  hervorgeht, 
dann  durch  eine  gleiche  Änderung  aus  b  ein  neues  Element  c 
desselben  Gebildes  hervorgeht,  so  entsteht  das  der  geraden 
Linie  entsprechende  Gebilde,  das  Gebiet  zweiter  Stufe. 

Aus  dem  Gebiet  zweiter  Stufe  läfst  er  in  gleicher  Weise  das 
Gebiet  dritter  Stufe  hervorgehen,  und  definiert  ganz  allgemein: 

Wenn  man  alle  Elemente  eines  Gebietes  n^^  Stufe  einer 
und  derselben  Ändcrungs weise  unterwirft,  welche  zu  neuen  (in 
jenem  Gebiete  nicht  enthaltenen)  Elementen  fuhn,  so  heifst  die 
Gesamtheit  der  durch  diese  Änderungsweise  und  die  entgegen- 
gesetzte erzeugbaren  Elemente  ein  Gebiet  (n  -\-  1  )^  Stufe;  das 
Gebiet  dritter  Stufe  entspricht  der  Ebene,  das  vierter  dem  ganzen 
Räume. 

Die  Wissenschaft,  welche  sich  mit  allen  in  dieser  Weise 
gewonnenen  Gebilden  beschäftigt,  nennt  Gralsmann  die  Aus- 
dehnungslehre. Dieselbe  um£iist  die  Raumlehre  in  sich,  einmal 
insofern  der  Begriff  der  Änderung  allgemeiner  ist  als  der  der  Be- 
wegung« dann  aber  auch,  weil  sie  die  Schranken  überschreitet, 
welche  der  Geometrie  durch  die  Beschrankung  auf  drei  Dimen- 
sionen gezogen  sind. 

Ohne  in  eine  Kritik  einzutreten,  müssen  wir  der  Grofsartig- 
kcit  der  Anlage  volle  Bewunderung  zollen;  wir  wollen  auch  die 
Bemerkung  beitiigen,  dais  der  wirkliche  Aufhau  des  Systems  ganz 
derselben  hohen  Auffassung  entspricht,  die  sich  in  den  Grundlagen 
dokumemien. 

AiuOytaMlio  Pxolüomo  Ton  d«r  QeomeCrio  gestallt. 

Indem  die  Analvsis  auf  die  Geometrie  angewandt  wurde, 
wuroen  die  ^tvmctrischen  Pn>Menie  :n  anjJvtisdie  verwandelt 
Den  Yoneü  divon  hatten  beide  Zweite  der  Mathematik:  die 
i.Kv>r*^etr.e.  ir*dcir.  ein  FVo^Icm.  waches  ihre  eigenen  Kräfte  über- 
Äiä:.  a:ei>Ä  und  ihr  «i^^^  dadurch  eine  Erwestenmg  verschafit 
%nr%5e;  d>e  AruuvÄi;.  di  :hr  Wv>Ken^.e  w^el-egt  wurden,  welche 
r.:ch:  iiDc  Kxacc  willkürlicher  Frictstdl^inc  waren,  sondern  in 
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der  Wissenschaft  selbst  ihren  Grund  hatten.  Dadurch  bot  das 
analytische  Problem  schon  von  selbst  eine  gewisse  Gewähr,  dafs 
sich  die  Lösung  werde  finden  lassen,  und  wenn  sie  gefunden 
w^ar,  so  hatte  die  Analysis  einen  Fortschritt  zu  verzeichnen. 
Nachdem  aber  einmal  ein  solches  Problem  gelöst  ist,  liegt  für 
die  Analysis  nichts  näher,  als  dasselbe  von  ihrem  Standpunkte 
aus  zu  erweitem,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  das  neue  Problem 
noch  eine  Beziehung  zur  Geometrie  hat  oder  nicht. 

Ich  kann  nicht  die  Absicht  haben,  einen  genauen  historischen 
Überblick  über  die  einzelnen  Probleme  zu  geben,  bei  denen  die 
vorgezeichnete  Entwicklung  hervortritt.  Auch  sind  die  hierher 
gehörigen  Untersuchungen  mittlerweile  meistens  Teile  derjenigen 
gröfseren  Theorieen  geworden,  welche  in  den  folgenden  Para- 
graphen dargelegt  werden  müssen.  Deshalb  mufs  ich  mich  damit 
begnügen,  auf  zwei  Beispiele  hinzuweisen. 

Die  mehrfachen  Integrale  [verdanken  ihre  erste  Aufstellung 
offenbar  der  Geometrie;  führt  doch  die  Ausmessung  der  Flächen 
und  der  Körper  unmittelbar  auf  zweifache  und  dreifache  Integrale. 
Andererseits  finden  diese  Integrale  wesentliche  Unterstützung  von 
der  Geometrie.     Will  man  sich  das  Wesen  des  Doppelintegrales 

//f(x,y)dxdy 
vorstellen,  so  betrachtet  man  x  und  y  als  rechtwinklige  Koor- 
dinaten einer  Ebene;  die  Grenzen  des  Integrals  werden  dann 
durch  eine  geschlossene  Linie  angegeben.  Für  den  Fall,  dafs  für 
alle  Werte  im  Integrationsbezirk  die  Funktion  f(x,y)  endlich  und 
stetig  ist,  denkt  man  sich  in  jedem  Punkte  der  Ebene  auf  ihr  die 
Senkrechte  nach  derselben  Seite  errichtet  und  ihre  Länge  im 
Punkte  (x,  y)  gleich  dem  entsprechenden  Werte  von  f(x,  y) 
gemacht.  Dann  stellt  das  Integral  den  Rauminhalt  eines  gewissen 
Körpers  dar:  als  Grundfläche  kann  das  Innere  der  genannten 
Kurve  betrachtet  werden;  die  Seitenfläche  besteht  aus  der  Ge- 
samtheit der  senkrechten  Strecken,  welche  in  den  Punkten  der 
Kurve  errichtet  sind,  also  in  einer  zylindrischen  Fläche  (im  wei- 
teren Sinne),  und  die  Endfläche  wird  von  einer  gewissen  krummen 
Fläche  gebildet.  Die  geometrische  Darstellung  läfst  aber  die 
wichtigsten  allgemeinen  Gesetze  eines  solchen  Integrals  unmittelbar 
hervortreten,  nämlich  den  Satz  über  die  Vertauschbarkeit  der 
Reihenfolge  in   der  Integration,   und  den   Satz  über  die  Trans- 

12» 
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formation  eines  solchen  Integrals,  d.  h.  die  neue  Form,  welche 
erhalten  wird,  wenn  an  die  Stelle  von  x  und  y  andere  Variabele 
eingeführt  werden. 

Eine  gleiche  Vorstellung  ist  nicht  mehr  möglich  für  das 
dreifache  Integral 

///f(x,y,  z)dxdydz. 
Da  die  Grenzen  des  Integrals  durch  eine  analytische  Beziehung 
zwischen  x,  y,  z  bestimmt  sind,  so  deute  man  die  Variabein  als 
rechtwinklige  Koordinaten  des  Raumes  und  lasse  die  Grenze 
durch  eine  Fläche  bestimmt  sein,  von  der  wir  hier  annehmen 
wollen ,  dafs  sie  geschlossen  sei.  Das  Innere  des  von  dieser 
Fläche  begrenzten  Körpers  teile  man  in  lauter  Würfel,  deren 
Grenzflächen  den  Koordinatenebenen  parallel  sind,  und  bestimme 
den  Wert,  welchen  die  Funktion  f(x,  y,  z)  im  Schwerpunkt  eines 
jeden  solchen  Würfels  hat.  Mit  diesem  Werte  multipliziere  man 
den  Rauminhalt  des  Würfels,  addiere  über  alle  Würfel  und  be- 
stimme den  Grenzwert,  welchen  diese  Summe  erhält,  wenn  man 
die  Kante  aller  dieser  Würfel  immer  kleiner  werden  läfst;  den 
so  erhaltenen  Grenzwert  bezeichnet  man  als  den  Wert  des  In- 
tegrals. Auch  jetzt  folgen  die  wichtigsten  Sätze  über  das  drei- 
fache Integral  mit  grofser  Leichtigkeit  aus  der  geometrischen 
Darstellung ;  bringt  man  umgekehrt  die  angewandten  geometrischen 
Vorstellungen  in  das  analytische  Gewand,  so  erhält  man  einen 
rein  analytischen  Beweis. 

Die  Analysis  ist  aber  bei  den  dreifachen  Integralen  nicht 
stehen  geblieben;  sie  darf  sich  auch  nicht  mit  dieser  Zahl  drei 
begnügen,  sondern  mufs  die  entsprechenden  Gesetze  für  jede 
behebige  Zahl  aufstellen.  Nun  wird  es  aber  schon  schwer,  genau 
anzugeben,  was  man  unter  dem  n-fachen  Integrale 

J  J  . ,.  J  f  (xi  . . .  x„)  dxi  dxj,  dx„ 
zu  verstehen  hat.     Ebenso  mufs  man  wünschen,  ftir  die  Beweise 
diejenige  Erleichterung  erhalten  zu  können,  welche  die  Geometrie 
bei  den  zwei-  und  dreifachen  Integralen  bietet. 

Um  an  einem  weiteren  Beispiele  die  Beziehungen  der  Geo- 
metrie zur  Analysis  zu  erkennen,  wähle  man  das  System  der 
Differentialgleichungen : 

(1)     -j-  =  X,  ,     -j^    =  X„     -g^  =  Xs, 
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WO  Xi,  X2,  X3  eindeutige  analytische  Funktionen  von  XiXgXs^ 
sind.  Betrachten  wir  hier  Xi,  X2,  xs  als  die  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten eines  Punktes  P  des  Raumes  und  t  als  die  Zeit,  so  defi- 
nieren diese  Gleichungen  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  als 
Funktionen  seiner  Koordinaten.  Die  allgemeine  Lösung  des 
Problems  erscheint  in  der  Form: 

(2)  xi  =  c/i  (t,  Gl , G,,  Gs),  X,  =  f/2  (t,  Gl,  G,, Gs), 

y«  =  y3(t,Gi,G,,Gs), 

wo  Gl,  G2,  G3  willkürliche  Konstanten  sind.  Eine  besondere 
Lösung 

Xi  =  <pi  (t),    X2  »=  <fi  (t),    Xs  "»  98  (t) 

liefert  bei  stetiger  Veränderung  der  Zeit  t  eine  gewisse  Linie, 
welche  der  Punkt  P  beschreibt;  dieselbe  heifst  eine  Bahnkurve 
oder  Trajektorie.  Somit  entspricht  jeder  besondern  Lösung  eine 
Bahnkurve  und  umgekehrt. 

Da  die  Funktionen  Xi,  X2,  X3  eindeutig  sind,  so  geht  durch 
jeden  Punkt  des  Raumes  eine  und  nur  eine  einzige  Bahnkurve. 
Dieser  Satz  erleidet  nur  eine  Ausnahme,  wenn  eine  der  drei 
Funktionen  unendlich  wird  oder  wenn  alle  drei  zugleich  den 
Wert  null  annehmen;  solche  Punkte  heifsen  singulare  Punkte. 

Wir  betrachten  im  Räume  irgend  eine  Kurve,  welche  nicht 
selbst  eine  Trajektorie  ist.  Dann  geht  durch  jeden  Punkt  dieser 
Kurve  eine  Trajektorie  und  ihre  Gesamtheit  bestimmt  eine  Fläche, 
die  Trajektorienfläche.  Eine  solche  Fläche  kann,  wofern  sie  nicht 
durch  einen  singulären  Punkt  hindurchgeht,  durch  keine  Trajek- 
torie geschnitten  werden.  Sobald  eine  geschlossene  Trajektorien- 
fläche existiert,  teilt  sie  den  Raum  in  zwei  Teile,  und  keine  Tra- 
jektorie kann  aus  dem  einen  in  den  andern  Teil  übertreten.  Wenn 
also  die  Anfangslage  des  Punktes  P  innerhalb  dieser  Fläche  sich 
befindet,  so  wird  der  Punkt  auch  während  der  ganzen  Bewegung 
im  Innern  verbleiben;  läfst  man  auch  die  Zeit  t  von  —  CX3  bis 
+  00  variieren,  so  bleiben  die  drei  Gröfsen  Xi,  X2,  xj  unterhalb 
gewisser  Grenzen.  Diesen  Fall  bezeichnet  man  als  Stabilität. 
Somit  ist  die  wichtige  analytische  Frage  nach  der  Stabilität  auf 
die  geometrische  Untersuchung  zurückgeführt,  ob  es  geschlossene 
Flächen  der  bezeichneten  Art  gebe.  ^^) 

Wir  haben  hier  rein  analytische  Probleme,  deren  Aufstellung 
und  deren  Lösung  dadurch  besondere  Klarheit  erhält,  dafs  man 
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sie  mit  geometrischen  Anschauungen  in  Zusammenhang  bringt. 
Man  kann  es  beklagen,  dafs  das  gleiche  Hülfemittel  bei  einer 
gröfsem  Zahl  von  Dimensionen  versagt;  man  wird  aber  wünschen, 
das  Problem,  die  einzelnen  Schritte  zu  seiner  Losung  und  das 
Resultat  wenigstens  in  ähnlicher  Weise  aussprechen  zu  können, 
wie  es  für  n  =  3  möglich  ist.  Dann  mufs  man  eine  neue  Nomen- 
klatur scha£Fen,  und  es  liegt  nichts  naher,  als  diese  der  Sprache 
der  Geometrie  nachzubilden. 

§7. 
Anmlytisohe  Behandlimg  der  ProjektiTltSt. 

Wir  wollen  die  Rechnungen,  welche  die  projektive  Geometrie 
für  vier  Variabele  ausfuhrt,  auf  eine  beliebige  Zahl  von  Variabein 
übertragen.  Dabei  wird  von  jedem  geometrischen  Satze  abge- 
sehen und  nur  die  Rechnung  und  deren  Ergebnisse  berücksichtigt. 
Dagegen  werden  \\-ir  einen  Ausdruck  einfuhren,  welcher  der  geo- 
metrischen Anwendung  für  vier  Variabele  entspricht  und  welcher 
uns  gestattet,  die  einzelnen  Schritte  der  Rechnung  b^rifflich  zu 
verfolgen  und  die  Resultate  in  bequemer  Form  auszusprechen.'') 

Zu  dem  Zwecke  gehen  wir  von  n  +  1  Variabein  xi,  xj  .. . 
Xn^i  aus  und  betrachten  nur  deren  Verhältnisse.  Wir  schliefsen 
daher  den  Fall  aus,  dafs  alle  Variabele  den  Wert  null  erhalten, 
und  betrachten  die  Wertsysteme  ^^al,  aj  . . .  a,^i)  und  (wai,  wat  . . . 
trtan  0  für  ein  nicht-versch windendes  «»  als  identisch.  Jedes  der- 
artige Wertsystem  bezeichnen  \^-ir  als  einen  Punkt,  die  Gesamt- 
heit aller  nennen  wir  den  Raum,  und  irgend  eine  stetige  Mannig- 
taltigkeit  von  Punkten  ein  Gebilde.  Wenn  nach  willkürlicher 
Wahl  von  r  Verhältnissen  sich  nur  eine  endliche  oder  wenigstens 
eine  diskrete  Anzahl  der  n  —  i*  weiteren  Verhältnisse  ergiebt,  so 
bezeichnen  wir  dos  Gebilde  als  i  dimensional.  Wir  transformieren 
den  Raum,  indem  wir  an  Stelle  der  Variabein  x  neue  Gröfsen 
y  e'.nifchren  durch  die  Gleichungen: 

«1^   X«  =^pnjfyap. 


jr 


WO  i:e  in-f-  1  *  Konstanten  p««  ganz  willkürlich  sind  und  nur 
der  Beschrönkuni:  unterliegen,  dai's  die  aus  ihnen  gebildete  Deter- 
rc:inar2ic  nicht  verschwindet.  Weil  es  nur  auf  die  Verhältnisse 
jinion:3cu  sind  auch  nur  die  \'erhaltn:sse  der  Konstanten  wesentlich, 


Der  mehrdimensionale  Raum.  183 

and  somit  hangen  alle  derartigen  Transformationen  von  n*-}-2n 
willkürlichen  Konstanten  ab.  Diese  Transformationen  haben  die 
Eigenschaft,  dafs  irgend  zwei  Transformationen  nach  einander 
ausgeführt  wieder  eine  Transformation  des  Systems  ergeben; 
d.  h.  verwandelt  man  durch  (1)  die  x  in  y  und  dann  durch  eine 
ähnliche  Transformation  y;e  =  q;fi  Zi +q;f2Zs, +.. .  die  y  in  z, 
so  kann  man  auch  durch  eine  lineare  Transformation  die  x  in 
die  z  umwandeln. 

Soll  eine  Gleichung  y  (xj  ...  Xn-f  i)  =  0  ein  (n  —  1)  dimen- 
sionales  Gebilde  darstellen,  so  mufs  die  linke  Seite  homogen  in 
den  Variabein  sein,  da  sie  sich  nicht  ändern  darf,  wenn  man  die 
Variabein  mit  einer  beliebigen  Zahl  multipliziert.  Wählen  wir 
speziell  die  lineare  Form  2^xXx^  so  kann  dieselbe  durch  die  Trans- 
formation (1)  in  jede  Form  -2b;fy;r  verwandelt  werden,  da  man 
durch  (1)  zuerst  2zxXx  in  Zi  und  dieses  in  ^xyx  umwandeln 
kann.  Sucht  man  alle  Wertsysteme,  welche  der  Gleichung 
^a;rxx=>0  genügen,  so  kann  man  n  —  1  Verhältnisse  beliebig 
wählen  und  dann  das  letzte  bestimmen.  Wenn  z.  B.  an^i  von 
null  verschieden  ist,  so  berechnet  man  nach  beliebiger  Wahl  von 
xj  :  X2  : . . . :  Xn  das  Verhältnis  Xn+i :  Xn.  Wir  nennen  die  Ge- 
samtheit der  Punkte,  welche  dieser  Gleichung  genügen,  eine 
(n — 1)  dimensionale  Ebene  und  erhalten  den  Satz: 

Alle  (n  —  1)  -  dimensionalen  Ebenen  können  in  einander 
transformiert  werden. 

Wählen  wir  etwa  die  Ebene  Xn+i  =  0  und  setzen  wir  dann 

Pn+i.i  =pn-fi,2  = . . .  =  pn :  Kn  =»  0,pn4.i,n-!-i  =»  1,  SO  wird  bei  dicser 
Transformation  des  Raumes  die  Ebene  in  sich  verbleiben.  Be- 
trachten wir  nur  die  Veränderungen,  welche  die  Verhältnisse 
Xi:x2:...:xu  für  Xn-}-i  =  0  erleiden,  so  können  die  n*  Koeffi- 
zienten pax  für  a,  X  =  1 . . .  n  beliebig  gewählt  werden ;  das  giebt 
aber  dieselben  Transformationen,  welche  in  einem  (n  —  l)-dimen- 
sionalen  projektiven  Räume  möglich  sind.     Daraus  folgt: 

Soll  bei  einer  Transformation  des  Raumes  eine  (n  —  1)- 
dimensionale  Ebene  in  sich  verbleiben,  so  lassen  sich  noch  die 
Verhältnisse  von  n*-fn-fl  Koeffizienten  beliebig  wählen;  da- 
gegen hängt  die  Transformation  der  Ebene  in  sich  von  dem 
Verhältnis  von  n*  Gröfsen  ab.  Zugleich  zeigt  diese  Ebene  ganz 
die  Eigenschaften  eines  (n  —  1)  -  dimensionalen  projektiven  Raumes. 
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Zwei  Ebenen 

(2)    23LxJix  =  0,   ^b*X;t  =  0 

sind  nur  dann  als  verschieden  zu  betrachten,  wenn  sich  kein 
Faktor  M  bestimmen  läfst,  für  welchen  jedes  b*  =■  Mzx  ist,  oder 
wenn  nicht  alle  Determinanten  2Lihx  —  ^xht  für  i,  x «—  1 . . . n  +  1 
verschwinden.  Dann  kann  man  n  —  2  Verhältnisse  der  x  beliebig 
wählen  und  daraus  die  übrigen  eindeutig  so  bestimmen,  dafs 
beiden  Gleichungen  genügt  wird.  Wenn  z.  B.  aobn-i-i  —  an-j-ibn 
nicht  verschwindet,  so  erhält  man  x»  durch  Xi,  X2...Xb— i  aus- 
gedrückt, indem  man  die  erste  Gleichung  mit  bn_i,  die  zwdte 
mit  an^i  multipliziert  und  die  erhaltenen  Produkte  von  einander 
subtrahien;  eine  ähnliche  Operation  ermöglicht  es,  Xo-j-i  durch 
Xi ,  Xs  . . .  Xn-i  darzustellen.  Somit  kann  man  die  Verhältnisse 
X| :  X, : . . . :  Xn-i  beliebig  wählen  und  erhält  dann  die  weiteren 
Verhältnisse.  Wir  sagen,  die  Gesamtheit  der  Verhältnisse,  welche 
den  Gleichungen  (2)  genügen ,  stelle  eine  (n  —  2 » -  dimensionale 
Ebene  dar.     Genau  wie  vorher  ergiebt  sich  der  Satz: 

Irgend  zwei  Ebenen  von  n  —  2  Dimensionen  lassen  sich 
in  einander  transformieren;  jede  solche  Ebene  für  sich  hat  die 
Eigenschaften  eines  ^^n  —  2»  -  fach  ausgedehnten  projektiven 
Raumes, 

Sind  U|  =  0,  U*  =  0  die  Gleichungen  für  zwei  Ebenen  von 
n  1  Dimensionen,  so  wird  jede  Ebene,  welche  durch  das  Schnitt- 
gcbildc  geht,  die  Gleichung  haben:  «lU,  -rJc*Ut=0.  Soll  da- 
gt^en  eine  dritte  Ebene  Uj  =  0  nicht  durch  das  Schnittgebilde 
der  beiden  ersten  gehen,  so  darf  der  Ausdruck  xi  L'i  -h  «jU^  +  x$Us 
nur  da^iurch  rum  identischen  \*er5chw:nden  gebracht  werden 
konna\  dais  *«,  **,  ».  sämtlich  c'eich  null  <:escrzt  werden.  Man 
K^reichnct  da:>n  wohl  die  Ebenen  als  von  einander  unabhängig. 
Ke  ollen  drc:  EKrnen  jiemein^an^en  Punkte  erfüllen  eine  tn — 1^)- 
d:n:c:^Ä^^:vilc  Ebene. 

S:ni  i-so  t  Ebener. 

—  *»1"t  nur  für  *^  »■*.—«...  =k  »»=»  <.»  szrc  identischen 
Vo:s.-c:Ti,r\:ir.  ^remc,'::  werocn  ,  >o  i>eic:n::n:en  üe  ihnen  ge- 
*cn   l\;n.k:c   e:ne     n— «  -o.r/inNionjLi  Ebene,    und    alle 
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(n — l)-dimensionalen  Ebenen,  welche  durch  diese  Schnittebene 
gehen,  lassen  sich  in  der  Form  darstellen: 

kiUi  +  kgU,  +  . . .  +  kvUv  =  (). 

In  dieser  Weise  führen  n  —  1  Ebenen  zur  Geraden,  n  zum 
Punkte. 

Alle  diese  Sätze  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Theorie 
der  linearen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  Wir  können 
aber  die  Geraden  und  die  Ebenen  noch  in  anderer  Weise  erhalten. 
Wir  gehen  von  zwei  Punkten  x'  und  x"  aus  und  betrachten  alle 
Punkte: 

(4)  xi  =» pxi '  +  qxi \  X2  =  pxg'  +  qxj' . . .  Xn-t i  =  px'n- 1  +  qx"n+i, 
wo  die  p  und  q  jeden  beliebigen  Wert  annehmen  sollen.  Die 
Gleichung  einer  Ebene  U  ^££  ^'ajfX;^  =  0  möge  sowohl  für  x'  wie 
für  x'  erfüllt  sein;  es  mögen  also  die  Gleichungen  bestehen: 
^a;rx';r  ==OundÄ;rX;f"  =  0;  dann  folgt  daraus:  -2a;r  (px;f'+  qx;r")=0, 
woraus  man  ersieht,  dafs  alle  Punkte,  deren  Koordinaten  den 
Gleichungen  (4)  genügen,  der  Ebene  U  =  0  angehören.  Wählt 
man  n  —  l  von  einander  unabhängige  Ebenen  Ui  =  0 . . .  Un— i  =  0 
so,  dals  sie  durch  die  beiden  Punkte  x'  und  x"  gehen,  so  gehen 
sie  auch  durch  die  Punkte  (4);  diese  gehören  also  dem  Schnitt 
der  n  —  1  Ebenen,  also  einer  Geraden  an.     Dann  folgt: 

Eine  Gerade  ist  durch  irgend  zwei  ihrer  Punkte  vollständig 
bestimmt;  wenn  sie  mit  einer  beliebigen  Ebene  zwei  Punkte 
gemeinschaftlich  hat,  so  fällt  sie  ganz  hinein. 

Wenn  drei  Punkte  x',  x",  x'"   nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
so  wird  durch  die  Gesamtheit  der  Punkte: 
xi  =pxi'  +  qxi"  +  rxi'*',  xg  =px,'  +qx2"  +  rx«'^  . . .  Xn_i  = 

px',,-4.1  4-  qx^n+i  +  rx'^n^i 
für  beliebige  Werte  von  p,  q,   r   eine  zweidimensionale  Ebene 
dargestellt.    In  gleicher  Weise  kann  man  mit  irgend  einer  gröfsern 
Anzahl  von  Punkten  fortfahren.     Daraus  ergiebt  sich: 

Durch  eine  /t-dimensionale  Ebene  und  einen  Punkt  aufser- 
halb  derselben  läfst  sich  eine  einzige  Ebene  von  ,(i  + 1  Dimen- 
sionen legen.  Hat  eine  ,tt-dimensionale  Ebene  mit  einer  andern 
Ebene  /a  + 1  Punkte  gemeinschaftlich,  welche  nicht  einer  Ebene 
von  /i  —  1  Dimensionen  angehören,  so  fällt  sie  ganz  hinein. 

Drei  Ebenen  U  =  0,  V  =  0,  U  +  kV  =  0  bezeichnen  wir 
als  einem  Büschel  angehörig.     Der  Koeffizient  k  ändert  sich  bei 
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beliebigen  Transformationen,  drückt  also  keine  invariante  Beziehung 
zwischen  den  Ebenen  aus.  Nimmt  man  aber  eine  vierte  Ebene 
U  +  1V  =  0  des  Büschels  hinzu,  so  gehen  die  vier  Gleichungen 
in  die  folgenden  über: 

U'  =  0,  V'  =  0,  a('u'  +  k^V'^=0,  afu  +l^W'^  =0. 

Also  bleibt  das  Verhältnis  k :  1  bei  jeder  Transformation  (1)  un- 
geändert;  demnach  bezeichnet  man  es  als  das  Doppelverhältnis 
der  vier  Ebenen. 

Durchschneidet  man  die  vier  Ebenen  des  Büschels  durch 
irgend  eine  Anzahl  von  Ebenen  Ti  =  0 . . .  Tir=*  0,  welche  von 
jenen  unabhängig  sind,  so  wird  jede  (n  —  1)  -  dimensionale  Ebene, 
welche  durch  den  Schnitt  von  U  =  0,  Ti=»O...Ty  =  0  geht, 
durch  die  Gleichung  dargestellt: 

Ui  ::^U+aiTi  +  ...  +  avTv  =  0, 
und  ebenso  geht  durch  den  Schnitt  von  V  =  0,  Ti  =  0 . . .  Tv  =  0 
die  Ebene 

V,  -_V  +  ATi+...  +  /9vTv=-0. 

Jede  Ebene  des  durch  Ui  und  Vi  bestimmten  Büschels  hat 
die  Gleichung  Ui  -f-  rVi  -==  0.  Soll  diese  durch  den  Schnitt  von 
U  +  kV  =  0,  Ti  =  0 . . .  Tv  =  0  gehen,  so  mufe  r  =»  k  sein.  Soll 
ebenso  die  Ebene  Ui  +  sVi  =  0  durch  den  Schnitt  von  U  +  IV  =0, 
Ti  =  0 . . .  Tv  =  0  gehen,  so  mufs  s  ==»  1  sein.  Demnach  ist  das 
Doppelverhältnis  der  vier  Ebenen  Ui ,  Vi ,  Ui  +  rVi ,  Ui  +  sVi 
gleich  dem  der  vier  Ebenen  U,  V,  U  +  kV,  U  -f-  IV.  Die  vier 
Schnittebenen  haben  je  n  —  r  —  1  Dimensionen  und  liegen  in 
einer  (n  —  i')-dimensionalen  Ebene.  Ersetzen  wir  also  die  Zahl 
n  —  V  —  1  durch  /i,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  vier  ,u  -  dimensionale  Ebenen  (Punkte  oder  Gerade) 
einer  (/i  + 1)  -  dimensionalen  Ebene  und  in  ihr  einem  Büschel 
angehören,  so  ist  das  Doppelverhältnis  der  vier  (n  —  l)-dimen- 
sionalen  Ebenen  konstant,  welche  einem  Büschel  angehören  und 
durch  die  vier  gegebenen  Ebenen  gehen. 

Demnach  wird  dieses  Doppelverhältnis  auch  als  das  der  vier 
gegebenen  Ebenen  bezeichnet. 

Wenn  speziell  vier  Punkte  einer  geraden  Linie  gegeben  sind: 
x',  x",  x' +  kx",  X  +lx",  so  wird  das  Doppelverhältnis  der  vier 
Punkte  durch  k  :  1  bestimmt. 
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Es  genügt  also,  das  Doppelverhältnis  von  vier  (n — l)-dimen- 
sionalen  Ebenen  zu  studieren. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  vier  Ebenen  in  der 
Form: 
(5)  U  +  >lV  =  0,  U  +  /iV  =  0,  U  +  >l'V  =  0,  U  +  /t'V  =  0. 

Um  das  Doppelverhältnis  der  beiden  letzten  Ebenen  zu  den 
beiden  ersten  zu  finden,  setze  man  U  +  AV  =  W,  U  +  fiV  ==  T. 
Indem  man  U  und  V  durch  W  und  T  ausdrückt,  erhält  man 
die  beiden  letzten  Gleichungen  (5)  bis  auf  einen  konstanten 
Faktor  in  der  Form  : 

W  +  ^^,  T  =  0  und  W+'— 4t  =  0. 
/e  —  /  A*— /« 

Demnach  ist  das  Doppelverhältnis  w  der  beiden  letzten  Ebenen 

zu  den  beiden  ersten 

X — X'    X — u 

Dieser  Wert  ändert  sich  nicht,  wenn  man  X  mit  X'  und 
zugleich  /i  mit  fi  vertauscht.  Somit  bleibt  auch  das  Doppel- 
verhältnis ungeändert,  wenn  man  das  erste  Ebenenpaar  mit  dem 
zweiten  vertauscht.     Wenn  man   aber   die  dritte  Ebene  mit  der 

vierten,  also  X'  mit  u   vertauscht,   so  eeht  w  in  —  über.    Als  be- 

sonders  wichtiges  Doppelverhältnis  mufs  also  dasjenige  bezeichnet 
werden,  welches  diese  Vertauschung  gestattet,  für  welches  also 

(0  =  —  oder  w*  =  l  ist. 

Für  Cf j  ==  1  ergiebt  sich:  (A  —  A«)  (^' — aO'^^»  ^^^^  ^'^  Ebenen 
eines  Paares  fallen  zusammen.  Dagegen  sind  die  vier  Ebenen 
für  Cf)  =  —  1  von  einander  verschieden ;  wir  sagen ,  die  vierte 
Ebene  läge  zu  den  drei  ersten  harmonisch,  wenn  das  Doppel- 
verhältnis gleich  —  1  ist.  Bei  dieser  Bezeichnung  führt  die  voran- 
gehende Entwicklung  zu  dem  Satze: 

Liegt  von  vier  Ebenen  eines  Büschels  die  vierte  harmonisch 
zur  dritten  in  Bezug  auf  die  beiden  ersten,  so  liegt  auch  die 
dritte  harmonisch  zur  vierten;  ebenso  liegt  das  erste  Ebenenpaar 
harmonisch  zum  zweiten. 

"    Derselbe  Satz  gilt  auch  für  vier  Geraden  eines  Büschels  und 
für  vier  Punkte  einer  geraden  Linie. 
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Wir  betrachten  jetzt  die  Gesamtheit  aller  Punkte,  welche  der 
Gleichung  genügen: 

(6)  2  aixXiXx  =  0. 

i,  x=\ .  ..n-\-l 

Wenn  irgend  zwei  Punkte  x'  und  x"  gegeben  sind,  so  er- 
geben sich  diejenigen  Punkte  ihrer  Verbindungsgeraden,  welche 
dem  Gebilde  angehören,  durch  Auflösung  der  Gleichung: 

JS2itx(xi '  -f  Xxi ")  (xx  +  h^x")  =  0, 
welche  die  Form  annimmt: 

(7)  ;i22;a,xx^'x;f'  +  2A:Sä/;.x,'x;."  +  -2ai;rx,'x;r''  =  0. 

Da  diese  Gleichung  zwei  Wurzeln  hat  und  demnach  jede 
Gerade  zwei  (reelle,  imaginäre  oder  zusammenfallende)  Punkte 
mit  dem  Gebilde  (6)  gemeinschaftlich  hat,  so  heifst  es  ein  Gebilde 
zweiter  Ordnung. 

Sind  die  Wurzeln  der  vorliegenden  Gleichung  Xi  und  A,, 
so  ist  das  Doppelverhältnis  der  Schnittpunkte  zu  den  gegebenen 
Punkten  Ai  :  Ag .  Damit  dasselbe  ein  harmonisches  werde ,  mufs 
Aj  :  A,  =  —  1  oder  Ai  -f-  ^a  =  0  sein.  Soll  aber  in  einer  quadra- 
tischen Gleichung  die  Summe  der  Wurzeln  verschwinden,  so 
mufs  der  Koeffizient  der  ersten  Potenz  der  Unbekannten  gleich 
null  sein.     Dies  giebt  die  Bedingung: 

(8)    -£ai;fX,'X;,'  =  0. 

Betrachten  wir  hierin  x'  als  gegeben,  aber  x    als  beliebig,  so 

stellt  die  Gleichung: 

(9)  2!xi'xx  =  0 

IX 

eine  Ebene  dar,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dafs  die  Verbindungs- 
gerade eines  jeden  ihrer  Punkte  mit  dem  Punkte  x'  durch  die 
Schnittpunkte  harmonisch  geteilt  wird.  Diese  Ebene  heifst  die 
Polarebene  in  Bezug  auf  das  quadratische  Gebilde  (6)  für  den 
Punkt  x'  als  Pol. 

Dadurch  ist  es  möglich,  die  Polareigenschaften  der  Flächen 
zweiten  Grades  auf  die  hier  betrachteten  analytischen  Beziehungen 
zu  übertragen.     Ich  erinnere  nur  an  folgenden  Satz: 

Ist  eine  i-dimensionale  Ebene  Ev  und  ein  Gebilde  zweiter 
Ordnung  gegeben ,  so  gehen  die  (n  —  1 )  -  dimensionalen  Polar- 
ebenen der  Punkte  von  Ev  durch  eine  Ebene  En-i^--!  von  n — r — 1 
Dimensionen;  konstruiert  man  die  Polarebenen  zu  den  Punkten 
von  En_v-i,  so  gehen  sie  sämtlich  durch  die  Ebene  Ev. 
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Ein  Punkt  kann  nur  dann  in  seiner  Polarebene  liegen,  wenn 
er  dem  quadratischen  Gebilde  angehört,  wie  die  Vergleichung  der 
Gleichungen  (6)  und  (9)  zeigt.  In  diesem  Falle  enthält  jede 
durch  den  Punkt  in  der  Polarebene  gezogene  Gerade  zwei  zu- 
sammenfallende Schnittpunkte  mit  dem  Gebilde,  oder  die  Polar- 
ebene wird  mit  der  Tangentialebene  identisch. 

Gehen  wir  jetzt  von  einem  Punkte  1  innerhalb  oder  außer- 
halb des  Gebildes  (6)  aus  und  suchen  seine  Polarebene  I.  Indem 
wir  in  der  Ebene  I  einen  Punkt  2  wählen,  der  ebenfalls  dem 
Gebilde  nicht  angehört,  und  seine  Polarebene  11  suchen,  mufs 
dieselbe  durch  1  gehen.  In  der  Schnittebene  von  I  und  11  wählen 
wir  wiederum  einen  Punkt  3,  welche  ebenfalls  nicht  auf  dem 
Gebilde  liegt,  und  bestimmen  seine  Polar  ebene  lü,  welche  die 
Punkte  1  und  2  enthält.  Indem  wir  so  fort&hren,  erhalten  wir 
n  -j-  1  Punkte,  von  denen  jeder  der  Pol  zu  der  durch  die  n 
übrigen  Punkte  gehenden  Ebene  ist.  Die  durch  irgend  v  von 
diesen  Punkten  gehende  (r  —  l)-dimensionale  Ebene  ist  die 
reziproke  Polarebene  zu  derjenigen  (n  —  r)-fach  ausgedehnten 
Ebene,  welche  durch  die  übrigen  n  -j-  1  —  v  Punkte  bestimmt  ist. 
Wählen  wir  diese  Ebenen  zu  Koordinatenebenen,  so  stellt  sich 
die  Gleichung  des  Gebildes  in  der  Form  von  n  -j-  1  Quadraten 
dar.    Soll  nämlich  für  Xi '  =  . . .  =  x^-i'  =  x«-/  = . . .  =  Xn+i'  die 

Gleichung  (9)  übergehen  in  Xi  =  0,  so  mufs  ^ix  =  0  für  x  ^  i, 

und  somit  wird  die  Gleichung  (6)  jetzt  Äux^^^aO. 

Diese  Betrachtung  liefert  den  Beweis,  dafs  jede  quadratische 
Form  durch  lauter  Quadrate  dargestellt  werden  kann,  ein  Satz, 
welcher  auch  leicht  ohne  diese  geometrische  Einkleidung  gezeigt 
werden  kann  (man  vergleiche  in  Baltzers  Determinanten  den 
Abschnitt  über  quadratische  Formen). 

Wenn  eine  quadratische  Form  nur  Quadrate  enthält,  so 
können  auch  einige  Quadrate  den  Koeffizienten  null  haben.  So 
möge  das  quadratische  Gebilde  in  der  Form  erscheinen: 

während  die  Koeffizienten  Ae+i ,  Ae+a . . .  An+i  sämtlich  ver- 
schwinden. Dann  mufs  die  Polarebene  eines  beliebigen  Punktes 
x'  sein:  AtXiXi' -j- AjXjXj' -|- .. .  +  AcXeXe'  =  0;  dieselbe  geht 
also  durch  die  (n  —  e)-dimensionale  Ebene xi  ~X2  =»...=»Xe=0 


184  Dritter  Abschnitt.    S  7. 

Zwei  Ebenen 

sind  nur  dann  als  verschieden  zu  betrachten,  wenn  sich  kein 
Faktor  M  bestimmen  läfst,  für  welchen  jedes  hx  =  M^x  ist,  oder 
wenn  nicht  alle  Determinanten  Zihx  —  ^xht  für  *,  x  —  1 . . . n  +  1 
verschwinden.  Dann  kann  man  n  —  2  Verhältnisse  der  x  beliebig 
wählen  und  daraus  die  übrigen  eindeutig  so  bestimmen,  da(s 
beiden  Gleichungen  genügt  wird.  Wenn  z.  B.  anbn+i  —  an+ibn 
nicht  verschwindet,  so  erhält  man  Xn  durch  Xi,  X2...Xn--i  aus- 
gedrückt, indem  man  die  erste  Gleichung  mit  bn-fi,  die  zweite 
mit  an-f-i  multipliziert  und  die  erhaltenen  Produkte  von  einander 
subtrahiert;  eine  ähnliche  Operation  ermöglicht  es,  Xn+i  durch 
Xi,  xt...Xn-i  darzustellen.  Somit  kann  man  die  Verhältnisse 
Xi  :  X,  : . . . :  Xn— i  beliebig  wählen  und  erhält  dann  die  weiteren 
Verhältnisse.  Wir  sagen,  die  Gesamtheit  der  Verhältnisse,  welche 
den  Gleichungen  (2)  genügen ,  stelle  eine  (n  —  2)  -  dimensionale 
Ebene  dar.     Genau  wie  vorher  ergiebt  sich  der  Satz: 

Irgend  zwei  Ebenen  von  n  —  2  Dimensionen  lassen  sich 
in  einander  transformieren;  jede  solche  Ebene  für  sich  hat  die 
Eigenschaften  eines  (n  —  2)  -  fach  ausgedehnten  projektiven 
Raumes. 

Sind  Ui  =  0,  U2  =  0  die  Gleichungen  für  zwei  Ebenen  von 
n  —  1  Dimensionen,  so  wird  jede  Ebene,  welche  durch  das  Schnitt- 
gebilde geht,  die  Gleichung  haben:  xiUi  +X2U2  =0.  Soll  da- 
gegen eine  dritte  Ebene  U3  =  0  nicht  durch  das  Schnittgebilde 
der  beiden  ersten  gehen,  so  darf  der  Ausdruck  x^  Ui  -j-  xjU^  -j-  X5U3 
nur  dadurch  zum  identischen  Verschwinden  gebracht  werden 
können,  dafs  Xi,  xg,  xg  sämtlich  gleich  null  gesetzt  werden.  Man 
bezeichnet  dann  wohl  die  Ebenen  als  von  einander  unabhängig. 
Die  allen  drei  Ebenen  gemeinsamen  Punkte  erfüllen  eine  (n — 3)- 
dimensionale  Ebene. 

Sind  also  v  Ebenen 

(3)  Ui  =  0,  U2  =  0  . . .  Uv  =  0 

von  einander  unabhängig  (d.  h.  kann  die  Form  xj  Ui  -j-  X2U2  -j-  . . . 
+  xvUr  nur  für  x,  =  X2  =  ...==»  xv  =  0  zum  identischen 
Verschwinden  gebracht  werden),  so  bestimmen  die  ihnen  ge- 
meinsamen  Punkte   eine   (n  —  r)- dimensionale  Ebene,    und    alle 
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(n — l)-dimensionalen  Ebenen,  welche  durch  diese  Schnittebene 
gehen,  lassen  sich  in  der  Form  darstellen: 

kiUi  +  kjU,  + . . .  +  kvUv  =  0. 

In  dieser  Weise  fuhren  n  —  1  Ebenen  zur  Geraden,  n  zum 
Punkte. 

Alle  diese  Sätze  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Theorie 
der  linearen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  Wir  können 
aber  die  Geraden  und  die  Ebenen  noch  in  anderer  Weise  erhalten. 
Wir  gehen  von  zwei  Punkten  x'  und  x"  aus  und  betrachten  alle 
Punkte : 

(4)  xi  =  pxi '  +  qxi ',  X«  =  pxj'  +  qx/' . . .  Xn^  =  px'n^ i  +  qx' n+l, 
wo  die  p  und  q  jeden  beliebigen  Wert  annehmen  sollen.  Die 
Gleichung  einer  Ebene  \J  122  2d,xXx  =  0  möge  sowohl  für  x'  wie 
für  x'  erfüllt  sein;  es  mögen  also  die  Gleichungen  bestehen: 
*5a;fx';f  =0und-5'a;fX;f''  =  0;  dann  folgt  daraus:  2zx  (pxx  -\-  qxx")=Oy 
woraus  man  ersieht,  dafs  alle  Punkte,  deren  Koordinaten  den 
Gleichungen  (4)  genügen,  der  Ebene  U  =  0  angehören.  Wählt 
man  n  —  l  von  einander  unabhängige  Ebenen  Ui  =»  0 . . .  U„_i  =  0 
so,  dals  sie  durch  die  beiden  Punkte  x'  und  x  gehen,  so  gehen 
sie  auch  durch  die  Punkte  (4);  diese  gehören  also  dem  Schnitt 
der  n  —  1  Ebenen,  also  einer  Geraden  an.     Dann  folgt: 

Eine  Gerade  ist  durch  irgend  zwei  ihrer  Punkte  vollständig 
bestimmt;  wenn  sie  mit  einer  beliebigen  Ebene  zwei  Punkte 
gemeinschaftlich  hat,  so  fällt  sie  ganz  hinein. 

Wenn  drei  Punkte  x',  x',  x**   nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
so  wird  durch  die  Gesamtheit  der  Punkte: 
xi  =  pxi'  +  qxi"  +  rxi*^,  x»  =px2'  +  qx/'  +  rx«*^  . . .  Xn_i  = 

px'ii-f  1  +  qx''n+i  +  rx'  n-^l 
für  beliebige  Werte  von  p,  q,   r   eine  zweidimensionale  Ebene 
dargestellt.    In  gleicher  Weise  kann  man  mit  irgend  einer  gröfsern 
Anzahl  von  Punkten  fortfahren.     Daraus  ergiebt  sich: 

Durch  eine  ^  -  dimensionale  Ebene  und  einen  Punkt  aufser- 
halb  derselben  läfst  sich  eine  einzige  Ebene  von  ,a  -f  1  Dimen- 
sionen legen.  Hat  eine  ju-dimensionale  Ebene  mit  einer  andern 
Ebene  /t  + 1  Punkte  gemeinschaftlich,  welche  nicht  einer  Ebene 
von  fi  —  1  Dimensionen  angehören,  so  fällt  sie  ganz  hinein. 

Drei  Ebenen  U=»0,  V=0,  U  +  kV  =  0  bezeichnen  wir 
als  einem  Büschel  angehörig.     Der  Koeffizient  k  ändert  sich  bei 
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(2)  22ixJix  =  0,  Sbx^x  =  0 
sind  nur  dann  als  verschieden  zu  betrachten,  wenn  sich  kein 
Faktor  M  bestimmen  läfst,  für  welchen  jedes  hx  =  Ma;r  ist,  oder 
wenn  nicht  alle  Determinanten  Zihx  —  ^x\>i  für  *,  x  =»  1 . . . n  +  1 
verschwinden.  Dann  kann  man  n  —  2  Verhältnisse  der  x  beliebig 
wählen  und  daraus  die  übrigen  eindeutig  so  bestimmen,  da(s 
beiden  Gleichungen  genügt  wird.  Wenn  z.  B.  anbn4.i  —  an^-ibn 
nicht  verschwindet,  so  erhält  man  Xn  durch  Xi,  x« . .  .Xn— i  aus- 
gedrückt, indem  man  die  erste  Gleichung  mit  bn-f-i,  die  zweite 
mit  an-f-i  multipliziert  und  die  erhaltenen  Produkte  von  einander 
subtrahiert;  eine  ähnliche  Operation  ermöglicht  es,  Xn-fi  durch 
xi ,  xt . . .  Xn-i  darzustellen.  Somit  kann  man  die  Verhältnisse 
Xi  :  X, : . . . :  Xn— i  beliebig  wählen  und  erhält  dann  die  weiteren 
Verhältnisse.  Wir  sagen,  die  Gesamtheit  der  Verhältnisse,  welche 
den  Gleichungen  (2)  genügen ,  stelle  eine  (n  —  2)  -  dimensionale 
Ebene  dar.     Genau  wie  vorher  ergiebt  sich  der  Satz: 

Irgend  zwei  Ebenen  von  n  —  2  Dimensionen  lassen  sich 
in  einander  transformieren;  jede  solche  Ebene  für  sich  hat  die 
Eigenschaften  eines  (n  —  2)  -  fach  ausgedehnten  projektiven 
Raumes. 

Sind  Ui  =  0,  U2  =  0  die  Gleichungen  für  zwei  Ebenen  von 
n  —  1  Dimensionen,  so  wird  jede  Ebene,  welche  durch  das  Schnitt- 
gebilde geht,  die  Gleichung  haben:  xiUi  +X2U2  =0.  Soll  da- 
gegen eine  dritte  Ebene  U3  =  0  nicht  durch  das  Schnittgebilde 
der  beiden  ersten  gehen,  so  darf  der  Ausdruck  xj  Ui  +  ^2U2  +  xjUs 
nur  dadurch  zum  identischen  Verschwinden  gebracht  werden 
können,  dafs  xj,  xj,  xg  sämtlich  gleich  null  gesetzt  werden.  Man 
bezeichnet  dann  wohl  die  Ebenen  als  von  einander  unabhängig. 
Die  allen  drei  Ebenen  gemeinsamen  Punkte  erfüllen  eine  (n— 8)- 
dimensionale  Ebene. 

Sind  also  v  Ebenen 

(3)  Ui=0,  02=0. ..Uv  =  0 

von  einander  unabhängig  (d.  h.  kann  die  Form  xiUi  -j-  X2U2  +  •  •• 
+  xvUr  nur  für  xj  =  X2  =  .  .  .  =  xv  ==  0  zum  identischen 
Verschwinden  gebracht  werden),  so  bestimmen  die  ihnen  ge- 
meinsamen  Punkte   eine   (n  —  r)- dimensionale  Ebene,    und    alle 
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(n — l)-dimensionalen  Ebenen,  welche  durch  diese  Schnittebene 
gehen,  lassen  sich  in  der  Form  darstellen: 

kiUi  +k2U2-f-...  +  kvUv=-0. 

In  dieser  Weise  fuhren  n  —  1  Ebenen  zur  Geraden,  n  zum 
Punkte. 

Alle  diese  Sätze  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Theorie 
der  linearen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  Wir  können 
aber  die  Geraden  und  die  Ebenen  noch  in  anderer  Weise  erhalten. 
Wir  gehen  von  zwei  Punkten  x'  und  x"  aus  und  betrachten  alle 
Punkte : 

(4)  xi  =  pxi '  +  qxi  \  x«  =  pxg'  +  qx»" . . .  Xn-^,  =  px'n ,  i  +  qxVi> 
wo  die  p  und  q  jeden  beliebigen  Wert  annehmen  sollen.  Die 
Gleichung  einer  Ebene  U  iiee  2'a;fXAr  =  0  möge  sowohl  für  x'  wie 
für  x"  erfüllt  sein;  es  mögen  also  die  Gleichungen  bestehen: 
2a;rx'x =0 \mA2zxyix"  =  0;  dann  folgt  daraus :  2zx (px;^ '+  qx;?'') =0, 
woraus  man  ersieht,  dafs  alle  Punkte,  deren  Koordinaten  den 
Gleichungen  (4)  genügen,  der  Ebene  U  =  0  angehören.  Wählt 
man  n  —  l  von  einander  unabhängige  Ebenen  Ui  =  0 . . .  Un— i  =  0 
so,  dals  sie  durch  die  beiden  Punkte  x'  und  x'  gehen,  so  gehen 
sie  auch  durch  die  Punkte  (4);  diese  gehören  also  dem  Schnitt 
der  n  —  1  Ebenen,  also  einer  Geraden  an.     Dann  folgt: 

Eine  Gerade  ist  durch  irgend  zwei  ihrer  Punkte  vollständig 
bestimmt;  wenn  sie  mit  einer  beliebigen  Ebene  zwei  Punkte 
gemeinschaftlich  hat,  so  fällt  sie  ganz  hinein. 

Wenn  drei  Punkte  x',  x ',  x*^   nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
so  wird  durch  die  Gesamtheit  der  Punkte: 
xi  =pxi'  +  qxi"  +  rxi'^,  x«  =px2'  +qx/'  +  rx«"" . . .  Xn_i  = 

Px'n-f-i  +  qx'  n+1  +  rx'  n  .  i 

für  beliebige  Werte  von  p,  q,  r  eine  zweidimensionale  Ebene 
dargestellt.  In  gleicher  Weise  kann  man  mit  irgend  einer  gröfsern 
Anzahl  von  Punkten  fortfahren.     Daraus  ergiebt  sich: 

Durch  eine  /i-dimensionale  Ebene  und  einen  Punkt  aufser- 
halb  derselben  läfst  sich  eine  einzige  Ebene  von  n  -}- 1  Dimen- 
sionen legen.  Hat  eine  /t-dimensionale  Ebene  mit  einer  andern 
Ebene  jw  + 1  Punkte  gemeinschaftlich,  welche  nicht  einer  Ebene 
von  /i  —  1  Dimensionen  angehören,  so  fällt  sie  ganz  hinein. 

Drei  Ebenen  U  =  0,  V  =  0,  U  +  kV  =  0  bezeichnen  wir 
als  einem  Büschel  angehörig.     Der  Koeffizient  k  ändert  sich  bei 
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Zwei  Ebenen 

(2)  l2ixyix  =  0,  Sbxux  ==  0 

sind  nur  dann  als  verschieden  zu  betrachten,  wenn  sich  kein 
Faktor  M  bestimmen  läfst,  für  welchen  jedes  b;^  =»  Ma;?  ist,  oder 
wenn  nicht  alle  Determinanten  2ii\>x  —  2ix\>i  für  *,  x  =  1 . . .  n+  1 
verschwinden.  Dann  kann  man  n  —  2  Verhältnisse  der  x  beliebig 
wählen  und  daraus  die  übrigen  eindeutig  so  bestimmen,  dafs 
beiden  Gleichungen  genügt  wird.  Wenn  z.  B.  anba+i  —  an-^ibn 
nicht  verschwindet,  so  erhält  man  Xn  durch  Xi,  x^.-.Xn— i  aus- 
gedrückt, indem  man  die  erste  Gleichung  mit  bn,-i,  die  zweite 
mit  an-fi  multipliziert  und  die  erhaltenen  Produkte  von  einander 
subtrahiert;  eine  ähnliche  Operation  ermöglicht  es,  Xn-fi  durch 
xi ,  Xt . . .  Xn_i  darzustellen.  Somit  kann  man  die  Verhältnisse 
Xi  :  x<  : . . . :  Xn— i  beliebig  wählen  und  erhält  dann  die  weiteren 
Verhältnisse.  Wir  sagen,  die  Gesamtheit  der  Verhältnisse,  welche 
den  Gleichungen  (2)  genügen ,  stelle  eine  (n  —  2 j  -  dimensionale 
Ebene  dar.     Genau  wie  vorher  ergiebt  sich  der  Satz: 

Irgend  zwei  Ebenen  von  n  —  2  Dimensionen  lassen  sich 
in  einander  transformieren;  jede  solche  Ebene  für  sich  hat  die 
Eigenschaften  eines  (n  —  2)  -  fach  ausgedehnten  projektiven 
Raumes. 

Sind  Ui  =  0,  U2  =  0  die  Gleichungen  für  zwei  Ebenen  von 
n  —  1  Dimensionen,  so  wird  jede  Ebene,  welche  durch  das  Schnitt- 
gebilde geht,  die  Gleichung  haben:  xiUi  +X2U2  =0.  Soll  da- 
gegen eine  dritte  Ebene  U3  =  0  nicht  durch  das  Schnittgebilde 
der  beiden  ersten  gehen,  so  darf  der  Ausdruck  xj  Ui  +  X2U2  +  X5U3 
nur  dadurch  zum  identischen  Verschwinden  gebracht  werden 
können,  dafs  xj,  X2,  X3  sämtlich  gleich  null  gesetzt  werden.  Man 
bezeichnet  dann  wohl  die  Ebenen  als  von  einander  unabhängig. 
Die  allen  drei  Ebenen  gemeinsamen  Punkte  erfüllen  eine  (n — 3)- 
diraensionale  Ebene. 

Sind  also  v  Ebenen 

(3)  Ui=0,  02=0. ..Uv  =  0 

von  einander  unabhängig  (d.  h.  kann  die  Form  xj  Ui  +  ^2^2  -j-  . . . 
+  xvUv  nur  für  xj  =  xg  =  ...==»  xv  =  0  zum  identischen 
Verschwinden  gebracht  werden),  so  bestimmen  die  ihnen  ge- 
meinsamen  Punkte   eine   (n  —  r)- dimensionale  Ebene,    und    alle 
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(n — l)-dimensionalen  Ebenen,  welche  durch  diese  Schnittebene 
gehen,  lassen  sich  in  der  Form  darstellen: 

kiUi  +k2U, +...  +  kvUv  =  0. 

In  dieser  Weise  fuhren  n  —  1  Ebenen  zur  Geraden,  n  zum 
Punkte. 

Alle  diese  Sätze  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Theorie 
der  linearen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  Wir  können 
aber  die  Geraden  und  die  Ebenen  noch  in  anderer  Weise  erhalten. 
Wir  gehen  von  zwei  Punkten  x'  und  x'  aus  und  betrachten  alle 
Punkte : 

(4)  xi  =  pxi '  +  qxi ',  x,  =  pxj '  +  qx/' . . .  Xn-^,  =  px'n ,  1  +  qx'n+i, 
wo  die  p  und  q  jeden  beliebigen  Wert  annehmen  sollen.  Die 
Gleichung  einer  Ebene  lJ^2^xXx=^0  möge  sowohl  für  x'  wie 
für  x''  erfüllt  sein;  es  mögen  also  die  Gleichungen  bestehen: 
2sLxXx=^0undIzx:^x'  =  0;  dann  folgt  daraus:  -Sa;?  (px;f'+  qx;tf")=0, 
woraus  man  ersieht ,  dafs  alle  Punkte,  deren  Koordinaten  den 
Gleichungen  (4)  genügen,  der  Ebene  U  =  0  angehören.  Wählt 
man  n  —  l  von  einander  unabhängige  Ebenen  Ui  =  0 . . .  Un— i  =  0 
so,  dafs  sie  durch  die  beiden  Punkte  x'  und  x"  gehen,  so  gehen 
sie  auch  durch  die  Punkte  (4);  diese  gehören  also  dem  Schnitt 
der  n  —  1  Ebenen,  also  einer  Geraden  an.     Dann  folgt: 

Eine  Gerade  ist  durch  irgend  zwei  ihrer  Punkte  vollständig 
bestimmt;  wenn  sie  mit  einer  beliebigen  Ebene  zwei  Punkte 
gemeinschaftlich  hat,  so  fällt  sie  ganz  hinein. 

Wenn  drei  Punkte  x',  x',  x'*'   nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
so  wird  durch  die  Gesamtheit  der  Punkte: 
xi  =  pxi'  +  qxi"  +  rxi'^,  Xg  =px2'  +qx/'  +  rx«'*  . . .  Xn_i  = 

px'„.|.i  +  qx 'n-t-i  +  rx'^n-^i 
für  beliebige  Werte  von  p,  q,   r  eine  zweidimensionale  Ebene 
dargestellt.    In  gleicher  Weise  kann  man  mit  irgend  einer  gröfsem 
Anzahl  von  Punkten  fortfahren.     Daraus  ergiebt  sich: 

Durch  eine  jw-dimensionale  Ebene  und  einen  Punkt  aufser- 
halb  derselben  läfst  sich  eine  einzige  Ebene  von  /i  +  1  Dimen- 
sionen legen.  Hat  eine  ,a-dimensionale  Ebene  mit  einer  andern 
Ebene  i«  + 1  Punkte  gemeinschaftlich,  welche  nicht  einer  Ebene 
von  fi  —  1  Dimensionen  angehören,  so  fällt  sie  ganz  hinein. 

Drei  Ebenen  U  =  0,  V  =  0,  U  +  kV  =  0  bezeichnen  wir 
als  einem  Büschel  angehörig.     Der  Koeffizient  k  ändert  sich  bei 
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Zwei  Ebenen 

(2)  2zxxx  =  0,  Sbxxx  =  0 
sind  nur  dann  als  verschieden  zu  betrachten,  wenn  sich  kein 
Faktor  M  bestimmen  läfst,  für  welchen  jedes  hx  ==  Mslx  ist,  oder 
wenn  nicht  alle  Determinanten  Zihx  —  2Lxhi  für  t,  ;c  =«  1 . . .  n -f- 1 
verschwinden.  Dann  kann  man  n  —  2  Verhältnisse  der  x  beliebig 
wählen  und  daraus  die  übrigen  eindeutig  so  bestimmen,  dais 
beiden  Gleichungen  genügt  wird.  Wenn  z.  B.  anbn-fi  —  an-j-ib„ 
nicht  verschwindet,  so  erhält  man  Xn  durch  xi,  X2...Xn— i  aus- 
gedrückt, indem  man  die  erste  Gleichung  mit  bn,.],  die  zweite 
mit  an-fi  multipliziert  und  die  erhaltenen  Produkte  von  einander 
subtrahiert;  eine  ähnliche  Operation  ermöglicht  es,  Xn+i  durch 
Xi ,  xj  . . .  Xn_i  darzustellen.  Somit  kann  man  die  Verhältnisse 
Xi  :  x<  : . . . :  Xn_i  beliebig  wählen  und  erhält  dann  die  weiteren 
Verhältnisse.  Wir  sagen,  die  Gesamtheit  der  Verhältnisse,  welche 
den  Gleichungen  (2)  genügen ,  stelle  eine  (n  —  2)  -  dimensionale 
Ebene  dar.     Genau  wie  vorher  ergiebt  sich  der  Satz: 

Irgend  zwei  Ebenen  von  n  —  2  Dimensionen  lassen  sich 
in  einander  transformieren;  jede  solche  Ebene  für  sich  hat  die 
Eigenschaften  eines  (n  —  2)  -  fach  ausgedehnten  projektiven 
Raumes. 

Sind  Ui  =  0,  U2  =  0  die  Gleichungen  für  zwei  Ebenen  von 
n  —  1  Dimensionen,  so  wird  jede  Ebene,  welche  durch  das  Schnitt- 
gebilde geht,  die  Gleichung  haben :  xi  Ui  +  x^  U2  =  0  .  Soll  da- 
gegen eine  dritte  Ebene  U3  =  0  nicht  durch  das  Schnittgebilde 
der  beiden  ersten  gehen,  so  darf  der  Ausdruck  x^  Ui  +  xgU^  -j-  X5U3 
nur  dadurch  zum  identischen  Verschwinden  gebracht  werden 
können,  dafs  xi,  xg,  X3  sämtlich  gleich  null  gesetzt  werden.  Man 
bezeichnet  dann  wohl  die  Ebenen  als  von  einander  unabhängig. 
Die  allen  drei  Ebenen  gemeinsamen  Punkte  erfüllen  eine  (n — .-i)- 
dimensionale  Ebene. 

Sind  also  v  Ebenen 

(3)  Ui=0,  02  =  0. ..Uv  =  0 

von  einander  unabhängig  (d.  h.  kann  die  Form  xj  Ui  +  X2U2  +  . . . 
-|-  xvUv  nur  für  x,  =  X2  =  .  .  .  =  xy  ==  0  zum  identischen 
Verschwinden  gebracht  werden),  so  bestimmen  die  ihnen  ge- 
meinsamen  Punkte   eine   (n  —  1)- dimensionale  Ebene,    und    alle 
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(n — l)-dimensionaIen  Ebenen,  welche  durch  diese  Schnittebene 
gehen,  lassen  sich  in  der  Form  darstellen: 

kiUi  +  k^U,  + . . .  +  kvUv  =  (). 

In  dieser  Weise  fuhren  n  —  1  Ebenen  zur  Geraden,  n  zum 
Punkte. 

Alle  diese  Sätze  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Theorie 
der  linearen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  Wir  können 
aber  die  Geraden  und  die  Ebenen  noch  in  anderer  Weise  erhalten. 
Wir  gehen  von  zwei  Punkten  x'  und  x'  aus  und  betrachten  alle 
Punkte : 

(4)  xi  =  pxi '  +  qxi %  x,  =  pxj'  +  qx/' . . .  Xn^-i  =  px'n. i  +  qx"n+i, 
wo  die  p  und  q  jeden  beliebigen  Wert  annehmen  sollen.  Die 
Gleichung  einer  Ebene  U  ^ -2'a;fX;^  =  0  möge  sowohl  für  x'  wie 
für  x"  erfüllt  sein;  es  mögen  also  die  Gleichungen  bestehen: 
2a;rx'x  =  0  und ^Zx^i'/  =  0 ;  dann  folgt  daraus :  2z,x  (px;? '  +  qx;^ ') = 0, 
woraus  man  ersieht,  dafs  alle  Punkte,  deren  Koordinaten  den 
Gleichungen  (4)  genügen,  der  Ebene  U  =  0  angehören.  Wählt 
man  n  —  l  von  einander  unabhängige  Ebenen  Ui  =  0 . . .  Un_i  =  0 
so,  dafs  sie  durch  die  beiden  Punkte  x'  und  x"  gehen,  so  gehen 
sie  auch  durch  die  Punkte  (4);  diese  gehören  also  dem  Schnitt 
der  n  —  1  Ebenen,  also  einer  Geraden  an.     Dann  folgt: 

Eine  Gerade  ist  durch  irgend  zwei  ihrer  Punkte  vollständig 
bestimmt;  wenn  sie  mit  einer  beliebigen  Ebene  zwei  Punkte 
gemeinschaftlich  hat,  so  fällt  sie  ganz  hinein. 

Wenn  drei  Punkte  x',  x',  x*^   nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
so  wird  durch  die  Gesamtheit  der  Punkte: 
xi  =pxi'  +  qxi"  +  rxi'^,  Xg  «px«' +  qx,"  + ncg*^  . . .  Xn_i  = 

px',,4.1  +  qx"n-i-i  +  rx'n ,  1 
für  beliebige  Werte  von  p,  q,   r   eine  zweidimensionale  Ebene 
dargestellt.    In  gleicher  Weise  kann  man  mit  irgend  einer  gröfsern 
Anzahl  von  Punkten  fortfahren.     Daraus  ergiebt  sich: 

Durch  eine  jw-dimensionale  Ebene  und  einen  Punkt  aufser- 
halb  derselben  läfst  sich  eine  einzige  Ebene  von  ,a  -j-  1  Dimen- 
sionen legen.  Hat  eine  ,u-dimensionale  Ebene  mit  einer  andern 
Ebene  fi-^-l  Punkte  gemeinschaftlich,  welche  nicht  einer  Ebene 
von  II  —  1  Dimensionen  angehören,  so  fällt  sie  ganz  hinein. 

Drei  Ebenen  U  =  0,  V  =  0,  U  +  kV  =  0  bezeichnen  wir 
als  einem  Büschel  angehörig.     Der  Koeffizient  k  ändert  sich  bei 
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ungeändert,  und  da  er  höchstens  den  Wert  eins  erhält,  und  zwar 
nur  dann,  wenn  die  Ebenen  zusammenfallen,  so  kann  man 

(9)  Ucx^x  =  cos  9 
setzen  und  y  als  den  Winkel  der  beiden  Ebenen  definieren.  Diese 
Definition  stimmt  nicht  nur  für  n  =  2  und  n  =  3  mit  der  ge- 
bräuchlichen überein ;  sie  ist  auch  geeignet,  eine  charakteristische 
Eigenschaft  des  Winkels  auf  die  mehrfach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten zu  übertragen.  Läfst  man  nämlich  drei  Ebenen  I, 
II,  III  durch  dieselbe  (n  —  2)-dimensionale  Ebene  hindurchgehen, 
so  ist  der  Winkel,  den  die  beiden  letzten  Ebenen  einschliefsen, 
gleich  der  Differenz  der  Winkel,  die  je  eine  von  ihnen  mit  der 
Ebene  I  bildet.  Um  dies  möglichst  einfach  zu  beweisen,  lasse 
man  die  Ebene  I  mit  der  Ebene  xi  =■  0  zusammenfallen  und  lege 
die  beiden  andern  Ebenen  durch  den  Schnitt  von  xi  =0,  xj  =»  0 
hindurch. 

Speziell  werden  wir  zwei  Ebenen  als  auf  einander  senkrecht 
stehend  bezeichnen,  wenn  sie  einen  rechten  Winkel  mit  einander 
bilden,  wenn  also  zwischen  ihren  Koeffizienten  Cx  und  e«  die 
Beziehung  besteht: 

(9)  Ifcxex  — 0. 

Aus  dieser  Form  der  Bedingungsgleichung  folgt  unmittelbar 
der  Satz: 

Wenn  m  Ebenen  auf  derselben  (m  -|-  1)^  Ebene  senkrecht 
stehen,  so  stehen  auch  alle  Ebenen,  welche  durch  das  Schnitt- 
gebilde der  ersten  m  Ebenen  hindurchgehen,  auf  der  letzten  Ebene 
senkrecht. 

Demnach  läfst  sich  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine 
(n  —  2)  -  fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  von  (n  —  l)-dimen- 
sionalen  Ebenen  legen,  welche  auf  einer  gegebenen  Ebene  von 
n  —  1  Dimensionen  senkrecht  stehen.  Alle  diese  Ebenen  müssen 
eine  gerade  Linie  gemeinschaftlich  haben,  da  sie  durch  denselben 
Punkt  hindurchgehen.  Umgekehrt  wird  jede  durch  die  Gerade 
gelegte  (n  —  l)-dimensionale  Ebene  auf  der  gegebenen  Ebene 
senkrecht  stehen.  In  diesem  Falle  sagen  wir,  die  Gerade  selbst 
stehe  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht.  Durch  jeden  Punkt 
des  Raumes  geht  eine  einzige  Gerade,  die  auf  einer  festen  Ebene 
senkrecht  steht.  Im  allgemeinen  kann  man  aber  durch  eine 
gerade  Linie  g  nur  eine  (n  —  3)  -  fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
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von  Ebenen  Eq-i  hindurchlegen,  welche  mit  einer  gegebenen 
(n  —  l)-dimensionalen  Ebene  I  einen  rechten  Winkel  bilden; 
denn  zu  der  Bedingung  (9),  welche  bei  gegebenen  Werten 
Ci...Cn  für  die  Koeffizienten  ei  ...en,  r  bestehen  mufe,  treten 
noch  zwei  Bedingungen  durch  die  Forderung  hinzu,  dafs  die 
Ebenen  durch  die  Gerade  g  hindurchgehen  sollen.  Jetzt  läfst  sich 
aber  durch  die  Gerade  g  eine  einzige  Ebene  En-i'  legen,  die  auf 
allen  Ebenen  En_i  senkrecht  steht.  Der  Winkel,  den  die  Ebene 
En_i'  mit  der  Ebene  I  bildet,  wird  als  Neigungswinkel  der  Ge- 
raden g  und  der  Ebene  I  definiert.  Wenn  der  Neigungswinkel 
einer  Geraden  g  zu  einer  (n  —  1)  -  dimensionalen  Ebene  I  gleich 
ist  dem  Winkel,  unter  dem  eine  zweite  Gerade  h  zu  einer  Ebene  II 
geneigt  ist,  so  läfst  sich  durch  eine  Transformation  (4),  (5) 
erreichen,  dafs  die  Ebene  I  mit  11  und  zugleich  die  Gerade  g 
mit  h  zusammenfällt. 

Eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  läfst  sich  für  zwei  Ebenen 
anstellen,  von  denen  die  eine  n  —  1,  die  andere  m<Cn  —  1  Di- 
mensionen hat. 

Wiederum  sei  die  Gleichung  einer  Ebene  I  in  der  Normal- 
form gegeben ;  man  suche  den  Fufspunkt  x'  der  Senkrechten,  die 
von  einem  nicht  in  der  Ebene  gelegenen  Punkte  J  auf  dieselbe 
gefällt  wird.  In  den  Gleichungen  von  n  —  1  Ebenen  mögen  die 
Konstanten  mit  (ei,  s),  (e/,  s) . .  .(ei^""^)^  s^"-^))  bezeichnet 
werden.  Da  jede  dieser  Ebenen  durch  den  Punkt  S  geht,  müssen 
die  Gleichungen  erfüllt  sein: 

SCih  =  s,  Äi'  f,  =-  s'  .  .  .  Äi^»-^)  Ji  =  s(«-2). 
Dieselben  Ebenen  sollen  aber  auch  den  Punkt  x'  enthalten ;  daraus 
folgt: 

Äixi'  — s,  Sei'Xi'  ^s  .  .  .Äi(°-2)x/  ^s^'*-^ 
oder: 
Ä/(?i  — x,')=0,  Ä/C^— xi')  =  0...2:e/°-2)(f^  _x/)_0. 

Da  aber  die  gesuchten  Ebenen  auf  der  gegebenen  senkrecht 
stehen,  müssen  ihre  Koeffizienten  den  Gleichungen  genügen: 
Äi  ci  ==1  0,  Äi'  Ci  =  0  .  .  .  -rei("-2)  Ci  —  0. 

Die  letzten  Gleichungen  müssen  aber  mit  den  vorangehenden 
identisch  sein.  Das  ist  nur  möglich,  wenn  für  jede  Marke  x  die 
Gleichung  erfüllt  ist: 

Jjf  —  xjf'  =■  Mcx  oder  xx'  ===?«  —  Mcjr. 
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Nun  liegt  der  Punkt  x'  in  der  Ebene  I;  daher  ist: 

-ScxXx'^r  oder  M^-^Scxg«  —  r. 
Hiernach  hat  der  Fufspunkt  der  Senkrechten  die  Koordinaten : 
(11)  x/  — g,  +  Cir— Ci-2:cxgx  — §x  — Mci. 

X 

Das  Quadrat  der  Entfernung  der  Punkte  g  und  x'  beträgt: 
£(^  —  xx')^  =  ^c, »  (Scx^  -  r)«  —  (^cx  §x—  r)*. 

IX  X 

Die  Entfernung  selbst  ist  also  gleich  der  Gröfse  M: 

(12)  M  =  Äxgx  — r 
und  wird  erhalten,  wenn  man  die  Gleichung  der  Ebene  I  in  der 
Normalform 

-Icxxx  —  r  =  0 
voraussetzt.  Wir  unterscheiden  demnach  eine  positive  und  nega- 
tive Seite  der  Ebene,  ]e  nachdem  die  Gröfse  M  bei  den  getrof- 
fenen Festsetzungen  einen  positiven  oder  negativen  Wert  erhält. 
Hiernach  läfst  sich  mit  Herrn  von  Lilienthal  auch  angeben,  was 
man  unter  dem  positiven  und  negativen  Teile  einer  durch  einen 
Punkt  geteilten  Geraden  zu  verstehen  habe. 

Ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  I  möge  die  Koordinaten 
xi,  X2  . . .  Xn  haben.  Wir  fuhren  neue  Gröfsen  yi  . . .  yn  ein  durch 
die  Bestimmung: 

Xi  =  X  £ '  —  yt  =  gt  —  Mci  +  y*  y 
wo  die  Bedingung  bestehen  mufs: 

vci  V,  =  0. 

Haben  die  Punkte  x  und  g  die  Entfernung  D,  so  ist: 
D«  =  ^(g, -xO*  =  ^(ciM  — yO*  =  M«-f2:yi^ 

Hier  ist  D*>  M*,  wenn  nicht  alle  Gröfsen  y«  verschwinden. 
Somit  ist  M  der  kleinste  Wert,  den  D  für  die  Punkte  der  Ebene 
erreichen  kann.  Indem  wir  diesen  kleinsten  Wert  als  Abstand 
des  Punktes  g  von  der  Ebene  I  definieren,  führt  die  vorstehende 
Gleichung  zu  folgenden  Ergebnissen: 

»Die  kürzeste  Entfernung,  die  ein  fester  Punkt  von  den 
Punkten  einer  (n  —  l)-dimensionalen  Ebene  hat,  ist  die  Länge 
der  auf  die  Ebene  gefällten  Senkrechten;  alle  Punkte  der  Ebene, 
welche  vom  Fufspunkt  der  Senkrechten  gleichen  Abstand  haben, 
sind  auch  von  dem  gegebenen  Punkte  selbst  gleich  weit  entfernt. 
Für  diese  Entfernungen  gilt  der  Pythagoreische  Lehrsatz.« 
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»Alle  Punkte,  die  von  einer  gegebenen  (n — l)-dimensio- 
nalen  Ebene  gleichen  Abstand  haben,  liegen  in  zwei  zu  ihr  paral- 
lelen Ebenen.« 

Die  (n  —  1)  -  dimensionale  Kugel  definieren  wir  als  den  Ort 
aller  Punkte,  die  von  einem  festen  Punkte  gleiche  Entfernung 
haben.  Allgemein  setzen  wir  fest,  dafs  die  Punkte  einer  m-dimen- 
sionalen  Kugel  in  einer  (m  +  1)  -  dimensionalen  Ebene  liegen 
und  von  einem  Punkte  dieser  Ebene  gleichweit  entfernt  sein 
sollen.  Dann  lesen  wir  aus  der  obigen  Gleichung  noch  folgende 
Sätze  ab: 

»Eine  Ebene  schneidet  eine  Kugel  oder  berührt  sie  oder  liegt 
ganz  aufserhalb  derselben,  jenachdem  der  Abstand  der  Ebene  vom 
Mittelpunkte  kleiner,  ebenso  grofs  oder  gröfser  ist  als  der  Radius.« 

»Zwei  (n  —  1)  -  dimensionale  Kugeln ,  für  welche  die  Ent- 
fernung der  Mittelpunkte  kleiner  ist  als  die  Summe,  aber  gröfser 
als  die  Differenz  der  Radien,  haben  eine  (n  —  2)  -  dimensionale 
Kugel  gemeinschaftlich.« 

Die  Gesamtheit  der  Wertsysteme,  die  der  Gleichung  genügen : 
(13)  -TA^x,  xx  -f  2  J:BxXx  +  C  =  0, 

IX 

bezeichnen  wir  als  ein  (n  —  l)-dimensionales  Gebilde  zweiter 
Ordnung  oder  auch  als  ein  quadratisches  Gebilde  von  n  —  1 
Dimensionen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (13)  ändern  wir  durch  eine 
Transformation  (4),  (5),  bei  der  der  Anfangspunkt  [also  der 
Punkt  (0, 0 . . .  0)]  ungeändert  bleibt.  Wenn  die  neue  Form  der 
Gleichung  ist: 

2:Aixyiyx  +  22^Bx'yx  +  C'  —  0, 
so  können  wir  erreichen,  dafs  alle  Koeffizienten  verschwinden, 
fiir  welche  die  Marken  /  und  x  ungleich  sind.  Denn  die  Koeffi- 
zienten A£x'  hangen  nur  von  den  Transformations  -  Koeffizienten 
und  den  Aix,  nicht  aber  von  den  Bx  und  C  ab;  bei  der  ange- 
gebenen Transformation  geht  aber  die  Form  Xi  *  -^-  xa  *  +  . . . 
-f-Xn*  über  in  yi*  +  y2*+ .. . +  yn^.  Nun  läfst  die  Aufgabe, 
die  beiden  quadratischen  Formen: 

^^A<;rX<  Xn    Und   2jCf  ^ 

als  Summe  derselben  n  Quadrate  darzustellen,  nach  einem  be- 
kannten Satze   des  Herrn  Weierstrafs    (Berliner  Berichte  1858) 
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eine  reelle  Lösung  zu.     Dadurch  nimmt  die  Gleichung  des  Ge- 
bildes die  Gestalt  an: 

(14)  £Ax'yx^  +  22ß^yx'\-C  =  0. 

Wenn  keiner  der  Koeffizienten  Ax   verschwindet,  so  ersetze 

B  ' 

man  yx-}-  ^—,   durch  zx  für  jede  Marke   x;   dadurch    wird   die 

Ax 

Form  erhalten: 

(15)  SAx'zx^  +  C^O, 

Wenn  aber  in  (14)  einer  der  Koeffizienten  Ax\   etwa  An 

verschwindet,  die  übrigen  aber  von  null  verschieden  sind,  so  er- 

B  ' 
setze  man  yx  +  -.—7  durch  z;?  für  x  ==  1 . . .  n  —  1,  und  für  einen 

Ax 

von  null  verschiedenen  Wert   von   Bn'  schreibe   man  Zn  für  y,, 

C 

+  0--.;  jetzt  stellt  sich  die  Gleichung  in  der  Form  dar: 

(16)   AiZi  «  +  A2Z2  «  +  .  .  .  +A„Z„^i»  +  2BaZa  =0. 

Sollten  An'  und  Bn'  beide  verschwinden,  so  würden  wir  ein 
Cylindergebilde  erhalten,  das  etwa  in  folgender  Weise  definiert 
werden  kann:  In  einer  (n  —  1)  - dimensionalen  Ebene  konstruiere 
man  ein  quadratisches  Gebilde  und  errichte  in  jedem  seiner  Punkte 
die  Senkrechte  auf  der  Ebene;  die  Gesamtheit  aller  so  erhaltenen 
Senkrechten  liefert  ein  Cylindergebilde.  Alle  Cylinder-  und  Kegel- 
gebilde sollen  hier  ausgeschieden  sein.  Dann  müssen  wir  auch 
den  Fall  ausschliefsen,  dafs  in  der  Gleichung  (14)  mehr  als  ein 
Koeffizient  A;^'  verschwindet,  weil  wir  sonst  mit  weniger  Varia- 
bein auskommen. 

Indem  wir  also  von  den  Kegel-  und  Cylindergebilden  ab- 
sehen, können  wir  der  Einteilung  der  quadratischen  Gebilde  die 
Formen  (15)  und  (16)  zu  Grunde  legen  und  bezeichnen  die 
ersteren  aus  einem  naheliegenden  Grunde  als  Mittelpunkts-Gebilde, 
die  letzteren  als  parabolische.  Beide  werden  nach  der  Zahl  der 
positiven  und  negativen  Quadrate  eingeteilt.  Die  Mittelpunkts- 
gebilde zerfallen  in  folgende  n  +  1  Anen : 

Xi  *        X«  *  X   * 

L       a  +  -•  +  •••  +  - °M  +  I  =0,  das  imaginäre  Gebilde, 
ai*       aj*  an* 


9 

ai»   '   a,*   •  '"   'an* 


2.  ""'  ^  +  "^^  4.  . . .  4.^°^  —  1=0,  das  Ellipsoid, 
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3-  ?-I  +  l'l  +  •••+?-!-?'!-  1  =  0>  geradliniges  Ge- 
ai»       a,*  an-i*      an* 

bilde  mit  einer  einzigen,  nicht  schneidenden,  axialen  Geraden, 

4.  'il-*+...+'^_'^l'+'^*>-.  1  =0,  Gebilde   mit 
ai«  '  an_2*       an-i«      an« 

zweidimensionalen  Ebenen  und  einer  einzigen,  nicht  schneidenden 
axialen  Ebene  von  zwei  Dimensionen, 

o 

Xi  ^         X» «  X«  ^  X    « 

^•^  +  ^^^  —  •••  —  ^7^  —  1  =  ^'    geradUniges   Ge- 

bilde  mit  einer  nicht  schneidenden  axialen  (n  —  2)-dimensionalen 
Ebene. 

Xi  ^  X»  ^  X 

n  +  1  •  — ^    -  *— ^  —  ...  —  "  -  —  1  =»  0,   ungeradliniges  Ge- 
bilde  mit  zwei  Schalen. 

n  n     I     1 

Ebenso  zerfallen  die  parabolischen  Gebilde  in  -  oder     -T- 

Arten;  hier  läfst  sich  durch  Multiplikation  mit  — 1  immer  er- 
reichen, dafs  die  Zahl  der  positiven  Quadrate  nicht  kleiner  als  die 
der  negativen  ist;  demnach  erhalten  wir  folgende  parabolische 
Gebilde : 

1.  A  +  -*•  +  •••  +  \y~\  +  2  a  x„  =  0,    ungeradliniges 
ai  •       a»*  an-i* 

Paraboloidgebilde ; 

2.  '^J-'  + . . .  +  ^°  ^l  -  ""I^  +  2ax„  =0,  geradliniges  Para- 
ai  an— 2        an— 1 

boloidgebilde; 

3.  ^;  +  ...  +  ^;_^;_|£-;  +  2«x„-0,  Parabo- 

•*1  »n— 8  «»11—2  «n— i 

leid  mit  zweidimensionalen  Ebenen  u.  s.  w. 
Die  Gleichung: 

stellt  für  jeden  reellen  Wert  von  l  ein  quadratisches  Mittelpunkts- 
Gebilde  dar.  Alle  Gebilde,  die  man  für  die  verschiedenen  Werte 
von  l  vermittelst  dieser  Gleichung  erhält,  sollen  als  konfokale 
Gebilde  bezeichnet  werden.  Die  Koeffizienten  ai ,  a^  .  .  .  an  seien 
der  Gröfee  nach  geordnet,  so  dafs 
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^1  <r  »2  <  aj  . . .  <C  Sn 
ist.  Wir  betrachten  zunächst  die  Änderungen,  welche  die  linke 
Seite  von  (17),  die  kurz  mit  L  bezeichnet  werden  möge,  für 
feste  Werte  von  ai  ...an,  xi  ...x«  erleidet,  wenn  man  X  alle 
reellen  Werte  durchlaufen  läfst.  Für  i  =  +  00  wird  L  =  0; 
läfst  man  X  abnehmen,  so  wird  L  zunächst  positiv,  da  die  Zähler 
stets  und  die  Nenner  für  einen  hinlänglich  grofsen  Wert  von  l 
positiv  sind.  Der  gröfste  Wert,  für  welchen  ein  Nenner  null 
ist,  ist  i  =  —  ai ,  so  dafs  hierfür  L  unendlich  grofs  wird.  Somit 
liegt  eine  Wurzel  der  Gleichung  (17)  zwischen  +00  und  — ai. 
Bleibt  A  in  der  Nähe  von  —  Zi ,  ist  es  aber  kleiner,  so  überwiegt 

Xi* 

der  negative  Wert  von  -—t-\  ,  also  erhält  L  sehr  grofse  negative 

ai  +  / 

Werte,  während  es  für  die  Annäherung  an  — a»,  wofern  es  nur 

gröfser  bleibt   als   — aj,  beliebig  grofse  positive   Werte   erhält; 

demnach  liegt  eine  zweite  Wurzel  X^  zwischen  — ai   und  — a^. 

Eine  dritte   Wurzel  ^3    liegt  ebenso    zwischen  — a«    und  — a^ 

u.  s.  w.,  eine  n*^  zwischen  —  an— i  und  —  an.    Mehr  als  n  Wurzeln 

kann  aber  die  Gleichung  (17)  nicht   besitzen,   da  sie   vom  n^ 

Grade  ist.     Demnach  erhalten  wir  die  identischen  Gleichungen: 

ai  +  Ai       a2  +  Xi  an  +  Xi 

(18)  f  ai  +/,  ^  a2  +  ^2  an  +  /2 


^i  -f-  ^n         ^2  +  An  Ün  -\-  ^n 

(19)  ai  <C  ag  <C  as  <  .  . .  <  an  und  Ai  >  A2  >  ^  •  •  •  >  ^i 

zugleich  ist: 

(20)Ai>  — ai>A2>  — a2>A3>  — as...>— an_i>A„>— an. 

Subtrahiert  man  noch  irgend  zwei  verschiedene  der  Gleichungen 
(18)  von  einander,  so  erhält  man  für  ungleiche  Marken  i  und  k: 

V. ^  Xo  X 

^'^^h^i+xo{^i+h)'^~(^^^  =  ^• 

Jede  der  Gleichungen  (18)  stellt  bei  fester  Wahl  der  Gröfsen 
Ai.../„,  die  nur  den  Gleichungen  (20)  genügen  müssen,  und 
bei  veränderlichen  Werten  von  xi  . . .  Xn  ein  Mittelpunkts-Gebilde 
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dar.  Da  die  n  so  erhaltenen  Gebilde  verschiedenen  Arten  ange- 
hören, so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Durch  jeden  Punkt  des 'Raumes  gehen  n  konfokale  Gebilde 
zweiter  Ordnung,  und  diese  sind  sämtlich  von  verschiedener  Art. 
Umgekehrt  schneiden  sich  n  konfokale  Gebilde,  wenn  sie  n  ver- 
schiedenen Arten  angehören,  in  2**  gegen  die  Axen  symmetrisch 
gelegenen  Punkten. 

Indem  man  noch  die  Gleichung  für  die  Tangentialebene 
eines  Gebildes  zweiter  Ordnung  entwickelt  und  als  Winkel,  den 
zwei  krumme  Gebilde  in  einem  ihrer  Schnittpunkte  mit  einander 
bilden,  den  von  den  Tangentialebenen  eingeschlossenen  Winkel 
festsetzt,  folgt  aus  den  Gleichungen  (18) — (21)  der  Satz: 

Zwei  konfokale  Gebilde  derselben  Art  haben  keinen  Punkt 
gemeinschaftlich;  dagegen  schneiden  sich  zwei  Gebilde  verschie- 
dener An  in  einem  (n  —  2)  -  fach  ausgedehnten  Gebilde  und 
stehen  in  jedem  Punkte  des  Schnittes  auf  einander  senkrecht. 

§  9. 
Analytische  Erweiterung  der  nioht-eaklidisohen  GKeometrieen. 

Wir  wollen  jetzt  für  eine  beliebige  Zahl  n  von  Dimensionen 
eme  analj'tische  Theorie  aufbauen,  deren  Resultate  für  n  =  2  und 
n  aa  3  mit  den  Entwicklungen  der  §§  9 — 21  des  ersten  Abschnittes 
übereinstimmen.  •*) 

Zu  dem  Ende  wählen  wir  n  -|-  1  Variabele  xo,  xi  . .  .Xn  und 
setzen  zwischen  ihnen  die  Beziehung  fest: 

(1)  k«Xo»-f  Xi«-f  ...-f  x„»  =  k«. 

Dabei  wollen  wir  für  ein  negatives  k*  von  dem  Werte 
Xo  =  1,  Xi  = . . .  =  Xn  =  0  ausgehen  und  alle  andern  daraus  stetig 
unter  fortwährender  Gültigkeit  der  Gleichung  (1)  herleiten. 

Indem  wir  wieder  jedes  Wensystem  (xox^  . . .  Xn)  einen  Punkt 
nennen,  definieren  wir  den  Abstand  e  zweier  Punkte  x  und  x' 
durch  die  Gleichung: 

(2)    k*  cos  r=k2XoXo'+XiXi '+•  ..  +  XnXn', 

wobei  leicht  zu  übersehen  ist,  dafs  für  reelle  Werte  von  Xq,  xi  . . .  Xn 
und  Xo',  Xi'...Xn'  auch  e  reell  ist  und  nur  verschwindet,  wenn 
die  Punkte  identisch  werden. 
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Wir  bestimmen  die  y;^  als  Funktionen  von  xo,  xi  ...Xn  und 
die  yx'  als  dieselben  Funktionen  von  xn',  xi'...Xn',  so  dafs  die 
Gleichungen  bestehen: 
k%»+X|^  +  ...  +  Xo«-k«yo*  +  yi«  +  ...  +  y„«, 
k%'»  +  Xi'*  +  ...  +  x„'^  =  ktyo'«  +  yi'«  +  -..+yo'>, 
k«xoXo'  +  xixi'  + . . .  +  XnXn'  =  k«yoyo'  +  yiyi'  +  ...  +  ynyn'. 
Dann  ergeben  sich   auf  dem  im  vorigen  Paragraphen  durchge- 
führten Wege,   dafs    die    y*  homogene  lineare  Funktionen  der 
Xo,  xi  ...Xn  sind,  so  dafs  wir  setzen  können: 

n 

(3)  yx  =  V  iiAxgXp    für  x  =  0,  1  . . .  n, 

WO  zwischen  den  Koeffizienten  juixp  gewisse  leicht  zu  übersehende 
Relationen  bestehen. 

Bei  den  weiteren  Untersuchungen  wollen  wir  der  Einfachheit 
wegen  zuerst  annehmen,  k*  sei  positiv.  Wir  suchen  den  geo- 
metrischen Ort  aller  Punkte  (xo  . . .  Xn),  welche  von  zwei  Punkten 
x'  und  x'  gleichen  Abstand  haben.  Dann  müssen  die  Werte  xo, 
xi  . . .  Xn  der  Gleichung  genügen : 

(4)  aoXo  -f  aix,  +  ...  +anXn  =  0, 
wo  ist 

(5)    ^o=k*(xo*  —  Xo"),    ^i=Xi'  —  Xi"...^n=Xn'  —  Xn'. 

Wenn  umgekehrt  die  ao,  ai...an  und  xo'...Xn'  gegeben 
sind,  so  lassen  sich  die  Xo"...Xn  nach  (5)  stets  eindeutig  be- 
stimmen, und  die  Gröfse  q  kann  weder  unendlich  noch  imaginär 
werden.  Sie  kann  auch  nicht  verschwinden,  wenn  nicht  das 
Wertsystem  x'  der  Gleichung  (4)  genügt.  Aus  (5)  folgt  nämlich 
zunächst 


^ 


Xo    =  Xo    —  j-^ ,   Xi     —  Xj    —  Q^i  .  .  .  Xn    —  Xn   —  (f^ny 

und  wenn  wir  auf  x"  die  Gleichung  (1)  anwenden,  so  ergiebtsich: 

2^(aoXo'  -f  a, xi '  -f  . . .  -f  a„Xn ')  =  ^*(^  +^i  *  +  ---  +  an*  j  • 

Die  Transformation  (3)  kann  jedes  Gebilde  (4)  in  jedes 
Gebilde  -5?biX/  =  0  umwandeln;  jedes  derartige  Gebilde  heilst 
eine  (n  —  l)-dimensionale  Ebene.  Indem  man  die  Transforma- 
tionen einer  Ebene  in  sich  untersucht,  findet  man  dieselben 
identisch   mit    denjenigen   Transformationen,    welche   nach    den 


(6)  ^  +  a,»  +  ...  +  a„''-l. 
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Gleichungen  (3)  für  einen  (n  —  1)  -  dimensionalen  Raum  für 
dasselbe  k*  gelten. 

Ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  können  wir 
zwischen  den  Konstanten  in  der  Gleichung  einer  Ebene  (ihren 
Koordinaten)  die  Beziehung  festsetzen: 

ki 

Transformieren  wir  die  Gleichung  (4)  unter  dieser  Voraus- 
setzung durch  die  Transformation  (3)  und  beachten  die  zwischen 
den  Koeffizienten  iiix  bestehenden  Relationen,  so  erkennen  wir, 
dafs  auch  die  neuen  Koeffizienten  der  Gleichung  (6)  genügen. 
Zugleich  können  wir  mit  der  Ebene  (ao ,  ai  . . .  an)  den  Punkt 
(&>  &  ---^n)  in  enge  Beziehung  bringen,  dessen  Koordinaten 
durch  die  Gleichungen  erhalten  werden: 

(7)  §0  »=  ^j  gl  =  ai k  . . .  gn  =  ank. 

Wenn  dann  e  den  Abstand  der  Punkte  g  und  x  bezeichnet, 
so  ist 

e  1 

k«  cos  j^  =  k«goXo  +giXi  +...+|nXn  =  j^(aoXo  +  aiXi  +  . . .  anXn); 

e 
also  ist  cos,  =0,  w^enn  der  Punkt  x  auf  der  Ebene  (ao,ai...aQ) 

gewählt  wird.  Wir  bezeichnen  den  Punkt  (go,  gi  ...  §n)  als  den 
Pol  der  Ebene  (a©,  ai  ...an),  wenn  die  Beziehung  (7)  besteht, 
und  letztere  als  die  Polarebene  des  Punktes  (g),  und  finden 
den  Satz: 

Der  Abstand  eines  Punktes  von  jedem  Punkte  seiner  Polar- 
ebene beträgt  ^\in. 

Sind  ao',  ai'...an'  die  Koordinaten  einer  zweiten  Ebene, 
so  bleibt  bei  jeder  Transformation  von  der  hier  vorausgesetzten 
Eigenschaft  auch  die  Gröfse  des  Ausdrucks 

aoao     I  »1  I  / 

j^  +  aiai  -j-  . . .  -f-  anan 

ungeändert.  Der  Wert  desselben  liegt  zudem  (für  ein  positives  k*) 
zwischen  + 1  und  —  1,  und  erreicht  den  ersten  Wert  nur,  wenn 
ao'  =  ao,  ai'  =  ai . . .  an' =  an  ist;  wir  können  daher  setzen: 

(8)  cos  if  =  -j-^  +  aiai '  + . . .  +  anan'. 
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Dann  stellt  ^  eine  invariante  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Ebenen  dar  und  wird  als  ihr  Winkel  bezeichnet. 

Wenn  mehrere  Ebenen 

(9)  £av\v  =  0,  Si/w  =  0 . . .  JSay^'^xv  =  0 
gegeben  sind,  so  können  wir  nach  ihrem  Schnittgebilde  fi'agen. 
Wir  gelangen  dadurch,  gerade  wie  im  vorigen  Paragraphen,  zu 
der  (n  —  p)-dimensionalen  Ebene  und  für  p  =  n  —  1  zur  Geraden. 
Ebenso  erhalten  wir  die  Definitionen  für  den  Büschel,  den  Bündel 
u.  s.  w.  von  (n  —  1)  -  dimensionalen  Ebenen. 

Bei  dieser  Darstellung  setzen  wir  natürlich  voraus,  dafs  keine 
der  Ebenen  (9)  durch  das  Schnittgebilde  der  übrigen  hindurch- 
geht, dafs  also  die  Gleichungen  von  einander  unabhängig  sind. 
Unter  dieser  Voraussetzung  dürfen  wir  der  Gleichung  jeder  Ebene, 
welche  durch  das  Schnittgebilde  geht,  die  Form  geben: 

(10)  2:/aav(«)xr  =  0  für  a  =  l...p,  r  =  0,   l...n. 


a,r 


WO  die  Bedingung  (6)  eine  quadratische  Relation  zwischen 
>-!  . . .  /p  erfordert,  und  wo  die  Koeffizienten  sämtlicher  x  gleich- 
zeitig nur  für  Aj  =  A,  =  Ap  =  0  verschwinden. 

Soll  die  Ebene  (10)  auf  der  Ebene 

(11)  2:hv\v=-0 
senkrecht  stehen,  so  mufs  nach  (8)  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

(12)  2:Aaai.f«^br  =  0. 


a,  V 


Diese  Gleichung  kann  für  alle  Werte  der  /  erfüllt  sein.  Dann 
stehen  alle  Ebenen  (10)  auf  der  Ebene  (11)  senkrecht  und  wir 
legen  dem  Schnittgebilde  dieselbe  Eigenschaft  bei.  Dieser  Fall 
tritt  ein,  wenn  jede  der  Ebenen  (9)  oder  allgemeiner,  wenn  irgend 
p  unter  den  Ebenen  (10),  deren  Gleichungen  von  einander  un- 
abhängig sind,  auf  der  Ebene  (11)  senkrecht  stehen. 

Wenn  aber  die  Gleichung  (12)  nicht  identisch  erfüllt  ist, 
so  wird,  weil  nur  eine  Bedingung  zwischen  den  i.  besteht,  eine 
(p — 2) -fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  von  Ebenen  die  ver- 
langte Eigenschaft  haben.  Dann  läfst  sich  durch  das  Schnitt- 
gebilde eine  (n  —  l)-dimensionale  Ebene  legen,  welche  auf  allen 
Ebenen  dieser  Mannigfaltigkeit  senkrecht  steht.  Die  Lage  dieser 
Ebene  zur  Ebene  (11)  ist  charakteristisch  für  die  Lage  des  Schnitt- 
gebildes zur  Ebene  (11). 
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Sind  p  Punkte  (x),  (x)...(x^p^)  gegeben,  so  mögen  alle 
Punkte  betrachtet  werden,  deren  Koordinaten  durch  die  Gleichungen 
gegeben  sind: 

(13)  xv  =  UiXv'  +  UfXv'  + . . .  +  UpXr^P'  für  1'  =  0,  1 . . . n. 

Hierbei  mufs  vorausgesetzt  werden,  dafs  Xo,  Xi...Xn  nur 
dadurch  sämtlich  gleich  null  gemacht  w^erden  können,  dafs  alle 
Gröfsen  Ui  ...Up  verschwinden;  im  andern  Falle  könnte  man  die 
Koordinaten  durch  weniger  von  einander  unabhängige  Gröfsen 
darstellen.  Die  Relation  (1)  verlangt,  dafs  zwischen  den  p  Gröfsen 
Ui  . . .  Up  eine  quadratische  Beziehung  besteht;  die  Gesamtheit  der 
durch  (13)  dargestellten  Punkte  stellt  also  eine  (p  —  l)-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  und  zwar,  wie  man  sofort  sieht, 
eine  Ebene  von  p  —  1  Dimensionen  dar. 

Die  (n  —  l)-dimensionalen  Gebilde  zweiter  Ordnung  werden 
durch  eine  homogene  quadratische  Gleichung 

(14)  V  ^ixXiXx  =  0 

definiert.  Die  projektiven  Eigenschaften  sind  offenbar  dieselben, 
welche  wir  in  §  7  entwickelt  haben.  Viele  metrischen  Eigen- 
schaften hangen  mit  der  Aufgabe  zusammen,  die  beiden  Formen 
k*xo*  +  Xi*  +  ...  +  Xn*  und  S^ixXi xx  durch  dieselben  Quadrate 
darzustellen.  Diese  Aufgabe  läfst  sich  für  ein  positives  k*  immer 
lösen,  da  alsdann  die  erste  Form  stets  positiv  ist.  Wir  finden 
also  eine  neue  Darstellung 

(15)  boyo«  +  b,yi*+...+b„yn«  =  0 
durch  die  Gröfsen  yo,  yi  ...yn,  welche  homogene  lineare  Funk- 
tionen von  Xo,  Xi  ...Xn  sind  und  zwischen  denen  die  Beziehung 

besteht : 

k«yo«  +  yi^  +  ...  +  yn«  =  k^ 

Die  Einteilung  der  quadratischen  Gebilde  beruht  einmal  auf 
projektiven  Eigenschaften.  Wenn  bei  irgend  einer  Darstellung 
ihrer  Gleichung  durch  lauter  Quadrate  verschwindende  Koeffi- 
zienten vorkommen,  so  nennen  wir  das  Gebilde  ein  Kegelgebilde 
und  unterscheiden  davon  die  eigentlichen  quadratischen  Gebilde. 

n  n      I      1 

Die  letzteren  zerfallen  dann  wieder  in  -  oder  —X—    Arten     je 

nach  der  Zahl  der  positiven  und  negativen  Werte  unter  den 
Koeffizienten  bo ,  bi  . . .  bn  in  (15).     Demnach  ist  das  Gebilde 

Kllllngf,  Grundlagen  der  Geometrie.    I.  14 
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entweder  a)  imaginär,  oder  b)  reell  ohne  gerade  Linien,  oder  c) 

reell  mit  geraden  Linien,  aber  ohne  zweidimensionale  Ebenen  u.  s.  w. 

Damit  sind  aber  alle  allgemeinen  Arten  erschöpft.   Man  kann 

nur  noch  die  speziellen  Gebilde  hervorheben,  in  deren  Gleichungen 

(15)  sich  unter  den  Koeffizienten  j^,  bi,  .  .  .  b«   gleiche    (oder 

auch  Gruppen  von  gleichen)  befinden. 

Für  ein  negatives  k*  werden  einige  der  hier  skizzierten  Unter- 
suchungen etwas  schwieriger.  Die  Ebene  hat  wieder  die  Gleichung 
(4),  aber  wenn  nicht  zwischen  den  Koeffizienten  die  Beziehung 
besteht: 

so  wird  ihre  Gleichung  durch  kein  Wertsystem  befriedigt,  welches 
der  Gleichung  (1)  genügt.  Sollen  zwei  Ebenen  einander  schneiden, 
so  mufs  sein 

—  1  <  ^^  +  aiai '  + . . .  -f  ana„'  <  +  1 ; 

aber  wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  so  erhalten  wir 
weitere  Beziehungen  zwischen  den  beiden  Ebenen.  Hierauf  können 
wir  jedoch  an  dieser  Stelle  nur  kurz  verweisen;  ebensowenig  kann 
es  unsere  Aufgabe  sein,  die  Theorie  der  quadratischen  Gebilde 
für  ein  negatives  k*  zu  entwickeln  und  die  sämtlichen  Arten  der- 
selben aufzuzählen. 

§  10. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  das  Linienelement. 

Nach  den  beiden  letzten  Paragraphen  erscheint  die  analytische 
Behandlung  des  Raumes  als  Spezialfall  einer  Untersuchung  über 
die  aus  n  Variabein  zu  bildenden  Wertsysteme.  Nun  soll  aber 
das  einzelne  Wertsystem  nicht  für  sich  allein  betrachtet,  sondern 
zu  den  übrigen  Wertsystemen  in  Beziehung  gesetzt  werden.  Nach 
welchen  Gesetzen  dies  zu  geschehen  hat,  kann  an  dieser  Stelle 
nicht  ermittelt  werden,  mufs  vielmehr  einer  späteren  Untersuchung 
vorbehalten  bleiben.  In  §  8  gelang  dies  in  folgender  Weise:  In 
der  Ebene  und  im  Räume  ist  der  Abstand  je  zweier  Punkte  von 
einander  unveränderlich;  ein  Punktepaar  0,  1  kann  man  daher 
nur  mit   einem  andern  Punktepaare   2,  3  zur  Deckung  bringen. 
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wenn  der  Abstand  (0,  1)  gleich  dem  Abstand  (2,  3)  ist.  Legen 
wir  also  rechtwinklige  Cartesische  Koordinaten  zu  Grunde,  so 
bleibt  der  Ausdruck  (xi  —  xi  ')*  +  .. .  (xn  —  x„')  *  für  n  =  2  und 
n  =  3  ungeändert.  Deshalb  bezogen  wir  in  §  8  die  Wertsysteme 
xi  . . .  Xn  für  jedes  beliebige  n  so  auf  einander,  dafs  die  vorstehende 
quadratische  Form  sich  nicht  ändert.  Ein  solcher  Ausgangspunkt 
ist  vom  analytischen  Standpunkt  aus  natürlich  willkürlich,  ja  ohne 
prinzipielle  Berechtigung.  Ersetzen  wir  z.  B.  die  Koordinaten 
Xi  . . .  Xn  durch  n  von  einander  unabhängige  Gröfsen  Zi  . . .  Zn, 
w^elche  Funktionen  von  Xi  . . .  Xn  sind,  so  mufs  es  doch  möglich 
sein,  die  gewonnenen  Resultate  auch  vermittelst  der  Gröfsen 
Zi  . . .  Zn  zu  erlangen.  Indessen  ist  es  nicht  einmal  möglich,  den 
Ausdruck  für  das  Quadrat  des  Abstandes  in  den  neuen  Variabein 
genügend  zu  charakterisieren. 

Um  diesem  Ziele  w^enigstens  näher  zu  kommen,  nehmen 
wir  an,  die  beiden  Punkte  lägen  einander  unendlich  nahe;  die 
Koordinaten  des  einen  mögen  Xi  . . .  Xn,  die  des  andern  xi  +  dxi 
. . .  Xn  +  dxn  sein.  Durch  die  beiden  Punkte  legen  wir  eine  gerade 
Linie;  dann  ist  die  Länge  des  zwischen  den  beiden  Punkten  ent- 
haltenen Stückes  gleich  /dxi  *+...+ ^Xn*.  Denkt  man  sich 
aber  eine  beliebige  Linie  durch  die  beiden  Punkte  gelegt,  so  wird 
man  annehmen  dürfen,  der  durch  sie  begrenzte  Bogen,  das  Linien- 
element, fiele  mit  der  geradlinigen  Strecke  zusammen,  wofern 
die  Kurve  nur  in  dem  Punkte  x  eine  Tangente  hat.  Die  letzte 
Voraussetzung  kommt  darauf  hinaus,  anzunehmen,  dafs,  wenn 
der  Punkt  x  +  dx  auf  der  Kurve  eine  andere  Lage  annimmt,  die 
Gleichungen  befriedigt  werden :  dxi  =  pi  (x)dt . . .  dxn  =  pn(x)dt, 
wo  die  pi  (x)  . . .  pn(x)  blofse  Funktionen  von  Xi . . .  Xn  und  dt 
eine  unendlich  kleine  Gröfse  bedeutet.  Hiernach  tritt  der  Aus- 
druck V^dxi  *  +  . . .  -|-  dxn^  in  enge  Beziehung  zu  allen  krummen 
Linien,  für  welche  die  Unterschiede  der  Koordinaten  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  x  durch  Multiplikation  fester  Gröfsen,  die 
nur  Funktionen  von  Xi  ...Xn  sind,  mit  einer  unendlich  kleinen 
Gröfse  dt  erhalten  w^erden.  Ersetzen  wir  aber  in  diesem  Ausdruck 
die  Xi  . . .  Xn  durch  beliebige  lineare  Funktionen  derselben : 

y£  =  -rciaxa  +m/, 
tt 

wo  die  Cta  und  nii  Konstante  sind,  so  ändert  sich  der  Ausdruck 

14* 
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für  das  Quadrat  des  Linienelementes  um  in  Saiydyidyx,  wo 
sämtliche  Koeffizienten  aix  konstante  Werte  besitzen.  Wenn 
umgekehrt  das  Quadrat  des  Linienelements  durch  eine  beständig 
positive  quadratische  Form  mit  konstanten  Koeffizienten  darge- 
stellt wird,  so  läfst  sich  diese  wieder  durch  lineare  Verwandlung 
der  Koordinaten  als  Summe  von  n  Quadraten  darstellen.  Nun 
übersieht  man  aber  sehr  leicht,  dafs  es  auf  dasselbe  hinauskommt, 
ob  man  das  Quadrat  des  Linienelementes  durch  dxi  *  +. . .  -f-  dxn- 
oder  das  Quadrat  des  Abstandes  durch  (xi  —  Xi ')  *  +  •  •  •  +  (^n — Xn)  - 
dargestellt  werden  läfst.  Wir  können  demnach  die  euklidische 
Geometrie  auch  durch  die  Voraussetzung  charakterisieren,  dafs 
das  Quadrat  des  Linienelementes  durch  eine  beständig  positive 
quadratische  Form  mit  konstanten  Koeffizienten  ausgedrückt 
werden  soll. 

Man  kann  aber  auch  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und 
die  xi  . . .  Xn  durch  n  ganz  beliebige ,  von  einander  unabhängige 
Funktionen  Zi  . . .  Zn  ersetzen.     Wählt  man  beliebig 

Xi  =  (pi(zi  ...  Zn)  für  /  =  1 . . .  n, 

so  folgt  dxi  =  2^  j  -  -  dz;f,  und  demnach  erhält  man  für  das  Linien- 

element  ds  die  Gleichung: 

ds*  =  UAixdzidzxy 
wo  jetzt  die  Koeffizienten  Atx  im  allgemeinen  nicht  mehr  Kon- 
stante, sondern  Funktionen  von  Zi  . . .  Zn  sind.  Aber  dieser  Aus- 
druck ist  allgemeiner  als  der  Ausdruck  dxi  *  +  . . .  -I-  dxn^  da  es 
im  allgemeinen  nicht  möglich  ist,  den  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  von  (1)  durch  n  Quadrate  mit  den  Koeffizienten  eins  zu 
ersetzen.  Das  erkennt  man  in  folgender  Weise.  Man  denke 
sich  in  einer  r-dimensionalen  Raumform  (für  r>n)  ein  n-dimen- 
sionales  Gebilde  durch  die  Gleichungen  bestimmt  : 

x£  =  ft  (zi  . . .  Zn)  für  1=  1 . . .  r. 
Sucht  man  in  diesem  Gebilde  den  Ausdruck  für  das  Linien- 
element /dxl^  +  ...-^-dxr^  so  erscheint  er  wieder  als  Quadrat- 
wurzel aus  einer  stets  positiven  quadratischen  Form  in  den 
Differentialen  dzi . . .  dzn;  aber  ein  solches  Gebilde  hat  im  allge- 
meinen nicht  diejenigen  Eigenschaften,  welche  einem  n-dimen- 
sionalen  euklidischen  Räume  zukommen. 
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Wir  sind  hier,  ausgehend  von  einer  ganz  speziellen  Voraus- 
setzung, zu  der  obigen  allgemeinen  Form  des  Linienelementes 
gelangt.  Wir  müssen  uns  fragen,  ob  wir  die  Berechtigung  dieser 
Form  durch  allgemeine  Betrachtungen  beweisen  können.  Diese 
Frage  hat  Riemann  zu  beantworten  gesucht  in  einem 'Vortrage, 
welchen  er  im  Jahre  1854  behufs  seiner  Habilitation  vor  der 
philosophischen  Fakultät  in  Göttingen  gehalten  hat,  der  aber  erst 
nach  seinem  Tode  gedruckt  worden  ist.  In  dieser  Arbeit  ent- 
wickelt er  zuerst  den  allgemeinen  Begriff  einer  n-fach  ausge- 
gehnten  Mannigfaltigkeit  auf  eine  Weise,  welche  sehr  viele  Be- 
rührungspunkte bietet  mit  den  um  zehn  Jahre  älteren  Darlegungen 
Grafsmanns,  aber  davon  vollständig  unabhängig  und  viel  allgemeiner 
ist.  Eine  klare  Übersicht  über  diesen  Teil  seiner  Arbeit  würde 
in  einem  engen  Rahmen  kaum  möglich  sein ;  Riemanns  Darlegung 
ist  bereits  ganz  kurz  gehalten  und  wird  von  ihm  selbst  als  Vor- 
arbeit für  Beiträge  zur  Analysis  situs  bezeichnet.  Als  wesentliches 
Kennzeichen  einer  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  glaubt 
er  zu  finden,  dafs  sich  die  Ortsbestimmung  in  derselben  auf 
n  Gröfsenbestimmungen  zurückführen  läfst.  Demnach  wird  jedes 
Wensystem  xj  . . .  Xn ,  für  welches  allen  Variabein  ein  konstanter 
Wert  beigelegt  wird,  als  Punkt  bezeichnet;  die  Gesamtheit  der- 
jenigen, für  welche  die  Variabein  von  einer  einzigen  Veränder- 
lichen abhängig  sind,  heifst  eine  Linie,  und  wenn  gesetzt  wird: 

Xi  =  yi  (Ui  .  . .  Up)  .  . .  Xn  =  <fn  (Ui  .  .  .  Up)    für   p  <  H, 

wo  (f\.,.  ifn  reelle  Funktionen  der  unbeschränkt  veränderlichen 
reellen  Gröfsen  Ui  . . .  Up  sind,  so  möge  deren  Gesamtheit  als  ein 
p-dimensionales  Gebilde  bezeichnet  werden.  Um  auf  diese  Mannig- 
faltigkeit überhaupt  Mafs-Verhältnisse  anwenden  zu  können,  macht 
Riemann  die  Annahme,  dafs  die  Länge  jeder  Linie  von  ihrer  Lage 
unabhängig  sei,  dafs  also  jede  Linie  durch  jede  andere  Linie  gemessen 
werden  könne.  Diese  (an  sich  unzulässige)  Annahme  wird  aber 
keineswegs  in  voller  Allgemeinheit  vorausgesetzt,  vielmehr  be- 
schränkt sich  Riemann  sofort  wieder  auf  solche  Linien,  wie  wir 
sie  bereits  oben  (S.  211)  charakterisiert  haben.  Dann  wird  das  Linien- 
element eine  homogene  Funktion  ersten  Grades  der  Gröfsen  dx, 
welche  ungeändert  bleibt,  wenn  sämtliche  Gröfsen  dx  ihr  Zeichen 
ändern,  und  worin  die  willkürlichen  Konstanten  stetige  Funk- 
tionen der  Gröfsen  x  sind.     Ist  m  irgend  eine  Paarzahl,  so  setzt 
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er  das  Linienelement  als  mE  Wurzel  aus  einer  stets  positiven 
Form  m^  Grades  in  den  Differentialen  dx  voraus.  Der  ein- 
fachste Fall  ist  also  der,  wo  das  Quadrat  des  Linienelementes 
als  Form  zweiten  Grades  vorausgesetzt  wird,  so  dafs  die  Gleichung 
besteht : 

Wir  haben  jetzt  zu  untersuchen,  ob  wir  wohl  auf  rein  ana- 
l)rtischem  Wege  zu  den  speziellen  Fällen  gelangen  können,  welche 
wir  in  den  beiden  vorangehenden  Paragraphen  zu  Grunde  gelegt 
haben.  Darüber  hat  Riemann  selbst  in  einer  andern  Arbeit 
wichtige  Andeutungen  gemacht.  Ehe  aber  diese  Abhandlung 
bekannt  geworden  war,  haben  sich  die  Herren  Christoffel  und 
Lipschitz  mit  derselben  Aufgabe  beschäftigt.  Im  Anschlufs  daran 
sind  noch  zahlreiche  andere  Arbeiten  erschienen,  welche  wir  hier 
nicht  sämtlich  erwähnen  können.  Wir  begnügen  uns  damit, 
einige  Resultate  anzugeben,  welche  Herr  Schur  im  Anschlufs  an 
frühere  Arbeiten  entwickelt  hat.  Für  die  Beweise  müssen  wir 
auf  seine  Arbeit  selbst  verweisen.^*) 

Der  Ausdruck  für  das  Linienelement  gestattet,  die  kürzesten 
Linien  zu  bestimmen.     Führt  man  nämlich  die  Abkürzung  ein: 

dzip  _,   dzxp      d^Xtx 
qA       dxx       dxi        dxp ' 
und  bezeichnet  man  mit  r  die  Länge  der  geodätischen  Linie,  so 
ergeben  sich  die  zweiten  Diiferentialquotienten  aus  den  Gleichungen : 

l        dXo  1  vF  ^  1  ^^^«  ^-"^^ 

^^  a,.  ^^,- . isl^^j  -^  -^  . 

Diese  Gleichung  gestattet,  wenn  der  Anfangspunkt  (xi*...Xn") 
und  die  Richtung  (dxi  ^ . . .  dxn®)  der  geodätischen  Linie  gegeben 
ist,  die  zweiten  und  dann  die  dritten  und  die  ferneren  Ableitungen 
d»X(rO     d^XffO 


(^>  m 


dr^    '    dr» 


zu  berechnen. 


dx«^ 
Indem  man  —r  -  =  t-a  setzt,    wo   die   n  Gröfsen    ri  ...  r/n 

durch  die  Relation  verbunden  sind: 

2:2itx^t^i  *jjf  =  1, 
kann  man  jeden  Punkt  des  Raumes,  welcher  in  der  Umgebung 
des  festen  Punktes   (xi^...Xn^)  Hegt,   dadurch  bestimmen,  dafs 
man  von  dem   festen  Punkte  aus  nach  demselben  die   kürzeste 
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Linie  zieht;  sind  iji...?/ii  die  Bestimmungsgröfsen  dieser  geodä- 
tischen Linie  und  ist  r  ihre  Länge  vom  festen  bis  zu  dem  zu 
bestimmenden  Punkte,  so  möge  gesetzt  werden: 

ya  =  rr^a  \  alsdann  wird  durch  yi  . . .  yn  der  Punkt  be- 
stimmt. Diese  neuen  Variabein  bezeichnet  Herr  Lipschitz  als  die 
Normalvariabein.  In  diesen  neuen  Variabein  möge  das  Linien- 
element ds  durch  die  Gleichung  bestimmt  sein: 

JSb/;fdyidy;f=ds*, 
und  diejenigen  Werte,  welche  die  hix  beim  Verschwinden  der  y  an- 
nehmen, mögen  entsprechend  der  für  ^ix^  festgesetzten  Bedeutung 
mit  \>ix^  bezeichnet  \verden. 

Wir  legen  zwei  feste  Richtungen  i]a    und  r^a    zu  Grunde, 
setzen  zwischen  zwei  Gröfsen  a  und  ß  die  Beziehung  fest 

definieren  die  Gröfse  tp  durch  die  Gleichung: 

cos  y  ==  of  +  /?  Sbix^  In '  ^ix" 

und  suchen  diejenige  Fläche,  welche  alle  durch  die  Richtungen 
y;«  =  ai;«' -f-/^'?«"  bestimmten  geodätischen  Linien  enthält.  Auf 
dieser  Fläche  erscheint  das  Linienelement  ds  in  der  Form: 

(3)  ds  =  Kdr«  +  r«/e'dyS 
wo  /i*  eine  Funktion  von  yi  . . .  yn  ist.    Dann  ist  das  Gaufssche 

Krümmungsmafs  r^  dieser  Fläche  im  Anfangspunkte 


k«  r/e     ' 

Um  diesen  Ausdruck  in  den  ursprünglichen  Koordinaten 
darzustellen,  führen  wir  zuerst  die  Gröfsen  kix  durch  die 
Gleichungen  ein: 

(5)  Sugf^Q'^O  oder  ==  1,  jenachdem  '^^    oder  i  ==»  x    ist, 

und  setzen  ferner  zur  Abkürzung: 

(^^  (  i  "^  =    ^'^^^     I     d^a^v   __^    d^aj.    _^  d^ay/i 
^  -'  ^     *  ^       dx;.  dx^       dxi  dx;?      A\x  dx,«       dxi  dx;. 


+ 

9 


*2,vpK]-[,!j[:]j. 
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Dann  folgt  als  Ausdruck  für  das  Krümmungsmafs : 

,^      1 -       2^ix^fA)(dxi  6xfi —  6x^  dx/AJ  (dxxrfx;.  —  ixx  dx  a) 

k^  -^(a/;fa;.^-a£Aa;f^)(dx/rfx^— (fx/dx/uXdxifrfxA— ^x^fdx/.)' 

Dieser  Ausdruck  heifst  das  Riemannsche  Krümmungsmafs 
des  Raumes  in  dem  Punkte  (xi  ...Xn).für  das  durch  die  Rich- 
tungen i^ «',  t^  I  '  bestimmte  Flächenelement. 

Die  betrachtete  Fläche  enthält  unendlich  viele  gerade  Linien, 
welche  sämtlich  von  einem  Punkte  ausgehen  und  deren  Richtungs- 
konstanten einer  linearen  Gleichung  genügen ;  sie  wird  von  Herrn 
Schur  als  geodätische  Fläche  bezeichnet.  Ihre  Analogie  zu  den 
zweidimensionalen  Ebenen  ist  aber  dann  erst  vollständig,  wenn 
die  Fläche  eine  zweifach  unendliche  Schar  von  geodätischen 
Linien  enthält.  Statt  aber  die  Aufgabe  zu  lösen,  unter  welchen 
Bedingungen  diese  Forderung  für  eine  einzige  Fläche  erfüllt  ist, 
stellt  sich  Herr  Schur  sogleich  die  Aufgabe,  zu  erforschen,  unter 
welchen  Bedingungen  alle  durch  einen  festen  Punkt  gehenden 
geodätischen  Flächen  doppelt  unendlich  viele  geodätischen  Linien 
enthalten.  Hierfür  findet  er  als  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung,  dafs  alle  durch  den  Punkt  gehenden  geodätischen 
Flächen  für  jeden  Punkt  des  Raumes  gleiches  Riemannsches 
Krümmungsmafs  besitzen.  Soll  also  die  gleiche  Eigenschaft  für 
jeden  Punkt  des  Raumes  und  somit  für  alle  geodätischen  Flächen 
gelten,  so  mufs  das  Riemannsche  Krümmungsmafs  für  alle  Punkte 
des  Raumes  und  für  alle  Flächenrichtungen  dasselbe  sein.  Speziell 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Wenn  in  einem  Räume  das  Riemannsche  Krümmungsmafs 
in  jedem  Punkte  nach  allen  Flächenrichtungen  konstant  ist,  so 
ändert  es  sich  auch  von  Punkt  zu  Punkt  nicht. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  folgt  für  einen  konstanten 
Wert  von  k^: 

ds«  =  dr2  +  k»sin  »[(d/,1 ''  +  ...  +  di.nO, 

und  wenn  man  hier  setzt: 

r  r 

x/  =  k  sin  r  •  '/<  >  Xo  =  cos  ,  , 

wo  ist: 

k«Xo«  +  Xi2-f  ...-f  Xn2  =  k^ 
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SO  erhält  man 

(8)  ds2=k»dxo^  +  ...  +  dxn^ 
Hiervon  ausgehend  führen  aber  leichte  Integrationen  zu  der- 
jenigen Gleichung  für  den  Abstand,  von  welcher  wir  im  vorigen 
Paragraphen  ausgegangen  sind.  Wir  sehen  also,  dafs  die  in  den 
vorangehenden  Paragraphen  gelöste  Aufgabe  in  enger  Beziehung 
zu  den  Untersuchungen  über  das  Linienelement  steht.  Eine 
genauere  Prüfung  müssen  wir  uns  jedoch  für  eine  spätere  Stelle 
vorbehalten. 

§  11. 
Beweise  in  geometrisohem  Gewände. 

Wir  kehren  zu  den  Untersuchungen  des  achten  Paragraphen 
zurück.  Dort  gingen  wir  von  der  Gesamtheit  der  Wertsysteme 
Xi  . . .  Xn  aus;  die  gegenseitige  Beziehung  der  einzelnen  Wert- 
systeme und  gewisser  Mannigfaltigkeiten  untersuchten  wir  dadurch, 
dafs  wir  das  Quadrat  des  Abstandes  durch  die  Formel  2J(x«  —  x*')^ 
definierten  und  Mannigfaltigkeiten  als  kongruent  bezeichneten 
wenn  sie  durch  eine  Transformation  in  einander  umgewandelt 
werden  können,  bei  welcher  der  Ausdruck  JS(x£  —  xi)  für  irgend 
zwei  Wertsysteme  derselben  Mannigfaltigkeit  ungeändert  bleibt. 
Daraus  leiteten  wir  Sätze  her,  welche  ganz  denen  der  Geometrie 
entsprechen  und  welche  für  n  =  3  in  rein  geometrische  Sätze 
übergehen. 

Nachdem  wir  aber  auf  analytischem  Wege  eine  Anzahl  von 
Sätzen  hergeleitet  haben,  können  wir  diese  Sätze  allein  benutzen, 
um  weitere  Folgerungen  daraus  zu  ziehen;  dann  nimmt  auch  die 
Beweisführung  ganz  ein  geometrisches  Gewand  an.  Wir  erhalten 
dadurch  einen  Wissenszweig,  welcher  seinem  Objekte  nach  der 
Analysis  angehört,  in  seinen  Ergebnissen  aber  und  in  seinen 
Beweisen  mit  der  Geometrie  die  gröfste  Ähnlichkeit  zeigt.  Um 
diesen  Zweig  recht  systematisch  aufzubauen,  verstehen  wir  für 
m  <  n  unter  einer  m-dimensionalen  Ebene,  welche  wir  der  Kürze 
wegen  mit  E,«  bezeichnen  wollen,  diejenige  Gesamtheit  von  Wert- 
systemen, welche  in  §  8  definiert  ist;  ebenso  soll  unter  einer 
m-dimensionalen  Kugel  Km  die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme 
(xj  . . .  Xn)  verstanden  werden,  welche  in  einer  Em^  i  liegen  und 
zu  einem  festen  Punkte  (ai  ...  a«)  dieser  Ebene  in  der  Beziehung 
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Stehen,  dafs  2(xi  —  ai)*  konstant  ist.    Von  diesen  Weltsystemen 
setzen  wir  folgende  Sätze  voraus; 

1.  Wenn  eine  Gerade  zwei  Punkte  mit  einer  beliebigen 
Ebene  Em  gemeinschaftlich  hat,  so  fällt  sie  ganz  in  sie  hinein. 

2.  Durch  eine  m-dimensionale  Ebene  und  einen  ihr  nicht 
angehörigen  Punkt  läfst  sich  eine,  und  zwar  nur  eine  Ebene  von 
m  +  1  Dimensionen  legen.  Durch  fortgesetztes  Ziehen  von  ge- 
raden Linien  kann  man  von  der  Em  und  dem  gegebenen  Punkte 
aus  zu  jedem  Punkte  gelangen,  dessen  Zugehörigkeit  zu  Em4  i 
auf  irgend  einem  Wege  erkannt  ist. 

3.  Jede  in  einer  Em  gelegene  Em-i  teilt  dieselbe  in  zwei 
Teile,  so  dafs  jede  gerade  Linie,  welche  zwei  auf  verschiedenen 
Teilen  von  Em  gelegene  Punkte  verbindet,  die  Em-i  schneidet, 
und  dafs  jede  in  Em  gelegene  Gerade,  welche  einen  Punkt  mit 
der  Em_i  gemeinschaftlich  hat,  in  diesem  Punkte  von  der  einen 
auf  die  andere  Seite  tritt. 

4.  Jede  dreidimensionale  Ebene  hat  die  Eigenschaften  des 
euklidischen  Raumes,  und  demnach  jede  zweidimensionale  Ebene 
die  einer  euklidischen  Ebene. 

Aus  diesen  Voraussetzungen  lassen  sich  weitere  Sätze  her- 
leiten. 

a)  »Wenn  für  /i  >  r  eine  Ev  mit  einer  E^  eine  Er^i  und 
einen  aufserhalb  derselben  gelegenen  Punkt  Eo  gemeinschaftlich 
hat,  so  fällt  sie  ganz  in  dieselbe  hinein.« 

Verbinden  wir  einen  beliebigen  Punkt  der  Ey_i  mit  E„ 
durch  eine  gerade  Linie  Ei ,  so  liegen  alle  ihre  Punkte  sowohl 
in  der  Ev  wie  in  Eu,  Verbinden  wir  einen  andern  Punkt  der 
El  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Ev-i,  so  gehört  auch  diese 
Gerade  der  E^  und  Ev  an.  Indem  man  so  fortfährt,  kann  man 
zu  allen  Punkten  der  Ev  gelangen. 

b)  »Wenn  x  (<[  n)  gerade  Linien  gegeben  sind,  welche  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  so  läfst  sich  jedenfalls  eine  Ebene 
von  X  Dimensionen  durch  sie  hindurchlegen,  und  zwar  wenn  die 
X  Geraden  nicht  in  einer  Ebene  von  x  —  1  Dimensionen  liegen, 
so  giebt  es  eine  einzige  Ex,  in  welcher  alle  diese  Geraden  liegen.« 

Durch  zwei  Geraden  gi  und  g2  geht  im  vorliegenden  Falle 
eine  einzige  E2;  wenn  diese  die  g;,  nicht  enthält,  so  lege  man 
durch  Eg    und  einen  vom   gemeinschaftlichen   Schnittpunkt  ver- 
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schiedenen  Punkt  eine  E3 ;  diese  enthält  die  gs ;  wenn  g4  nicht 
in  ihr  liegt,  so  lege  man  durch  Es  und  einen  Punkt  von  g^  eine 
E4  u.  s.  w. 

c)  »Durch  eine  E;l  und  E^,  welche  keinen  Punkt  gemein- 
schaftlich haben,  läfst  sich  eine  Ebene  legen,  für  welche  die  Zahl 
^-  der  Dimensionen  höchstens  gleich  ^  +  /<  +  l  ist.« 

Wenn  ^  +  .«i  +  1  >  n  ist,  so  tritt  an  Stelle  der  E^-  der 
n-dimensionaie    Raum.      Im   andern   Falle   nehme    man  auf  Eu 

• 

einen  Punkt  p  und  lege  durch  E;.  und  p  eine  (^  +  1)"^^^^"" 
sionale  Ebene  Ea|i.  Hat  diese  mit  E^  keinen  weitereji  Punkt 
gemeinschaftlich,  so  wähle  man  in  Eu  einen  zweiten  Punkt  p', 
und  lege  durch  E^-j-i  und  p'  eine  Ea  .  2.  Dann  hat  E;._i.2  mit  E^ 
eine  Gerade  gemeinschaftlich.  Wenn  /t  >  1  ist  und  zugleich 
Ea-i  2  mit  E^  nur  die  Punkte  von  g  gemeinschaftlich  hat,  so  wähle 
man  in  E^  einen  der  Geraden  g  nicht  angehörenden  Punkt  p 
und  lege  durch  E;.+2  und  p"  eine  E;.j.3.  Fährt  man  so  fort,  so 
folgt ,  dafs  man  nach  Auswahl  von  /*  + 1  Punkten  der  E^  auf 
eine  EA+^Mf  1  kommt,  in  welche  E^  ganz  hineinfällt.  Wenn  endlich 
einer  der  ausgeschlossenen  Fälle  eintritt,  so  verkleinert  sich  die 
Zahl  V. 

d)  »Wenn  eine  En-i  und  eine  E2  sich  in  einem  Punkte 
treffen,  so  haben  sie  stets  eine  gerade  Linie  gemeinschaftlich.« 

Man  ziehe  durch  den  Punkt  zwei  Gerade  g  und  g',  welche 
ganz  der  Ej  angehören.  Jede  von  ihnen  wird,  wofern  sie  nicht 
in  die  En-i  hineinfällt,  in  dem  Punkte  so  geteilt,  dafs  die  beiden 
Teile  gegen  die  En-i  auf  verschiedenen  Seiten  liegen.  Verbindet 
man  einen  Punkt  von  g  mit  einem  auf  der  andern  Seite  gele- 
genen Punkte  von  g'  durch  eine  gerade  Strecke,  so  mufs  diese 
mit  der  En-i  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben.  Man  erhält 
dadurch  einen  zweiten  Punkt,  der  beiden  Ebenen  angehört,  und 
somit  eine  beiden  Ebenen  gemeinschaftliche  Gerade. 

e)  »Wenn  eine  En_i  und  eine  Ea  sich  in  einem  Punkte 
treffen,  so  haben  sie,  wofern  Ea  nicht  ganz  in  die  E«  1  hinein- 
fällt, eine  Ea-i  gemeinschaftlich.« 

Man  ziehe  in  der  Ea  durch  den  Schnittpunkt  i.  gerade  Linien, 
welche  keiner  Ebene  von  weniger  als  /  Dimensionen  angehören, 
und  lege  durch  eine  festgewählte  unter  diesen  Geraden  und  je 
eine  der  andern  jedesmal   eine    zweidimensionale  Ebene.     Jede 
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dieser  ^  —  1  Ebenen  hat  mit  En-i  eine  Gerade  gemeinschaftlich; 
die  X  —  1  auf  diese  Weise  erhaltenen  geraden  Linien  können  aber 
keiner  Ebene  von  A  —  2  Dimensionen  angehören,  bestimmen  also 
eine  Ea-i,  welche  den  Ebenen  Ei  und  En— i  angehört. 

f)  »Wenn  eine  E;.  und  eine  E^  in  einer  E^-i-i  liegen  und 
einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  so  schneiden  sie  sich  in 
einer  E;._,.« 

Beweis  wie  vorher. 

g)  »Wenn  zwei  Ebenen  E;.  und  E^  einen  Punkt  gemein- 
schaftlich haben  undA-|-/t>n  ist,  so  haben  sie  eine  Ebene  von 
mindestens  A  +  ,tt  —  n  Dimensionen  gemeinschaftlich.« 

Man  wähle  in  Ea  der  Reihe  nach  n  —  1 — .a  Punkte  so, 
dafs  durch  diese  Punkte  und  die  E^  eine  En-i  gelegt  werden 
kann.  Diese  hat  mit  Ea  eine  Ea-i  gemeinschaftlich.  Jetzt  be- 
stimme man  den  Schnitt  der  Ea-i  mit  E^  in  der  En-i.  Zu  dem 
Ende  wähle  ich  in  Ea-i  n  —  2  —  .a  Punkte  so ,  dafs  sich  durch 
diese  Punkte  und  E^  eine  En_2  legen  läfst;  diese  hat  mit  Ea_i 
eine  Ea_2  gemeinschaftlich.  Somit  mufs  jetzt  der  Schnitt  der 
Ea_2  mit  E^  in  der  En_2  bestimmt  werden.  Allgemein  erhalte 
ich  den  Schnitt  einer  Ea_<>  mit  E^  in  einer  En— (>.  Wählt  man 
hier  für  /*5>A  die  Zahl  q  so,  dafs  n  —  ^  =  /t  +  l  ist,  so  erhält 
man  eine  Schnittebene  von  l  —  ^  —  1  =/  -f"/'  —  ^  Dimensionen. 

h)  »Wenn  eine  Eu  und  eine  Ei;  in  einer  Ep  liegen  und 
einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  und  wenn  dann  /*  +  »'>« 
ist,  so  haben  sie  mindestens  eine  Ep_^_v  gemeinschaftlich.« 

Beweis  wie  bei  g. 

i)  »Wenn  eine  Gerade  h  in  demselben  Punkte  auf  r  Geraden 
senkrecht  steht,  durch  welche  sich  keine  (r  —  1)  -  dimensionale 
Ebene  legen  läfst,  so  steht  sie  auf  jeder  Geraden  senkrecht,  welche 
in  der  durch  die  r  Geraden  bestimmten  Ev  durch  den  Fufspunkt 
gezogen  sind;  man  sagt,  die  Gerade  stehe  auf  der  Ev  senkrecht.« 

Für  p  =  2  ist  der  Beweis  bekannt.  Angenommen,  der  Satz 
sei  für  A  Gerade  gi  ...gA  und  die  hierdurch  bestimmte  Ea  be- 
wiesen. Dann  lege  man  durch  Ea  und  einen  beliebigen  Punkt 
von  gA^i  die  Ebene  Ea-ui.  Nun  sei  g'  irgend  eine  in  Ea^i  ge- 
legene und  durch  den  Schnittpunkt  von  gi  . . .  gA  gehende  Gerade; 
durch  g'  und  gA^i  lege  man  eine  zweifach  ausgedehnte  Ebene, 
welche  die  Ea  in   einer  Geraden  g"   treifen  mufs.     Da  nun  die 
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gegebene  Gerade  h  auf  g"  und  g;.-i_i  senkrecht  steht,  so  steht  sie 
auch  auf  der  mit  ihnen  in  derselben  E»  gelegenen  Geraden  g' 
senkrecht. 

k)  »Stehen  x  Geraden  gi  . . .  gx  in  demselben  Punkte  A  auf 
X  Geraden  hi  . . .  h;.  senkrecht  und  bestimmen  die  gi  . . .  gx  eine 
einzige  Ebene  Ex  von  x  Dimensionen  und  die  hi  . . .  h;.  eine  ein- 
zige Ea,  so  steht  jede  durch  A  gelegte  Gerade  g  der  ersten  Ebene 
auf  jeder  durch  denselben  Punkt  gehenden  Geraden  h  der  zweiten 
Ebene  senkrecht.« 

Da  nach  der  Voraussetzung  jede  Linie  g«  für  « =  1 . . .  x 
auf  den  X  Geraden  hi  . . .  h;.  senkrecht  steht,  so  steht  ga  auch 
senkrecht  auf  jeder  Geraden  h,  welche  durch  A  in  der  durch  die 
Linien  hi  . . .  h;.  bestimmten  Ebene  E;.  gezogen  werden  kann. 
Umgekehrt  steht  hiernach  h  auf  den  Linien  gi  . . .  gx  senkrecht, 
also  auch  auf  jeder  Geraden  g,  die  in  Ex  liegt  und  durch  den 
Punkt  A  geht. 

1)  »Durch  jeden  Punkt  einer  Geraden  geht  eine  einzige 
(n — l)-dimensionale  Ebene,  welche  auf  ihr  senkrecht  steht.« 

Durch  die  Gerade  g  lege  man  n  —  1  Ebenen  E2  und  errichte 
in  jeder  durch  den  gewählten  Punkt  die  Senkrechte. 

m)  »Durch  jeden  Punkt  einer  (n  —  1)  -  dimensionalen  Ebene 
En—i  geht  eine  und  zwar  eine  einzige  Gerade,  welche  auf  ihr 
senkrecht  steht.« 

Man  wähle  in  En-i  durch  den  Punkt  n  —  1  gerade  Linien 
und  errichte  die  dazu  senkrechten  En— i  ^^^ . .  En-i  ^""'^^  diese  haben 
eine  Gerade  gemeinschaftlich.  Gäbe  es  aber  zwei  solche  Gerade, 
welche  in  A  auf  En_i  senkrecht  stehen,  so  müfsten  die  sämt- 
lichen durch  A  gehenden  Geraden  einer  E^  auf  En-i  senkrecht 
stehen,  was  nicht  möglich  ist,  da  eine  solche  Gerade  der  E2  in 
die  En_i  fällt. 

n)  »Alle  Geraden,  welche  in  einem  gegebenen  Punkte  einer 
El  auf  ihr  senkrecht  stehen,  füllen  eine  (n  —  ^)-dimensionale 
Ebene  an.« 

Beweis  wie  bei  m). 

o)  »Alle  Geraden,  welche  in  einem  gegebenen  Punkte  einer 
Ex  auf  ihr  senkrecht  stehen  und  zugleich  in  einer  E/x  enthalten 
sind,  der  auch  E;.  angehört,  füllen  eine  Ebene  von  /« —  X  Dimen- 
sionen an.« 
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Beweis  wie  bei  m). 

p)  »Zwei  Gerade  heifsen  paraDel,  wenn  sie  derselben  E^  an- 
gehören und  sich  nicht  schneiden.  Wenn  von  zwei  Parallelen 
die  eine  in  einer  Ea  liegt,  die  andere  einen  Punkt  mit  Ei  gemein- 
schaftlich hat,  so  gehört  auch  die  zweite  ganz  der  Ea  an.« 

»Wenn  zwei  Ebenen  E^  und  Ev  für  fi'^v  in  einer  E^^i 
liegen  und  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  so  heifsen  sie 
selbst  parallel,  weil  sie  von  jeder  sie  schneidenden  E2  in  parallelen 
Geraden  geschnitten  werden.« 

Man  nehme  auf  E^  zwei  Punkte  und  auf  Ei;  einen  Punkt 
ganz  beliebig  an  und  lege  durch  dieselben  eine  Ej ;  diese  schneidet 
jede  der  gegebenen  Ebenen  in  einer  Geraden;  die  beiden  Schnitt- 
geraden können  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  da  der 
Schnittpunkt  beiden  Ebenen  angehören  müfste. 

q)  »Steht  von  zwei  Parallelen  die  eine  auf  einer  En_i  senk- 
recht, so  thut  es  auch  die  andere;  und  umgekehrt  sind  zwei 
Gerade  parallel,  welche  auf  derselben  En— 1  senkrecht  stehen.« 

Sind  g  und  h  parallel,  so  lege  man  eine  E^  hindurch;  diese 
schneidet  die  En_i  in  einer  Geraden  (nach  d),  w^elche  von  h 
getroffen  werden  mufs.  Steht  g  J_  En-i  und  ist  A  der  Fufspunkt 
von  g  in  En~i,  so  möge  der  Schnitt  von  h  mit  En-i  durch  B 
bezeichnet  w^erden.  Durch  B  lege  man  in  En-i  n  —  1  Gerade 
kl  ...kn_i,  welche  keiner  En-2  angehören.  Zieht  man  für 
«  =  l...n— 1  die  ka'  durch  A  parallel  zu  k«,  so  liegen  auch 
die  ki'...kn_i'  in  En-i.  Da  aber  <^  (gka')  =  (hko)  und  der 
erstere  ein  Rechter  ist,  so  steht  h  auf  ki  ..  .kn_i,  also  auf  En-i 
senkrecht. 

Dafs  umgekehrt  zwei  auf  derselben  En_i  senkrecht  stehende 
Gerade  parallel  sind,  folgt  aus  m),  kann  aber  auch  direkt  auf 
folgendem  Wege  bewiesen  werden:  Sind  g  und  h  zwei  gemein- 
schaftliche Senkrechte  von  £„_],  so  kann  man  sicherlich  durch 
g  und  h  eine  (oder  auch  mehrere)  E3  legen.  Eine  solche  hat  mit 
En-i  eine  E2  gemeinschaftlich,  auf  welcher  g  und  h  senkrecht 
stehen.  Dafs  diese  Linien  parallel  sind,  wird  in  den  Lehrbüchern 
der  Stereometrie  bewiesen. 

r)  Zwei  parallele  /i-dimensionale  Ebenen  haben  überall  den- 
selben Abstand. 
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Sind  EjLi  und  E^'  parallel  und  fällt  man  von  zwei  Punkten 
der  ersten  die  Senkrechten  auf  die  zweite,  so  sind  dieselben 
parallel  (da  der  Satz  q)  auch  für  jede  in  einer  E^+i  liegende  E^ 
gilt).  Somit  sind  dieselben  Gegenseiten  in  einem  Parallelogramm 
und  deshalb  gleich. 

s)  »Steht  PA  auf  einer  En— i  und  PB  auf  einer  in  E«— i  gele- 
genen En-2  senkrecht,  so  steht  auch  AB  auf  der  En-2  senkrecht.« 

Zieht  man  durch  B  die*  Gerade  BC  1  PA,  so  liegt  BC  in 
der  Ebene  PAB;  zudem  steht  BC  auf  En_i  senkrecht,  also  sicherlich 
auch  auf  der  in  En—i  gelegenen  En_2.  Auf  der  letzteren  Ebene 
stehen  also  die  Geraden  BC  und  BP  senkrecht,  also  auch  jede 
durch  B  gehende  Gerade  der  Ebene  PBC,  somit  auch  die  Gerade  AB. 

t)  »Wenn  zwei  Ebenen  En— i  und  En— i'  sich  schneiden  und 
wenn  man  in  einem  Punkte  A  der  Schnittebene  Eq-«  zwei  Senk- 
rechte g  und  h  auf  ihr  errichtet,  von  denen  die  eine  in  En-i, 
die  andere  in  En-/  liegt,  so  ändert  der  von  g  und  g'  einge- 
schlossene Winkel  seine  Gröfse  nicht,  wenn  man  an  Stelle  des 
Punktes  A  irgend  einen  andern  Punkt  der  Schnittebene  wählt.« 

Für  einen  zweiten  Punkt  B  der  Schnittebene  sei  h  in  En-i 
und  h'  in  En— i'  senkrecht  auf  En-2  errichtet;  es  soll  bewiesen 
werden,  dafs  <Ji  (hh)  =  <^ (gg)  ist.  Da  g  und  h  in  einer  zwei- 
dimensionalen Ebene  liegen  und  ebenso  g'  und  h  und  da  diese 
die  Gerade  AB  gemeinschaftlich  haben,  so  liegen  die  Geraden 
g,  g',  h,  h'  in  einer  E3.  Somit  gilt  der  Satz,  da  er  für  den 
dreidimensionalen  Raum  bewiesen  ist. 

§  12. 
Die  ersten  Sätse  des  vierdimeiiBionalen  Baumes. 

Um  die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen,  welche  für 
den  ersten  Anfänger  wegen  ihrer  Abstraktheit  vielleicht  einige 
Schwierigkeiten  bieten,  dem  Verständnis  näher  zu  bringen,  wollen 
wir  die  darin  enthaltenen  Sätze  für  den  vierdimensionalen  Raum 
nochmals  auf  einem  andern  Wege  herleiten  und  daran  verwandte 
Untersuchungen  anknüpfen. 

Wir  gehen  wieder  von  denselben  Voraussetzungen  aus,  die 
wir  im  vorigen  Paragraphen  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt 
haben;  nur  nehmen  wir  die  Zahl  der  Dimensionen  gleich  vier  an. 
Dann  haben  die  Ebenen  entweder  zw^ei  oder  drei  Dimensionen. 
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Da  die  ersteren  euklidische  Ebenen  sind,  jede  der  letzteren  aber 
die  Eigenschaften  des  dreidimensionalen  euklidischen  Raumes  be- 
sitzt, so  ist  es  nicht  nötig,  eine  Ebene  für  sich  zu  untersuchen 
oder  Gebilde  zu  betrachten,  die  in  einer  Ebene  enthalten  sind. 

a)  »Eine  Gerade  schneidet  entweder  eine  E3  oder  sie  hat 
mit  ihr  keinen  Punkt  gemeinschaftlich.  Im  zweiten  Falle  heifst 
sie  zu  ihr  parallel,  und  dann  ist  sie  zu  jeder  Geraden  der  E3 
parallel,  welche  mit  ihr  in  einer  zweidimensionalen  Ebene  liegt; 
auch  wird  eine  Gerade  jedesmal  einer  Es  parallel  sein,  wenn  sie 
zu  einer  in  ihr  gelegenen  Geraden  parallel  ist.« 

»Wofern  eine  Gerade  eine  Ej  schneidet,  steht  sie  entweder 
auf  allen  in  Ej  gelegenen  und  durch  den  Schnittpunkt  gehenden 
Geraden  senkrecht  (und  dann  sagt  man,  sie  stehe  auf  der  E3 
senkrecht),  oder  sie  steht  nur  auf  allen  derartigen  Geraden  einer 
in  E3  gelegenen  zweidimensionalen  Ebene  E^  senkrecht,  während 
sie  mit  einer  einzigen  in  E3  gelegenen  Geraden  den  kleinsten 
spitzen  Winkel  bildet;  diese  Gerade  steht  auf  der  bezeichneten 
E2  senkrecht  und  enthält  den  Fufspunkt  einer  jeden  Senkrechten, 
welche  man  von  Punkten  der  Geraden  auf  die  E3  fällen  kann.« 

»Alle  Geraden,  welche  in  einem  gegebenen  Punkte  einer 
Geraden  auf  ihr  senkrecht  stehen,  gehören  einer  E3  an,  und  in 
jedem  Punkte  einer  E3  steht  auf  ihr  nur  eine  einzige  Gerade 
senkrecht.« 

»Wenn  von  zwei  parallelen  Geraden  die  eine  zu  einer  E3 
parallel  ist,  so  mufs  es  auch  die  andere  sein;  ebenso  sind  die 
Winkel  gleich,  die  zwei  parallele  Gerade  mit  derselben  E3  bilden.« 

»Zwei  Gerade,  die  auf  derselben  E3  senkrecht  stehen,  sind 
parallel.« 

Wenn  die  Gerade  g  die  E3  nicht  triift,  so  kann  sie  auch 
keine  in  E3  gelegene  Gerade  schneiden;  wenn  also  eine  Gerade 
der  Es  mit  g  in  einer  E2  liegt,  so  mufs  sie  zu  g  parallel  sein. 
Ist  umgekehrt  g  ||  h  und  liegt  h  in  Ej,  so  kann  g  die  Es  nicht 
treffen ;  legt  man  nämlich  durch  g  und  h  eine  Ej ,  so  kann  ein 
Schnitt  von  g  mit  E3  nur  auf  dieser  E2  liegen;  E2  kann  aber  mit  E3 
nur  die  Gerade  h  gemeinschaftlich  haben,  (weil  sie  sonst  ganz 
in  Es  fiele),  und  ein  Schnitt  von  g  mit  h  ist  ausgeschlossen. 

Um  die  anderen  Teile  des  Satzes  beweisen  zu  können,  mufs 
man  zunächst  zeigen,  dafs,  wenn  g  auf  drei  durch  ihren  Schnitt- 
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punkt  gehenden  Geraden  1,  m,  n  von  Es  senkrecht  steht  und 
diese  nicht  in  einer  E2  liegen,  sie  mit  allen  durch  den  Schnitt- 
punkt gehenden  Geraden  der  E3  rechte  Winkel  bildet.  Wenn 
g  auf  1  und  m  senkrecht  steht,  so  mufs  sie  auf  der  durch  1  und 
m  hindurchgehenden  E^  senkrecht  stehen;  nun  lege  man  durch 
irgend  eine  Gerade  von  Ej  und  die  n  wieder  eine  E2',  so  steht 
g  auch  auf  dieser  senkrecht;  somit  steht  g  auf  jeder  in  E»  gele- 
genen und  durch  den  Schnittpunkt  gehenden  Geraden  senkrecht. 
Wenn  umgekehrt  g  und  ein  Punkt  P  auf  g  gegeben  ist,  so 
kann  man  durch  g  beliebig  viele  Ebenen  E2  legen  und  in  jeder 
eine  Gerade  konstruieren,  die  in  P  auf  g  senkrecht  steht;  alle 
diese  Geraden  gehören  einer  Es  an;  denn  sonst  müfsten  alle 
durch  P  gehenden  Geraden  auf  g  senkrecht  stehen,  was  un- 
möglich ist. 

Wenn  die  Geraden  AP  und  AQ  beide  in  A  auf  Es  senkrecht 
ständen,  so  könnte  man  in  der  zweidimensionalen  Ebene  APQ 
in  A  auf  AP  eine  Senkrechte  errichten.  Dann  müfste  diese  auch 
der  Es  angehören,  also  auch  auf  AQ  senkrecht  stehen,  was  nicht 
möglich  ist. 

Wenn  von  drei  Geraden  zwei  der  dritten  parallel  sind,  so 
liegen  sie  in  einer  dreidimensionalen  Ebene;  daher  müssen  jetzt 
die  Geraden  einander  parallel  sein.  Daraus  folgt  unmittelbar, 
dafs,  w^enn  von  zwei  Parallelen  die  eine  einer  E3  parallel  ist,  auch 
die  andere  zu  Es  parallel  sein  mufs.  Somit  werden  zwei  Parallelen 
entweder  beide  eine  E3  schneiden  oder  beide  zu  ihr  parallel  sein. 
Wenn  von  zwei  Parallelen  die  eine  auf  Es  senkrecht  steht, 
so  kann  zunächst  die  andere  nicht  zu  Ea  parallel  sein;  also  wird 
Es  von  beiden  Geraden  geschnitten.  Durch  die  Schnittpunkte 
ziehe  man  in  E3  drei  Paare  paralleler  Geraden;  dann  lassen  sich, 
weil  Winkel  mit  gleichgerichteten  Schenkeln  gleich  sind,  drei 
Gerade  in  E3  bestimmen,  die  keiner  E«  angehören  und  auf  denen 
die  zweite  Gerade  senkrecht  steht;  die  zweite  Parallele  steht  also 
auf  Es  senkrecht. 

Dafs  umgekehrt  zwei  gerade  Linien,  die  auf  einer  E3  senk- 
recht stehen,  parallel  sind,  läfst  sich  leicht  indirekt  beweisen. 

Wenn  die  Gerade  AP  die  E3  in  A  trifft,  ohne  auf  ihr  senk- 
recht zu  stehen,  so  fälle  man  von  einem  beliebigen  Punkte  Q 
von  AP  auf  E3   die  Senkrechte  QB.     Dann    liegt  in  der  zwei- 

Rillin^,  Orundla^n  der  Geometrie.    I.  ib 
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dimensionalen  Ebene  ABP  jede  Senkrechte,  welche  von  einem 
Punkte  der  Geraden  auf  E3  gefällt  wird.  Zieht  man  nämlich 
durch  irgend  einen  Punkt  der  Geraden  die  Parallele  zu  QB,  so 
liegt  sie  in  dieser  E2  und  steht  auf  £3  senkrecht.  Die  Fufspunkte 
liegen  also  sämtlich  in  der  Geraden  AG.  Legen  wir  nun  in  £$ 
zu  AG  durch  A  die  senkrechte  E^,  und  ziehen  durch  A  zu  QG 
die  Parallele,  so  mufs  letztere  auch  auf  E%  und  somit  auch  auf 
E..  senkrecht  stehen;  da  sie  aber  in  der  Ebene  APG  liegt,  so 
enthält  diese  zwei  durch  A  gehende,  auf  E^  senkrechte  Gerade; 
somit  mufs  auch  jede  durch  A  gehende  Gerade  dieser  Ebene, 
speziell  AP  auf  E«  senkrecht  stehen. 

Dafe  endlich  <J  QAG  <I  QAD  ist,  wo  D  beliebig  in  Es 
liegt,  zeigt  man  auf  die  bekannte  Weise,  indem  man  AD=-AG 
macht  und  nun  berücksichtigt,  dafs  QA  =  QA,  AG  =  AD ,  aber 
QD  >  QG  ist,  somit  auch  <  QAD  >  QAG  ist. 

b)  »Wenn  in  einem  vierdimensionalen  Räume  eine  Ej  und 
eine  E3  liegen,  so  sind  zwei  Fälle  möglich:  entweder  haben  sie 
keinen  Punkt  gemeinschaftlich  oder  sie  schneiden  sich  in  einer 
geraden  Linie.  Im  ersten  Falle  werden  sie  durch  jede  zwei- 
dimensionale Ebene,  welche  beide  schneidet,  in  zwei  parallelen 
Geraden  geschnitten,  und  sie  heifsen  deshalb  selbst  parallel;  dann 
ist  jede  in  E^  gelegene  Gerade  zu  E3  parallel;  alle  Punkte  der 
einen  Ebene  haben  von  der  andern  gleichen  Abstand.« 

»Wenn  die  Ebenen  sich  schneiden,  so  wähle  man  in  der 
Schnittlinie  g  einen  Punkt  A,  und  errichte  in  ihm  eine  Senkrechte 
h  auf  g,  welche  in  E2  liegt,  und  eine  senkrechte  zweidimensionale 
Ebene  F2,  welche  in  E3  liegt;  dann  ist  der  Neigungswinkel  von 
h  zu  Fj  konstant,  welchen  Punkt  man  auch  auf  g  gewählt  hat. 
Wenn  speziell  h  auf  F^  senkrecht  steht,  so  liegt  jede  von  einem 
Punkte  der  E2  auf  E3  gefällte  Senkrechte  ganz  in  Ej.« 

Wir  beweisen  zunächst,  dafs  die  beiden  Ebenen  E*  und  Es 
eine  gerade  Linie  gemeinschaftlich  haben,  sobald  sie  in  einem 
Punkte  zusammentreffen.  Zu  dem  Ende  ziehen  wir  in  E2  durch 
A  zwei  Gerade  AP  und  AQ;  die  Halbgeraden  AP  und  AQ  mögen 
auf  derselben  Seite  von  E3  liegen  (also  in  einem  der  beiden 
Raumteile  liegen,  in  welche  der  Raum  durch  E3  zerlegt  wird); 
dann  müssen  die  Verlängerungen  AP  und  AQ'  beide  auf  der 
andern  Seite  von  E3  liegen.    Zieht  man  die  Gerade  PQ,  so  macht 
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man  auf  derselben  einen  Übergang  von  der  einen  zur  andern 
Seite,  trifft  also  die  E3.  Die  Gerade  PQ'  liegt  aber  ganz  in  E^; 
folglich  haben  E2  und  E3  noch  einen  Punkt  und  damit  eine  Gerade 
gemeinschaftlich. 

Wenn  Ej  U  Es  ist,  so  kann  keine  in  Ej  gelegene  Gerade 
die  Es  schneiden;  jede  Gerade,  die  in  Eg  liegt,  ist  also  zu  E3 
parallel.  Sind  A  und  B  rv^'ei  Punkte  von  Ej,  C  und  D  die  Fufs- 
punkte  der  von  ihnen  auf  Es  gefällten  Senkrechten,  so  sind  die 
Geraden  AC  und  BD  nach  a)  parallel;  ebenso  sind  die  Geraden 
AB  und  CD  parallel,  da  sie  erstens  wegen  des  Parallelismus  von 
Ej  und  Es  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  zweitens  in  der 
zweidimensionalen  Ebene  ABCD  liegen;  folglich  ist  AC  =  BD. 

Wenn  aber  E^  und  Es  die  Schnittlinie  g  haben,  so  möge 
A  ein  Punkt  von  g  sein ;  h  stehe  in  A  auf  g  senkrecht  und  liege 
in  Ef'y  F2  stehe  in  A  auf  g  senkrecht  und  liege  in  E3.  Ein 
zweiter  Punkt  von  g  sei  A' ;  indem  man  die  entsprechende  Kon- 
struktion macht,  erhält  man  die  Gerade  h'  und  die  Ebene  F2'. 
Dann  ist  h'  zu  h  und  F^'  zu  F,  parallel.  Auf  h  und  h'  schneide 
man  die  gleichen  Strecken  AB  und  AB'  ab;  dann  ist  BB'  zu  g 
und  somit  zu  E3  parallel.  Fällt  man  von  B  und  B'  die  Senk- 
rechten BC  und  B'C'  auf  E3,  so  sind  dieselben  gleich  grofs.  Da 
aber  BA  auf  g  und  Fj  auf  g  in  demselben  Punkte  senkrecht 
stehen,  so  fällt  C  in  F,  und  ebenso  C'  in  F2'  hinein.  Somit 
giebt  •<.  GAB  =  C'A'B'  die  Neigung  von  h  zu  F2,  resp.  von  h' 
zu  F2'  an.  Diese  Betrachtung  ändert  sich  nicht,  wenn  C  mit  A 
und  zugleich  (wegen  des  Parallelismus)  C'  mit  A'  zusammenfällt. 

Die  gegenseitige  Lage  einer  Es  und  einer  E3  in  einem 
vierdimensionalen  Räume  wird  im  allgemeinen  durch  einen  Winkel 
und  im  Falle  des  Parallelismus  durch  eine  gerade  Strecke  bestimmt. 

c)  »Zwei  dreidimensionale  Ebenen  haben  entweder  keinen 
Punkt  oder  eine  zweidimensionale  Ebene  gemeinschaftlich.  Im 
ersten  Falle  heifsen  'die  Ebenen  parallel;  sie  werden  dann  von 
jeder  zweidimensionalen  Ebene,  welche  nicht  zu  beiden  parallel 
ist,  in  parallelen  Geraden  geschnitten;  jede  E2  und  jede  Gerade, 
welche  in  der  einen  der  gegebenen  Ebenen  liegt,  ist  zu  der 
andern  parallel;  die  Ebenen  haben  überall  gleichen  Abstand  und 
jede  Gerade,  welche  auf  der  einen  von  ihnen  senkrecht  steht, 
schneidet  auch  die  andere  unter  einem  rechten  Winkel.« 


1 


».• 


228  Dritter  Abschnitt.    $  12.- 

»Im  zweiten  Falle  errichte  man  in  demselben  Punkte  des 
Schnittgebildes  auf  ihm  in  jeder  der  beiden  Ebenen  die  Senkrechte; 
dann  ist  die  Gröfse  des  von  den  Senkrechten  eingeschlossenen 
Winkels  unabhängig  von  dem  gewählten  Punkte.  Ist  dieser 
Winkel  ein  Rechter,  so  fällt  jede  von  einem  Punkte  der  einen 
Ebene  auf  die  andere  gefällte  Senkrechte  ganz  in  die  erste  hinein.« 

Wenn  die  Ebenen  Es  und  Ej'  einen  Punkt  A  gemeinschaftlich 
haben,  so  nehme  man  in  Es  eine  durch  A  gehende  E^;  diese 
schneide  die  E»'  in  einer  Geraden  g.  Nun  kann  man  aber  durch 
A  in  Es  eine  zweite  Ej'  legen,  in  welcher  die  Gerade  g  nicht 
enthalten  ist;  folglich  ist  die  Schnittgerade  g'  der  Ebenen  E«' 
und  E»'  von  g  verschieden.  Wenn  aber  die  Ebenen  Es  und  Es 
die  beiden  Geraden  g  und  g'  gemeinschaftlich  haben,  so  müssen 
sie  sich  in  einer  zweidimensionalen  Ebene  schneiden. 

Haben  Es  und  Es'  keinen  Punkt  gemeinschafUich ,  so  mufs 
jede  E.,  welche  die  eine  nicht  schneidet,  auch  zu  der  andern 
parallel  sein.  Umgekehrt  mufs  jede  E^,  w^elche  die  eine  schneidet, 
auch  mit  der  andern  eine  Gerade  gemeinschaftlich  haben;  zugleich 
müssen  die  beiden  Schnittlinien  parallel  sein,  da  sie  in  einer  E2 
liegen  und  sich  nicht  schneiden.  Dafs  jetzt  die  Ebenen  Es  und 
Es  überall  gleichen  Abstand  haben,  wird  genau  so  bewiesen,  wie 
der  entsprechende  Satz  in  b).  Steht  endlich  g  auf  Es  senkrecht, 
so  schneidet  g  auch  die  parallele  Es';  dafs  g  aber  auch  auf  Es' 
senkrecht  steht,  beweist  man  wieder  dadurch,  dafs  man  durch 
die  Fufspankte  in  den  Ebenen  Paare  von  parallelen  Geraden  zieht. 

Jetzt  mögen  sich  Es  und  E3'  in  E,  schneiden;  in  Ej  wähle 
man  den  Punkt  A  und  errichte  AB  in  Es  senkrecht  auf  E«  und 
AG  in  Es'  senkrecht  auf  Ej.  Liegt  A'  gleichfalls  in  E«  und 
gehört  A'B  der  Es,  A'C'  der  Es'  an  und  stehen  beide  auf  Ej 
senkrecht,  so  soll  bewiesen  werden,  dafs  <^  B'A  C'  =  BAC  ist. 
Wählt  man  AB  =  A'B  ,  AC  =  A'C',  so  ist,  da  AB  ||  A'B'  ist, 
auch  BB  II  AA',  und  ebenso  CG  ||  AA,  folglich  auch  CG'  ||  BB'; 
und  da  ebenfalls  BB'  =  AA'  und  GG  =  AA  ist,  so  ist  auch 
BB'  =  GG ,  folglich  BG  =  B'G'  und  <  BAG  =  B  A  G*.  Man  kann 
auch  AB=aAB'  machen  und  von  B  und  B'  die  Senkrechten  auf 
Es  fällen;  dann  liegen  ihre  Fufspunkte  in  AG  resp.  AG'.  Da 
zudem  BB  parallel  zu  E^  und  somit  auch  zu  Es  ist,  so  sind  die 
Senkrechten  gleich  und  somit  auch  die  Winkel  BAG  und  B'A'G . 
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d)  »Eine  dreidimensionale  Kugel  K3,  der  geometrische  Ort 
aller  Punkte,  welche  von  einem  Punkte  gleichen  Abstand  haben, 
wird  von  einer  Es  in  einer  K^  geschnitten,  wenn  ihr  Abstand 
vom  Mittelpunkte  kleiner  ist  als  der  Radius;  sie  wird  von  der 
E3  berühn,  wenn  der  Abstand  gleich  dem  Radius  ist;  dagegen 
liegt  die  Ebene  ganz  aufserhalb  des  Kugelgebildes,  wenn  der 
Abstand  gröfser  ist  als  der  Radius.  Im  ersten  Falle  fällt  der 
Mittelpunkt  der  Schnittkugel,  im  zweiten  der  Berührungspunkt 
mit  dem  Fufspunkt  der  Senkrechten  zusammen.« 

»Ein  solches  Kugelgebilde  hat,  für  sich  betrachtet,  die  Eigen- 
schaften eines  dreidimensionalen  Riemannschen  Raumes.  Zu  jedem 
Punkt  existiert  ein  Gegenpunkt,  der  zweite  Endpunkt  des  von 
dem  ersten  ausgehenden  Durchmessers.  Vier  Punkte  des  Gebildes, 
welche  nicht  mit  dem  Mittelpunkt  in  derselben  E3  liegen,  be- 
stimmen ein  sphärisches  Tetraeder.  Legt  man  nämlich  durch 
je  drei  von  ihnen  und  den  Mittelpunkt  eine  Ej,  so  begrenzen 
diese  16  Teile  gegen  einander  ab;  nur  einem  dieser  Teile  ge- 
hören die  vier  gegebenen  Punkte  als  Eckpunkte  an.  Ein  zweites 
Tetraeder  wird  durch  die  Gegenpunkte  bestimmt;  die  beiden 
sphärischen  Gegen-Tetraeder  sind  kongruent.« 

Der  Beweis  für  alle  diese  Behauptungen  ist  so  einfach,  dafs 
er  nitht  durchgeführt  zu  werden  braucht. 

e)  »Wenn  sich  drei  dreidimensionale  Ebenen  zu  je  zweien 
schneiden,  so  sind  die  Schnittgebilde  entweder  parallel  oder  sie 
haben  eine  Gerade  gemeinschaftlich.  Im  zweiten  Falle  entstehen 
acht  verschiedene  Gebilde,  welche  aus  Stücken  dreidimensionaler 
Ebenen  zusammengesetzt  sind  und  von  denen  jedes  einen  (un- 
endlichen) Teil  des  Raumes  gegen  den  übrigen  Raum  abgrenzt. 
Jedes  solche  Gebilde  möge  als  gewöhnlicher  vierdimensionaler 
Winkel  mit  Doppelkante  bezeichnet  werden;  dasselbe  besteht  aus 
drei  Teilen  von  dreidimensionalen  Ebenen,  von  denen  jeder  Teil 
durch  zwei  zweidimensionale  Halbebenen  begrenzt  ist.  Die  Be- 
ziehung zwischen  den  hierdurch  bestimmten  Flächenwinkeln  und 
den  Neigungen  je  zweier  Ebenen  wird  durch  Formeln  angegeben, 
welche  mit  denen  der  gewöhnlichen  sphärischen  Trigonometrie 
identisch  sind.« 

Gegeben  seien  die  dreidimensionalen  Ebenen  A3,  Bs,  C3; 
je  zwei   mögen   einander  schneiden  und  zwar  B3   und  Cs  in  a^. 
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Cs  und  As  in  b^,  A3  und  Bs  in  c?.  Dann  liegen  a^  und  b«  in 
Cs;  sie  haben  deshalb  entweder  eine  Gerade  g  gemeinschaftlich 
oder  sind  parallel.  Im  ersten  Falle  gehört  g  auch  A3  und 
Bj,  also  auch  ihrem  Schnittgebilde  c»  an.  Im  zweiten  Falle 
können  auch  a^  und  C2  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  haben; 
sobald  sie  das  hätten,  müfsten  sie  sich  in  einer  Geraden  schneiden, 
und  diese  müfste,  wie  schon  bewiesen,  auch  bf  angehören,  was 
ausgeschlossen  ist;  demnach  sind  a^  und  Cs,  und  ebenso  b^  und  c^ 
einander  parallel. 

Im  ersten  Falle,  wo  ag,  b^,  Cs  eine  Gerade  g  gemeinschaftlich 
haben,  wird  jede  dieser  zweidimensionalen  Ebenen  durch  g  in 
zwei  Halbebenen  a^'  und  a^  ,  b«'  und  b»",  c^'  und  c«"  zerlegt. 
Nehmen  wir  etwa  a<',  bj',  c»'  heraus  und  betrachten  denjenigen 

Teil   A3  von  A3,  welcher  durch  b^'  und  Cj'  begrenzt  wird,  und 

begrenzen  in   entsprechender  Weise  Teile  ß^  undCs  von  Es  und 

Cs,  so  bilden  A3,  B3,  Cs  eine  dreifach  ausgedehnte  stetige  Mannig- 
faltigkeit, durch  welche  ein  gewisser,  sich  ins  Unendliche  er- 
streckender Teil  des  Raumes  gegen  den  übrigen  Raum  abgegrenzt 
wird.     Solcher  Gebilde  giebt  es  offenbar  acht.     Messen  wir  die 

Gröfse  von  A3  in  Winkelmafs  und  setzen  sie  gleich  a,  und  fuhren 
wir  entsprechend  die  Gröfsen  b  und  c  ein,  bezeichnen  wir  ferner 

die  Neigung  von  B3  und  C3  zu  einander  durch  «  u.  s.  w.,  so 
folgen  die  Gleichungen: 

sin  a sin  b ein  c 

sin  «       sin  ß      sin  y' 

cos  a  =  cos  b  cos  c  +  sin  b  sin  c  cos  », 

die  man  etwa  dadurch  beweisen  kann,  dafs  man  die  Figur  durch 

eine  auf  g  senkrecht  stehende  dreidimensionale  Ebene  schneidet. 

Auch  ist 

sin  b  sin  c  sin  u  =  sin  c  sin  a  sin  ß  =»  sin  a  sin  b  sin  y 
und  jedes  dieser  Produkte  kann  als  der  Sinus  des  aus  den    drei 
Ebenen  gebildeten  Winkels  bezeichnet  werden. 

f)  «Wenn  vier  dreidimensionale  Ebenen  je  zu  dreien  sich 
in  einer  Geraden  treffen,  so  sind  diese  vier  geraden  Linien  ent- 
weder zu  je  zweien  parallel  oder  sie  gehen  durch  denselben 
Punkt.  Im  zweiten  Falle  möge  die  Figur  ein  vierdimensionaler 
Winkel  mit  Spitze  genannt  werden.     Bezeichnet  man  alsdann  die 


Der  mehrdimensionale  Raum.  231 

vier  Kanten  mit  1,  2,  3,  4  und  wählt  man  irgend  eine  Permu- 
tation I,  X,  A,  /i  dieser  vier  Zahlen,  so  möge  der  Winkel  zweier 
Kanten  mit  (i,  x),  der  Winkel,  den  zwei  in  einer  Kante  zu- 
sammenstofsende  zweidimensionale  Ebenen  mit  einander  bilden, 
durch  (ix,  iA)  und  endlich  der  Winkel,  welchen  zwei  unter  den 
gegebenen  dreidimensionalen  Ebenen  einschliefsen,  mit  (ixA,  ix,a) 
bezeichnet  werden.     Dann  ist  das  Produkt: 

sin  (/,  x)  sin  (i,  A)  sin  (i, ,«)  sin  (ix,  lA)  sin  (ix,  ifx)  sin  (ixA,  txfi) 
von  der  gewählten  Permutation  unabhängig    und   möge   als    der 
Sinus  des  vierdimensionalen  Winkels  bezeichnet  werden.« 

Wenn  zwei  Kanten  einander  treffen,  so  gehört  der  Schnitt- 
punkt allen  vier  Ebenen,  also  auch  der  Schnittlinie  von  je  drei 
Ebenen,  d.  h.  den  vier  Kanten  an.  Hieraus  folgt,  dafs  entweder 
alle  vier  Kanten  durch  denselben  Punkt  gehen  oder  keine  zwei 
einander  treffen.  Da  zudem  im  letzteren  Falle  je  zwei  Kanten 
in  derselben  zweidimensionalen  Ebene  liegen,  so  sind  sie  parallel. 

Um  jetzt  die  Unabhängigkeit  der  obigen  Formel  von  den 
vier  gewählten  Marken  nachzuweisen,  beachten  wir,  dafs  nach 
dem  Schlufsergebnis  von  e)  das  Produkt 

sin  (ix,  (k)  sin  (rx,  i/i)  sin  (/xA,  ixii) 
sich  nicht  ändert,  wenn  man  für  x,  A,  u  irgend  eine  andere  Per- 
mutation der  drei   von  i  verschiedenen  Zahlen  setzt.     Demnach 
genügt  es  nachzuweisen,  dafs 

sin  (i,  x)  sin  (i,  A)  sin  (^  /*)  sin  (ix,  d)  sin  (ix,  /^)  sin  (rxA,  ix^) 
=»  sin  (x,  /)  sin  (x,  x)  sin  (x,  /«)  sin  (xf,  xX)  sin  (x/,  x/*)  sin  (x/A,  xifi) 
ist.     Da  aber  die  Kanten  #,  x,  A   in  derselben  dreidimensionalen 
Ebene  liegen,  so  ist: 

sin  (/,  A)  sin  (ix,  lA)  =  sin  (x,  X)  sin  (x/,  xa). 
Aus.  demselben  Grunde  ist: 

sin  (/,  /i)  sin  (/x,  ifx)  =  sin  (x,  ii)  sin  (x/,  xfi). 
Hierdurch  ist  die  Richtigkeit  der  vorgelegten  Formel  erwiesen. 

g)  »Zwei  zweidimensionale  Ebenen,  welche  nicht  derselben 
E3  angehören,  haben  höchstens  einen  Punkt  A  gemeinschaftlich. 
Dann  können  einmal  die  sämtlichen  durch  A  gelegten  Geraden 
der  einen  Ebene  auf  denen  der  andern  senkrecht  stehen;  dieser 
Fall  tritt  ein,  wenn  zwei  solche  Gerade  der  einen  auf  zwei  durch 
A  gehenden  Geraden  der  andern  senkrecht  stehen;  in  diesem 
Falle  mögen  die  Ebenen  als  zu  einander  normal  bezeichnet  werden.« 
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»Zweitens  kann,  wofern  die  Ebenen  einen  Punkt  gemein- 
schaftlich haben,  die  zweite  Ebene  eine  einzige  Gerade  enthalten, 
welche  auf  der  ersten  senkrecht  steht;  dann  enthält  auch  die 
zweite  Ebene  eine  einzige  Gerade,  welche  auf  der  ersten  senk- 
recht steht;  errichtet  man  nun  zu  jeder  dieser  Geraden  in  der 
eigenen  Ebene  die  Senkrechte,  so  bildet  jede  von  ihnen  die  Pro- 
jektion der  andern  auf  die  eigene  Ebene,  und  der  von  ihnen  ein- 
geschlossene spitze  Winkel  ist  der  kleinste  Winkel,  welcher  von 
zwei  durch  A  je  in  einer  Ebene  gelegten  Geraden  gebildet  wird.« 

»Im  allgemeinen  gehen  in  der  einen  Ebene  durch  A  zwei 
Gerade  g  und  g'  und  in  der  andern  zwei  Gerade  h  und  h'  von 
folgenden  Eigenschaften:  g  und  h  bilden  mit  einander  den  kleinsten, 
g'  und  h'  den  gröfsten  spitzen  Winkel,  welcher  von  Geraden  der 
beiden  Ebenen  eingeschlossen  werden  kann;  dann  steht  g  auf  g 
und  h',  h  auf  g'  und  h'  senkrecht.» 

»Endlich  ist  noch  die  Möglichkeit  vorhanden,  dafs  der  Winkel, 
welchen  irgend  eine  durch  den  gemeinschaftlichen  Punkt  in  der 
einen  Ebene  gezogene  Gerade  mit  ihrer  Projektion  auf  die  andere 
Ebene  bildet,  konstant  ist.  Dann  wird  jede  durch  den  gemein- 
schaftlichen Punkt  gelegte  zweidimensionale  Ebene,  welche  beide 
Ebenen  schneidet,  auch  gegen  beide  gleich  geneigt  sein.« 

»Wenn  aber  zwei  Ej,  ohne  in  einer  E3  zu  liegen,  keinen 
Punkt  gemeinschaftlich  haben,  so  geht  durch  jeden  Punkt  der 
einen  eine  (und  zwar  eine  einzige)  Gerade,  welche  zu  der  andern 
Ebene  parallel  sind.  Längs  einer  jeden  Parallelen  ist  der  senk- 
rechte Abstand  von  der  andern  Ebene  konstant;  dagegen  ändert 
er  sich  von  einer  Parallelen  zur  andern.  Es  giebt  eine  Parallele, 
welche  die  kleinste  Entfernung  hat,  und  von  ihr  aus  wächst  der 
Abstand  über  alle  Grenzen.  Konstruiert  man  in  jeder  Ebene  die- 
jenige zur  andern  Ebene  parallele  Gerade,  welche  ihr  am  nächsten 
liegt,  so  sind  auch  diese  beiden  Geraden  parallel,  und  die  hindurch- 
gelegte zweidimensionale  Ebene  trifft  jede  der  beiden  gegebenen 
senkrecht.« 

Die  gegebenen  Ebenen  seien  E<  und  E»';  man  lege  durch 
Ej  und  einen  Punkt  von  Ej'  eine  E3;  diese  trifft  E^'  in  einer 
Geraden  g;  eine  zweite  durch  E2  und  einen  Punkt  von  Ej'  gelegte 
E3  möge  in  g  treffen.  Dann  sind  g  und  g'  entweder  parallel 
oder  sie  schneiden  einander.     Im  ersten  Falle  können  E^  und  Ej» 
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keinen  Punkt  gemeinschaftlich  haben;  also  mufs  auch  jede  weitere, 
durch  E«  und  einen  Punkt  von  E^'  gelegte  Es  in  einer  Geraden 
schneiden,  welche  zu  g  und  g'  parallel  ist.  Jede  dieser  Linien 
ist  auch  zu  E2  parallel  und  demnach  haben  alle  auf  g  liegenden 
Punkte  von  E^  denselben  Abstand.  Macht  man  die  Konstruktion 
unter  Vertauschung  der  Ebenen,  so  findet  man  auf  E«  eine  Schar 
paralleler  Linien  h,  h'...,  von  denen  jede  zu  E2'  parallel  ist. 
Ferner  ist  g  zu  h  parallel;  denn  da  g  ||  E2  ist,  so  kann  man  durch 

g  und  einen  Punkt  von  h  eine  Ej  legen,  welche  E2  in  einer 
Geraden  k  trifft.  Dann  müfste  k  zu  E2'  parallel  sein;  es  gingen 
also  durch  jeden  Punkt  von  E2  zwei  Parallele  zu  E2  oder  E3 
und  E2'  lägen  in  einer  E3,  was  ausgeschlossen  ist. 

Jetzt  konstruiere  man  eine  ^3,  welche  auf  g  (und  damit 
auf  allen  Parallelen  g, . . .  h,  h' . . .  )  senkrecht  steht.  Diese  schneidet 
E2  und  Ei'  je  in  einer  Geraden  k  und  k'.  Diese  beiden  Geraden 
haben,  wie  bekannt,  einen  kürzesten  Abstand  in  einer  Geraden 
1,  welche  auf  beiden  senkrecht  steht.  Durch  den  Fufspunkt  von  l  in 
E2  möge  die  zu  E»'  parallele  Gerade  gi  und  in  E2'  die  zu  E2 
parallele  hj  gehen.  Die  zweidimensionale  Ebene  durch  1  und  gi 
geht  auch  durch  hi  und  trifft  beide  Ebenen  senkrecht. 

Wenn  aber  bei  der  oben  angegebenen  Konstruktion  die 
Geraden  g  und  g'  sich  in  einem  Punkte  A  schneiden,  so  ist  dieser 
Punkt  auch  den  Ebenen  Ej»  und  E^'  gemeinschaftlich.  Um  die 
Beziehungen  dieser  Ebenen  weiter  zu  untersuchen,  beschreibe  man 
um  A  als  Mittelpunkt  eine  dreidimensionale  Kugel.  Diese  schneidet 
die  beiden  Ebenen  in  zwei  Hauptkreisen  k  und  k'.  Hierfür  gelten 
aber  die  Beziehungen,  welche  in  I  §  ly  entwickelt  sind.  Ent- 
w^eder  sind  die  Geraden  absolute  Polaren  von  einander;  dann 
werden  E^  und  E^'  auf  einander  senkrecht  stehen.  Oder  der 
senkrechte  Abstand  der  einen  Geraden  von  der  andern  hat  ein 
Maximum  und  ein  Minimum.  Ist  das  Maximum  i/r,  so  enthält 
•  die  eine  Ebene  eine  Gerade,  welche  auf  der  andern  senkrecht 
steht.  Ebenso  ergeben  sich  die  weiteren  Behauptungen  unmittelbar 
aus  den  Sätzen  über  zwei  Gerade  des  Riemannschen  Raumes. 

Im  allgemeinen  ist  also  die  gegenseitige  Lage  zweier  zwei- 
dimensionalen Ebenen  durch  zwei  Winkel  «  und  ß  bestimmt. 
Um  eine  Ebene  E2'  zu  konstruieren,  welche  zu  einer  gegebenen 
E2  die  durch  a  und  ß  bestimmte  Lage  hat,    nehme  man   in   E, 
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einen  Punkt  A,  sowie  die  Geraden  AQ  und  AR  an,  welche  von 
A  ausgehen  und  senkrecht  auf  einander  stehen.  Man  konstruiere 
diejenige  Es,  auf  welcher  AQ  in  A  senkrecht  steht,  und  ebenso 
Ej'  senkrecht  zu  AR.  In  der  zweiten  nehme  man  AS,  so  dafs 
<X  SAQ=tt  ist;  dann  bestimme  man  AT,  so  dafs  es  auf  AQ 
und  AS  senkrecht  steht  und  <i^  RAT  =  ß  ist,  so  bestimmen  AS 
und  AT  die  verlangte  Ebene. 

Ist  eine  Ebene  E2  und  in  ihr  ein  Punkt  A  gegeben,  so-lege 
man  durch  E^  und  einen  beliebigen  Punkt  eine  Es  und  in  ihr 
die  zu  Ei  senkrechte  Gerade  1;  nun  lege  man  durch  E^  eine 
andere  Es'  und  in  ihr  die  zu  E»  senkrechte  Gerade  V;  dann 
bestimmen  1  und  1'  eine  E^',  deren  sämtliche  durch  A  gelegte 
Gerade  auf  den  durch  A  gehenden  Geraden  von  E2  senkrecht 
stehen;  und  umgekehrt  wird  jede  in  A  aufEf  senkrecht  stehende 
Gerade  der  E»'  angehören. 

h)  »Wenn  eine  Gerade  g  und  eine  Ej  keiner  dreidimen- 
sionalen Ebene  angehören,  so  kann  auf  E«  keine  Gerade  liegen, 
welche  die  g  schneidet  oder  zu  ihr  parallel  ist.  Dagegen  kann 
man  durch  E^  eine  einzige  Es  legen,  zu  welcher  g  parallel  ist; 
auch  giebt  es  eine  einzige  gemeinschaftliche  Senkrechte  zu  den 
beiden  Gebilden;  auf  ihr  liegt  die  kleinste  Entfernung  der  Geraden 
von  der  E^.« 

Man  wähle  einen  beliebigen  Punkt  inEj  und  lege  durch  ihn 
die  Parallele  zu  g.  Diese  kann  nicht  in  E,  hineinfallen,  weil 
sonst  g  und  Ej  in  einer  dreidimensionalen  Ebene  lägen.  Sie 
bestimmt  also  mit  Ej  eine  E3,  zu  der  g  parallel  ist.  Legt  man 
jetzt  durch  irgend  einen  andern  Punkt  von  E2  die  Parallele  zu  g, 
so  gehört  diese  auch  der  Eg  an.  Man  kann  durch  E^  eine  zweite 
Es  legen,  welche  mit  E3  einen  rechten  Winkel  bildet.  Die  neue 
Ebene  mufs  von  g  geschnitten  werden  und  auf  ihr  senkrecht  stehen. 

i)  »Ist  im  Räume  eine  Es  und  in  ihr  ein  beliebiges  Polyeder 
TT  gegeben  und  nimmt  man  einen  Punkt  P  hinzu,  welcher  nicht 
in  E3  liegt,  so  kann  man  von  P  nach  jedem  Punkte  Q  von  rr 
eine  gerade  Strecke  ziehen,  welche  wir  von  P  und  Q  begrenzt 
sein  lassen.  Die  Gesamtheit  dieser  Strecken  bestimmt  ein  allseitig 
begrenztes  endliches  Gebiet  der  vierfach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit und  soll  als  eine  vierdimensionale  Pyramide  bezeichnet 
werden.« 
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»Ist  wieder  in  einer  E3  ein  Polyeder  n  gegeben  und  lassen 
wir  von  einem  Punkte  Q  desselben  eine  Strecke  QR  ausgehen, 
welche  nicht  in  E3  liegt,  so  bestimmt  die  Gesamtheit  aller,  von 
den  Punkten  Q  des  Polyeders  ausgehenden  mit  QR  gleichen 
und  gleichgerichteten  Strecken  ein  allseitig  begrenztes  Gebiet,  das 
vierdimensionale  Prisma.« 

»Prismen  von  gleichem  Grundgebilde  und  von  gleicher  Höhe 
sind  gleich.« 

»Pyramiden  von  gleichem  Grundgebilde  und  von  gleicher 
Höhe  sind  gleich.« 

»Jede  Pyramide  ist  der  vierte  Teil  eines  Prismas,  welches 
mit  ihr  gleiches  Grundgebilde  und  gleiche  Höhe  hat.« 

»Der  24 -fache  Rauminhalt  einer  vierseitigen  Pyramide  ist 
gleich  dem  Produkt  von  vier  zusammenstofsenden  Kanten  in  den 
Sinus  des  durch  diese  Kanten  bestimmten  vierdimensionalen 
Winkels  (mit  Spitze).« 

Die  Richtigkeit  der  ersten  Behauptungen  leuchtet  sofort  ein. 
Auf  solche  vierdimensionale  Körper  kann  aber  der  Begriff  der 
Kongruenz,  der  Gleichheit  und  endlich  auch  der  der  Ähnlichkeit 
übertragen  werden.  (Von  dem  letzteren  Begriff  können  wir  aber 
absehen.)  Dafs  vierdimensionale  Prismen  von  gleichem  Grund- 
gebiide  und  gleicher  Höhe  gleichen  Rauminhalt  besitzen,  folgt 
dadurch,  dafs  man  die  Grundgebilde  entweder  in  kongruente 
Stucke  zerlegt  oder  unbegrenzt  zwischen  Paaren  kongruenter 
Stücke  einschliefst;  dann  überträgt  sich  der  bekannte  Beweis  der 
Stereometrie  unmittelbar  (vergl.  Baltzers  Elemente  11,  fünftes  Buch 
§  8,  1 — 3).  Daran  schliefsen  wir  den  Nachweis  für  den  Satz: 
Wird  eine  Pyramide  durch  eine  zum  Grundgebilde  parallele  H3 
durchschnitten,  so  verhält  sich  das  Schnittgebilde  zum  Grund- 
gebilde, wie  die  dritten  Potenzen  ihrer  senkrechten  Abstände 
vom  Scheitel;  beim  Beweise  hat  man  nur  den  Satz  zu  benutzen, 
dafs  ähnliche  dreidimensionale  Körper  sich  wie  die  Kuben  homo- 
loger Strecken  verhalten. 

Um  jetzt  zu  zeigen,  dafs  Pyramiden  von  gleichem  Grund- 
gebilde und  gleicher  Höhe  gleich  sind,  teile  man  jede  der  gleichen 
Höhen  in  n  gleiche  Teile  und  lege  durch  jeden  Teilpunkt  die 
zum    Grundgebilde   parallele   Es;    dadurch   wird   der   Rauminhalt 
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zwischen  den  Summen  verschiedener  Prismen  eingeschlossen  und 
daraus  in  bekannter  Weise  die  Gleichheit  gefolgert. 

Nun  seien  AiAgAjA^  die  Eckpunkte  eines  in  einer  Es  gele- 
genen Tetraeders ;  ferner  sei  Ai  Bi  =  AgB2  = . . ;  Ai  Bi  |  A^Bf  ||   . . . ; 

dann  bestimmen  (  o*  d*  q^  q*  )ein  vierdimensionales Prisma.  Durch 

\Di  D2D3D4/ 

Bi  und  A2A3A4  legen  wir  eine  dreidimensionale  Ebene;  diese 
zerteilt  das  Prisma  in  die  vierseitige  Pyramide  (  **  4    %    a    )  ^"^ 

einen  zweiten  Körper,  dessen  Eckpunkte  B],  B2,  Bs,  B4,  Aj,  As,  A4 

sind.      Es  ist    dies    eine  Pyramide  mit  der  Spitze  Bi    und  dem 

/A  A  A  \ 
Grundgebilde  (  „^o'-j^  )•     Das   letztere   kann  aber   bekanntlich 

\b»D8  04/ 

in  vier  inhaltsgleiche  Tetraeder  zerlegt  werden:  (B2A2A3A4), 
(B2B3ASA4)  und  (B2BSB4A4).  Demnach  zerfällt  das  vierdimen- 
sionale  Prisma  in  die  Pyramiden: 

^AxA2A3A4y^  \B,A,AsAJ'  \B,BsAsAJ'  VB2BsB4A4y 
Die    drei  letzten    haben   gleiche  Höhe  und    gleiche  Grund- 
gebilde, da  jedes  Grundgebilde   den  dritten  Teil  des  dreidimen- 

(A  A  A  \ 
D*D^D*  /  enthält;  somit  sind  die  drei  letzten 
02  03  154 

Pyramiden  an  Rauminhalt  gleich.  Das  letzte  kann  man  auch 
schreiben:   (r»^D  d   d    )>  und   hat   dann  zum  Grundgebilde  das 

\Di  Di  D3  D4  J 

Tetraeder  (BiB2BsB.i)    und    zur  Höhe   den   Abstand   der  Ebene 

(Ai  . . .  A4)  von  der  Ebene  (B^ . . .  B4).  Die  Pyramide  f  a\   a    a     ' 

\Ai  A2A3A4y 

hat  zum  Grundgebilde  das  Tetraeder  (A1A2A3A4)  und  zur  Höhe 

den  Abstand  derselben  Ebenen.   Da  aber  die  Tetraeder  (Ai  A,A8A4) 

und  (B1B2B3B4)  kongruent  sind,   so  sind   auch   die  beiden  vier- 

dimensionalen  Pyramiden  gleich,  und  das  vierdimensionale  Prisma 

ist  in  vier  inhaltsgleiche  Pyramiden  zerlegt.     Somit   ist  zunächst 

die  vierseitige,  und  demnach  jede  Pyramide  der  vierte  Teil  eines 

Prismas,    welches    mit    ihr    gleiches    Grundgebilde   und    gleiche 

Höhe  hat. 

Der  Messung  legt  man  ein  Prisma  zu  Grunde,  welches  von 

lauter   (nämlich   acht)    Würfeln    begrenzt   ist.      Dann    wird    der 
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Rauminhalt  eines  jeden  Prismas  erhalten,  indem  man  den  Inhalt 
des  Grundgebildes  mit  der  Höhe  multipliziert. 

Die  einfachste  vierdimensionale  Pyramide,  die  vierseitige, 
wird  vielfach  als  Pentatop  bezeichnet.  Die  fünf  Eckpunkte  mögen 
mit  1,  2,  3,  4,  5,  die  Kanten  durch  (ix)  bezeichnet  werden, 
wenn  #,  x  zwei  Marken  der  Reihe  1  ...  5  sind;  entsprechend 
bezeichne  (jxX)  eine  Grenzfläche,  (ixAju)  ein  Grenztetraeder;  die 
Winkel  zweier  Kanten  mögen  mit  (ix,  lA),  zweier  Flächen  mit 
(ixA,  ixfi)  u.  s.  w.  bezeichnet  werden.  Dann  ist  der  Inhalt  der 
Pyramide  gleich  ^hsRs,  wenn  mit  h^  der  Abstand  des  Punktes 
5  von  der  Ebene  (1,  2,  3,  4)  und  mit  Rs  der  Inhalt  des  Te- 
traeders (1,  2,  3,  4)  bezeichnet  wird;  letzterer  ist 
R^  =  ^  (12)  .  (13)  .  (1, 4)  sin  (12,  13)  sin  (12, 14)  sin  (123, 124). 

Der  Fulspunkt  von  hf,  möge  mit  H5  bezeichnet  werden; 
von  A5  fälle  man  die  Senkrechten  auf  (12)  und  (123),  deren 
Fufspunkte  K  und  J  sein  mögen.  Dann  steht  JH5  auf  (123) 
und  KJ  auf  (12)  senkrecht.     Folglich  ist 

A5H5  =  A5j.  sin  (1235, 1234),  A^J  —  AsKsin  (125, 123),  A5K  = 
(15)  sin  (12,  15),  so  dafs  wir  als  Ausdruck  für  den  Rauminhalt 
finden  : 

,V  (12)  (13)  (14)  (15)  .  sin  (12,  13)  sin  (12,  14)  sin  (12,  15) 

sin  (123,  124)  sin  (124,  125)  sin  (1234,  1235) 
=  ^^  (12)  (13)  (14)  (15)  sin  [1], 

wo  mit  [1]  der  vierdimensionale  durch  die  vier  vom  Punkte  Ai 
ausgehenden  Kanten  bestimmte  Winkel  bezeichnet  wird. 

Der  vierundzwanzigfache  Rauminhalt  eines  Fünfzells  ist  also 
gleich  dem  Produkt  der  vier  von  einer  Ecke  ausgehenden  Kanten 
in  den  Sinus  des  von  diesen  Kanten  bestimmten  Winkels. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  weitere  Relationen 
zwischen  den  Grenzgebilden  des  Fünfzells,  auf  welche  wir  nicht 
näher  eingehen  wollen.  Überhaupt  mögen  die  vorstehenden  Sätze 
genügen,  um  zu  zeigen,  wie  leicht  es  ist,  die  für  den  dreidimen- 
sionalen Raum  geltenden  Sätze  auf  einen  vierfach  ausgedehnten 
Raum  zu  übertragen.  Einige  weitere  Lehrsätze  werden  wir  im 
folgenden  Paragraphen  herleiten* 
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§  13. 
Die  n-dimensionalen  Polyeder. 

Wenn  zwei  Gebilde  so  auf  einander  bezogen  werden  können, 
dafs  jedem  Punkte  des  einen  ein  Punkt  des  andern  entspricht 
und  umgekehrt,  und  wenn  zwei  Punkte  des  einen  dieselbe  Ent- 
fernung haben,  wie  die  entsprechenden  Punkte  des  andern,  so 
sind  auch  die  Winkel  der  einen  Figur  gleich  denen  der  andern; 
jedes  allseitig  begrenzte  zwei-  oder  dreidimensionale  Gebilde  der 
einen  Figur  ist  an  Inhalt  dem  entsprechenden  Gebilde  der  andern 
gleich;  wir  sagen  dann  kurz,  die  Gebilde  stimmten  in  allen 
Gröfsenbeziehungen  überein.  Damit  wir  aber  die  Gebilde  als 
kongruent  bezeichnen  können,  müssen  wir  ein  drittes,  veränder- 
liches Gebilde  hinzunehmen;  die  Veränderung  desselben  soll  stetig 
sein,  alle  Gröfsenbeziehungen  ungeändert  lassen  und  in  der  Weise 
erfolgen,  dafs  das  neue  Gebilde  einmal  mit  dem  ersten  und  dann 
mit  dem  zweiten  Gebilde  identisch  wird.  Nur  wenn  alle  diese 
Bedingungen  erfüllt  sind,  dürfen  wir  die  beiden  Gebilde  als  kon- 
gruent bezeichnen. 

Die  auf  die  angegebene  Weise  bestimmte  stetige  Zuordnung 
soll  als  starre  Bewegung  bezeichnet  werden. 

Ein  (zusammenhangender)  endlicher  Teil  des  Raumes  sei 
durch  eine  Anzahl  von  (n  —  l)-dimensionalen  Ebenen  begrenzt; 
dieser  Teil  möge  als  ein  n  -  dimensionales  Polyeder  bezeichnet 
werden.  Die  Grenze  besteht  aus  (n  —  1)  -dimensionalen  Polyedern, 
d.  h.  aus  endlichen  Teilen  je  einer  (n  —  1)- dimensionalen  Ebene, 
welche  von  lauter  (n  —  2) -dimensionalen  ebenen  Gebilden  begrenzt 
werden.  Demgemäfs  gehören  der  Grenze  noch  (n  —  2)-dimen- 
sionalc,  .  .  .  3-dimensionale  Polyeder,  sowie  Polygone,  Kanten 
und  Ecken  an.  Wir  betrachten  nur  solche  Polyeder,  welche 
durch  jede  schneidende  (n  —  l)-dimensionale  Ebene  in  zwei  Teile 
(und  nicht  in  mehr)  zerlegt  werden,  und  für  welche  jedes  durch 
die  Teilung  erhaltene  Polyeder  dieselbe  Eigenschaft  hat;  dann 
wird  auch  jede  hindurchgehende  gerade  Linie  nur  eine  einzige 
Strecke  im  Innern  enthalten ;  infolge  der  Stetigkeit  mufs  dasselbe 
für  eine  in  der  Oberfläche  gezogene  gerade  Linie  gelten. 

Die  Anzahl  der  Ecken  soll  mit  ao,  die  der  Kanten  mit  ai, 
die  der  ebenen  Grenzpolygone  mit  a2,  sowie  die  der  m-dimen- 
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sionalen  Grenzpolyeder  mit  am  bezeichnet  werden  für  m  = 
3,  4...n — 1.  Ebenso  wollen  wir  die  Ecken  selbst  mit  Eo,  die 
Kanten  mit  Ei ,  die  Polygone  mit  E^,  .  .  .  und  endlich  die 
(n  —  l)-dimensionalen  Grenzpolyeder  mit  E„_i  bezeichnen,  indem 
wir  obere  Marken  anbringen,  wenn  mehrere  solche  Gebilde  unter- 
schieden werden  müssen.  Dann  ist  die  Anzahl  der  in  einer  En_2 
zusammenstofsenden  E„_i  gleich  zwei,  die  Anzahl  der  in  einer 
En—s  zusammenstofsenden  En..2  und  En-i  mindestens  gleich  drei; 
ebenso  ist  die  Anzahl  der  in  einer  En-p  zusammenstofsenden 
En— ^1 . . .  Eq-i  mindestens  gleich  p ;  also  müssen  speziell  an  jeder 
Ecke  mindestens  n  Kanten  und  n  mehrdimensionale  Grenzebenen 
zusammenstofsen.  Umgekehrt  gehören  jeder  Ei  zwei  Eo,  jeder 
Ei  mindestens  drei  Eo  und  drei  Ei,  jeder  E3  mindestens  vier  Eo, 
vier  El,  vier  E2  u.  s.  w.  an.  Alle  diese  Wahrheiten  ergeben 
sich  aus  dem  Beweise  des  folgenden  Satzes. 

a)  »Im  n-dimensionalen  Räume  sind  mindestens  n  +  1  Ebenen 
von  n  —  1  Dimensionen  erforderlich,  um  einen  n-dimensionalen 
Körper  zu  begrenzen ;  umgekehrt  wird  aber  auch  durch  n  + 1 
solche  Ebenen  jedesmal  ein  endlicher  Teil  des  Raumes  begrenzt, 
wofern  nicht  mehrere  unter  diesen  Ebenen  eine  besondere  Lage 
zu  einander  haben.« 

Wir  wählen  zwei  Ebenen  En_i*  und  En-i*  so,  dafs  sie  nicht 
parallel  sind ;  dann  schneiden  sie  sich  in  einer  En-2.  Eine  dritte 
Ebene  En_i'  wird  so  gewählt,  dafs  sie  weder  durch  das  Schnitt- 
gebilde hindurchgeht  noch  zu  ihm  parallel  ist;  dann  haben  die 
drei  Ebenen  eine  En-s  gemeinschaftlich.  Hierzu  fügen  wir  eine 
En— 1*,  welche  wiederum  weder  durch  das  Schnittgebilde  der  ersten 
hindurchgeht  noch  ihm  parallel  ist.  In  entsprechender  Weise 
fährt  man  fort.  Solange  man  auf  diesem  Wege  nur  n  Ebenen 
oder  noch  weniger  gewählt  hat,  erhält  man  mindestens  einen 
Schnittpunkt,  der  allen  gemeinschaftlich  ist;  legt  man  durch  einen 
solchen  Punkt  eine  gerade  Linie,  welche  in  keine  der  Ebenen 
hineinfällt,  so  wird  sie  auch  keine  von  ihnen  zum  zweitenmale 
treffen;  man  kann  also  von  jedem  Punkte  des  Raumes  zu  einem 
unendlich  fernen  Punkte  gelangen,  ohne  durch  eine  der  Ebenen 
hindurchzugehen.  Nachdem  in  der  bezeichneten  Weise  n  Ebenen 
gewählt  sind,  fügt  man  die  En—i*^^^  hinzu,  welche  nicht  durch 
den  Schnittpunkt  der   n    ersten   geht.      Infolge    der  getroffenen 
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Wahl  werden  sich  je  n  Ebenen  in  einem  Punkte  schneiden,  und 
wir  bezeichnen  den  Schnittpunkt  von  En-i  * . . .  En-i"*""^  En-i"'~^* . . . 
En-i"+^  mit  Eo"".  Von  denjenigen  beiden  Teilen  des  Raumes, 
in  welche  derselbe  durch  E„_i»  zerlegt  wird,  betrachte  ich  den- 
jenigen, in  welchem  E«  ^  liegt.  Dieser  Teil  wird  wieder  durch 
En— 2*  zerlegt  und  ich  betrachte  wiederum  denjenigen  Raumteil, 
auf  dessen  Grenze  gegen  En— i  *  der  Punkt  Eo  *  liegt.  Indem  ich 
fortfahre,  erhalte  ich  einen  gewissen  Raumteil,  der  näher  unter- 
sucht werden  soll.  Wäre  ich  von  En-i™  ausgegangen  und  hätte 
dann  in  der  angegebenen  Weise  einen  Raumteil  begrenzt,  so 
würde  ich  wieder  zu  dem  auf  die  erste  Weise  erhaltenen  gelangen. 

Für  n  =a  2  und  n  =  3  ist  es  gleichgültig,  von  welchem  Eck- 
punkte man  ausgeht:  wir  wollen  annehmen,  dasselbe  sei  bereits 
für  die  Zahl  n — 1  bewiesen.  Dann  wird  in  jeder  Ebene  En— i"* 
durch  den  Schnitt  mit  den  übrigen  (n  —  1)  -  dimensionalen  Ebenen 
ein  endliches  Grenzgebilde  bestimmt,  welches  mit  Fn— i"*  bezeichnet 
werden  soll.  Somit  wird  ein  endlicher  Raum  R  bestimmt,  wenn 
man  vom  Punkte  Eo  *  nach  allen  Punkten  von  Fn-i  ^  gerade 
Strecken  zieht.  Der  Beweis  des  obigen  Satzes  kommt  also  jetzt 
darauf  hinaus  zu  zeigen,  dafs  der  Raumteil  R  auch  erhalten  wird, 
wenn  man  den  Punkt  Eo™  mit  allen  Punkten  von  Fn-i™  durch 
gerade  Strecken  verbindet.  Jetzt  sei  «  ein  beliebiger  Punkt  im 
Innern  von  R,  so  folgt  hieraus,  dafs  die  Gerade  Eo '«  das  Grenz- 
gebilde Fn_i^  in  einem  Punkte  ß  schneidet,  dafs  «  der  Strecke 
Eo  ^ß  angehört  und  dafs  die  Gerade  E,,"*/^  das  Grenzgebilde  Fn— r" 
in  einem  Punkte  y  trifft,  wo  wieder  ß  in  der  Strecke  Eo°*y  liegt. 
Demnach  gehört  das  Dreieck  Eo^Eo*^y  dem  Raumteile  R  an,  und 
da  a  im  Innern  dieses  Dreiecks  liegt,  so  trifft  die  Gerade  Eq^cc 
die  Seite  EoV  und  damit  das  Grenzgebilde  Fn-i*"  in  einem  Punkte 
d  so,  dafs  a  der  Strecke  Eq^S  angehört.  Wir  erhalten  also  jeden 
Punkt  a  des  Raumteiles  R,  indem  wir  von  E©*"  nach  allen  Punkten 
von  Fn—i*"  die  geraden  Strecken  ziehen. 

b)  »Wenn  in  einer  (n  —  1)  -  dimensionalen  Ebene  ein 
(n  —  l)-fach  ausgedehntes  Polyeder  gegeben  ist,  so  bestimmt  die 
Gesamtheit  der  geraden  Strecken,  welche  von  einem  Punkte  dieses 
Polyeders  nach  einem  festen,  nicht  in  der  Ebene  des  Polyeders  gele- 
genen Punkte  gezogen  werden  können,  ein  n-dimensionales  Polyeder, 
welches  als  n-dimensionale  Pyramide  bezeichnet  werden  möge.« 
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Irgend  ein  Punkt  P  gehöre  dem  gegebenen  Polyeder  an; 
A  sei  ein  fester  Punkt,  welcher  nicht  mit  dem  Polyeder  in  der- 
selben Ebene  liegt;  dann  soll  dem  neuen  Polyeder  jeder  Punkt 
R  angehören,  welcher  auf  der  Strecke  AP  liegt.  Ein  solcher 
Punkt  R  kann  aber  nicht  unendlich  fern  liegen;  da  die  Gesamt- 
heit der  Punkte  P  im  Endlichen  liegt,  also  auch  die  Entfernung 
von  A  nicht  über  eine  gewisse  endliche  Gröfee  steigt  und  AR  <  AP 
ist,  so  mufs  auch  AR  unterhalb  einer  festbestimmten  Gröfse 
bleiben.  Sind  aber  R  und  R'  irgend  zwei  in  dieser  Weise  be- 
stimmte Punkte,  so  mögen  dazu  die  Strecken  AP  und  AP  oach 
zwei  Punkten  P  und  P'  des  (n  —  l)-dimensionalen  Polyeders 
gehören;  dann  kann  man  von  P  nach  P'  in  dem  ersten  Polyeder 
gelangen,  ohne  an  die  Grenze  zu  kommen;  speziell  wird  die 
gerade  Strecke  PP'  ganz  im  Innern  des  gegebenen  Polyeders 
liegen.  Folglich  liegt  auch  die  gerade  Strecke  RR'  im  Innern 
des  neuen  Körpers. 

Wenn  das  gegebene  Polyeder  bo  Ecken,  bi  Kanten,  bj  Po- 
lygone... bn_2  Grenzpolyeder  von  n^- 2 -Dimensionen  hat,  so 
sind  die  entsprechenden  Zahlen  a,) ,  ai  . . .  an— i  für  das  neue 
Polyeder  durch  die  Beziehungen  bestimmt: 

(\)  ^^^^^0  +  l,  ai  =  bi  +  bo,  a2  =  b^  +  bi . . . 

an— 2  =  bn— 2  +  bn— 3,    an_i  =  bn_2  +  1. 

Denn  die  m-dimensionalen  Grenzgebilde  des  ersten  gehören  auch 
der  Grenze  des  neuen  an;  es  treten  aber  als  m  -  dimensionale 
Grenzgebilde  diejenigen  m-dimensionalen  Ebenen  hinzu,  welche 
durch  den  Punkt  A  und  ein  (m  —  l)-dimensionales  Grenzgebilde 
des  gegebenen  hindurchgehen. 

c)  (Eulerscher  Lehrsatz.)  »Zwischen  der  Anzahl  der  Ecken, 
Kanten  und  der  weiteren  Grenzgebilde  eines  n  -  dimensionalen 
Polyeders  besteht  die  Relation: 

(2)  ao  —  a,  -f  a^  —  as . . .  +  (-  1)""^  an-i  +  (—  1)"  =  1.« 

Für  zwei  Dimensionen  ist  diese  Formel:  ao  —  ai  =0,  für 
drei  Dimensionen:  a©  —  ai  +  a»  =  2,  für  vier:  ao  —  ai  +  a»  —  ^3 
=  0,  fiir  fünf:  a©  — ai  +^2  — ^3  +a4  ^=  2.  Auch  ist  dieselbe 
für  zwei  und  drei  Dimensionen  bekannt;  wir  nehmen  an,  sie  sei 
für  n  —  1  Dimensionen  bewiesen,  und  wollen  zeigen,  dafs  sie  für 
n  Dimensionen  gilt. 

Kl  Hing,  Grandlagen  der  Geometrie.    I.  i; 
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Zu  dem  Ende  setzen  wir  voraus,  jedes  gewöhnliche  Polyeder 
könne  dadurch  erhalten  werden,  dafs  man  auf  die  Seiten  einer 
Pyramide  als  Grundgebilde  neue  Pyramiden  aufsetzt  und  in  wei- 
terer Folge  auch  die  Seiten  des  neuen  Körpers  zu  Grundgebilden 
von  Pyramiden  nimmt,  die  zu  dem  vorher  gebildeten  Körper 
hinzugefügt  werden  sollen.  Nun  gilt  die  Relation  (2)  offenbar 
für  Pyramiden,  wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die  Werte  aus 
(l)  in  (2)  einsetzt.  Will  man  also  die  allgemeine  Gültigkeit  der 
Relation  (2)  zeigen,  so  nehme  man  an,  sie  sei  für  einen  gege- 
benen Körper  richtig;  dann  errichte  man  über  einem  seiner 
(n — l)-dimensionalen  Grenzgebilde  eine  Pyramide,  füge  sie  zu 
dem  Körper  hinzu  und  beweise,  dafs  die  Relation  auch  für  den 
neuen  Körper  gültig  bleibt. 

Bei  diesem  Beweise  nehmen  wir  zuerst  an,  der  Eckpunkt 
der  neuen  Pyramide  faUe  nicht  in  die  Erweiterung  einer  En~i 
des  gegebenen  Körpers  hinein.  Wenn  die  gewählte  En— i,  auf 
der  die  Pyramide  errichtet  wird,  b,,  Ecken,  bi  Kanten  u.  s.  w. 
enthält,  so  sind  die  entsprechenden  Zahlen  für  die  Pyramide: 
bo  +  l,  bi+bo,  b<  +  bi  .  ..bn_2  +  bn_3,  l  +  b„_2.  Für  den 
gegebenen  Körper  mögen  die  Zahlen  ao ,  ai  . . .  an-i  gelten  und 
hierfür  die  Relation  (2)  bewiesen  sein.  Die  Zahlen  für  den  neuen 
Körper  mögen  mit  Co,  Ci  ...Cn-i  bezeichnet  werden;  dann  ist 

('K\    ^^  "^^  *''0  "I"  1>    <^l=^l~t"bü,    C2  =a2 -f-bi  ...Cn-2  =  il|i-2"f-bn-3 
Cn— 1  =  ^n— 1  "T  Pn-2  1 ; 

folglich  ist 

Co  —  Ci  +  C2  —  Cs . . .  +  (~  1)"-'  c„_,  +  (—  1)"  = 

[ao  —  ai  +  a2  —  as  . . .  +  (—  l)°-i  a„_i  +  (—  1)"] 

-  [bo  -  bi  +  b,  -  bs  H-  . . .  +  (-  l)°-2b„_2  +  (_  l)»-i]  +  1, 

wo    die  zw^eite  Klammer  sich    gegen    die   erste    hebt,    also    der 
Wert  1  bleibt. 

Jetzt  möge  die  Spitze  der  auf  En-i  aufgesetzten  Pyramide 
in  diejenige  Ebene  fallen,  welcher  das  Grenzgebilde  En-i'  angehört; 
aber  sie  möge  nicht  in  die  Erweiterung  einer  En_2  fallen.  Dann 
hört  diejenige  En-2,  welche  Eq-i  und  E„_i  gemeinschaftlich  ist, 
auf,  Grenzgebilde  für  den  neuen  Körper  zu  sein.  Somit  bleiben 
in  (3)  die  Zahlen  Co ,  Ci  . . .  ungeändert  bis  auf  Cn_2  und  Cn-i ; 
es  wird  nämlich  Cn -2  =  an-2  + bn -3  —  1,  Cn-i  =  ai,-i-f-bn-2  — 2; 
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die  Differenz  dieser  beiden  Zahlen  ist  aber  dieselbe  wie  früher; 
also  gilt  auch  die  Formel  (2)  wieder. 

Allgemein  möge  die  Spitze  der  Pyramide  in  die  Erweiterung 
einer  Em  fallen.  Diese  hat  mit  dem  Grundgebilde  En-i  der  auf- 
gesetzten Pyramide  eine  Em-i  gemeinschaftlich  und  letztere  mufs 
aufhören,  Grenzgebilde  des  neuen  Körpers  zu  sein;  also  ist: 

Cm— 1  =  ^m— 1  "T"  bm-2  —  1- 

Em-i  möge  in  En-i  angehören  p^  Gebilden  ,a^  Dimension 
für  /i=m...n  —  1;  dann  wird  sein: 

Cm  =  «Im  "T"  *^in— 1         Pm>    Cm-fi  =  am-  i  +  Dm  —  Pm  i  1  •  •  • 
Cn— 1  =an— i  -f"  bn— 2  —  Pn— 1  —  !• 

Setzen  wir  diese  Werte  ein,  so  gilt  die  Gleichung  (2)  auch  für 
die  Zahlen  Cq,  Ci  . . .  Cn—\* 

Ein  zweiter  Beweis  ergiebt  sich  auf  folgendem  Wege: 

Man  betrachte  nur  diejenigen  Grenzgebilde,  welche  einer 
(n — l)-dimensionalen  Grenzfläche  angehören,  und  bezeichne  die 
Anzahl  der  hierdurch  erhaltenen  m  -  dimensionalen  Grenzgebilde 
mit  em  für  m  =  0,  1 . . .  n  —  1 ,  wo  offenbar  en-i  =  1  ist.  Für 
eine  zweite  Grenzfläche  En-/,  die  mit  der  ersten  in  einer  En-2 
zusammenhängt,  mögen  die  entsprechenden  Zahlen  e©',  ei'...ei,-i' 
sein,  während  die  gemeinschaftliche  En-2  gerade  fo,  fi  ...fn-2 
Grenzgebilde  von  0,  1,  ...n  —  2  Dimensionen  enthält,  wo  fn_2 
=  1  ist.  Den  beiden  Grenzgebilden  En_i  und  En-i'  gehören 
dann  zusammen 

e»»  +  eo'  —  fo,    Ci  +  ei '  —  fi  .  .  .  en-2  +  Cn-2    —  fn— 2>     ^n-i  +  Cn-i' 

Grenzgebilde  des  gegebenen  Polyeders  an,  wo  die  untern  Marken 
die  Zahl  der  Dimensionen  angeben.  Nun  wird  der  Satz  bereits 
für  (n  —  1)-  und  (n  —  2)-dimensionale  Polyeder  als  richtig  ange- 
nommen; folglich  gelten  die  Gleichungen: 

Co    Ci    -j-  e^  —  .  .  .  ±  en— 2  -H  Cn-i  =  1 

eo  —  c  1  -|-  e2  —  . . .  i  en— 2  -4-  Cn— i  =  1 

fo    —fi   +fi  ±fn-2  =1. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  erste  Relation  auch  noch  gültig  bleibt, 
wenn  man  jetzt  unter  Cm  für  m  =  0,  1 .  . .  n  ~  1  die  Anzahl  der 
m-dimensionalen  Grenzgebilde  versteht,  die  den  Grenzflächen 
Eo_i  und  En-i'  angehören.  Diese  Betrachtung  ändert  sich  nicht 
wesentlich,  wenn  man  ein  weiteres  (n  —  l)-dimensionales  Grenz- 
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gebilde  hinzunimmt,  wofern  dies  nur  mit  einem  oder  mehreren 
der  früher  untersuchten  ein  (n  -  2)-dimensionales  Grenzgebilde 
gemeinschaftlich  hat.  Nur  das  letzte  Grenzgebilde  fugt  kein  wei- 
teres Grenzgebilde  von  weniger  als  n — 1  Dimensionen  hinzu, 
nötigt  also,  da  die  Zahl  en-i  um  eins  vermehrt  wird,  der  Gleichung 
die  Form  (2)  zu  geben. 

d)  Für  den  Körper ,  der  durch  n  + 1  Ebenen  von  n  —  1 
Dimensionen  begrenzt  wird,  gelten  viele  Sätze,  die  ihn  in  enge 
Beziehung  zum  Dreieck  bringen.  Wir  wollen  einige  von  diesen 
Sätzen  anführen. 

a)  »Die    -^— -  — ^  Ebenen  von  n—  1  Dimensionen,  welche 

je  in  der  Mitte  einer  Kante  senkrecht  auf  ihr  stehen,  gehen  durch 
einen  Punkt  0,  der  von  den  n  + 1  Eckpunkten  gleichen  Abstand 

hat.     Die  (     T     )  Ebenen  von  n  —  2  Dimensionen,  von  denen 

jede  im  Mittelpunkt  eines  durch  drei  Punkte  gelegten  Kreises 
auf  seiner  Ebene  senkrecht  steht,  gehen  durch  denselben  Punkt  0. 
Wenn  allgemein  m  <C  n  ist  und  für  irgend  m  Punkte  der  Mittel- 
punkt der  hindurchgelegten  Kugel  bestimmt  ist  und  wenn  dann  im 
Mittelpunkt  die  (n — m+ l)-dimensionale  Ebene  senkrecht  auf 
der  durch  die  m  Punkte  gehenden  (m  —  l)-dimensionalen  Ebene 
errichtet  ist,  so  geht  jede  solche  Ebene  durch  0.« 

Man  nehme  die  n  Kanten  Ai  A2,  A1A3  . . .  Ai  An^^i  und  errichte 
auf  jeder  in  der  Mitte  die  senkrechte  Ebene,  so  ist  ihr  Schnitt- 
punkt 0  von  allen  n  + 1  Punkten  gleich  weit  entfernt ;  also  liegt 
er  auch  in  den  Ebenen,  welche  in  der  Mitte  der  andern  Kanten 
senkrecht  auf  ihnen  errichtet  sind.  Fällt  man  aber  von  0  die 
(n  —  m  + 1)  -  dimensionale  Ebene  senkrecht  auf  eine  durch  m 
Punkte  gelegte  (m  —  1)- dimensionale,  so  mufs  deren  Fufspunkt 
der  Mittelpunkt  der  durch  die  m  Punkte  gehenden  Kugel  sein. 

n  ^n      I      1  \ 

ß)   »Die   — ^^  -       Ebenen,  deren  jede  den  Neigungswinkel 

zweier  Grenzebenen  halbiert,  gehen  durch  einen  Punkt,  welcher 
von  den  Ebenen  gleichen  Abstand  hat.  Für  je  drei  der  gegebenen 
Ebenen  giebt  es  im  Innern  des  Körpers  eine  (n  —  2)- dimen- 
sionale Ebene,  deren  Punkte  von  den  drei  Ebenen  gleichen  Abstand 
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haben;  die  so  bestimmten  (     T     )  Ebenen  gehen  ebenfalls  durch 

denselben  Punkt  u.  s.  w,« 

y)  »Wenn  der  Schwerpunkt  eines  (m  —  l)-dimensionalen 
Gebildes,  welches  durch  m  von  den  gegebenen  Punkten  bestimmt 
ist,  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  so  kann  man  ihn  für  ein 
m-dimensionales  Gebilde,  für  welches  zu  den  ersten  m  Punkten 
ein  (m  +  ^)^^  hinzukommt,  dadurch  finden,  dafs  man  den 
m  +  1?-"  Eckpunkt  mit  dem  Schwerpunkt  des  (m  —  1)  -  dimen- 
sionalen  Gebildes  durch  eine  gerade  Strecke  verbindet  und  vom 
letzteren  Punkte  an  den  (m  +  l)*f"  Teil  der  Strecke  abtrennt. 
Man  würde  zu  demselben  Punkte  gelangen,  wenn  man  die  Kon- 
struktion für  irgend  einen  andern  der  m  + 1  Ecken  und  das 
gegenüberliegende  Gebilde  gemacht  hätte.« 

Beim  Beweise  nehmen  wir  an,  der  Satz  sei  für  m  Punkte 
bewiesen ,  und  leiten  daraus  seine  Gültigkeit  für  m  +  1  Punkte 
her.  Indem  man  aus  der  Reihe  der  Punkte  Ai . . .  Am-Hi  für  i, 
k=»l...m  +  l  die  beiden  Punkte  Ai  und  Ak  wegläfst,  möge 
der  Punkt  Sit  der  Schwerpunkt  des  durch  die  m  —  1  übrigen 
Punkte  bestimmten  Polyeders  sein.  Ebenso  sei  Si  der  Schwer- 
punkt desjenigen  Polyeders,  dessen  Ecken  die  Punkte  Ai  . . . 
A|__i  Ai-^i . . .  Am^.1  sind;  entsprechend  sei  Sr  bestimmt.  Dann 
wird  vorausgesetzt,  dafs  die  Punkte  Sir  ,  Sk,  Ai  in  gerader  Linie 

liegen  und  dafs  die  Strecke  SikSk=-  SikAi   ist;  ebenso  sollen 

m 

die    Punkte   Sit,   Si,    Ak    in    gerader  Linie    liegen   und   es   soll 

Sik  Si  =  —  Sik  Ak  sein.     Folglich  ist  die  Strecke  S^  Si  parallel  der 

Strecke  AiAk  und  gleich  dem  m^l^  Teil  derselben.  Die  Geraden 
AiSi  und  A||Sk  schneiden  sich  also  in  einem  Punkte  S,  für  den 

SiS=   -SAi  oderSiS  =  — — rSiAi  ist.     Der  Punkt  S  liegt  aber 
m  m-f- 1 

auch  auf  jeder  andern  Strecke  SkAk  und  teilt  sie  nach  dem  an- 
gegebenen Verhältnis. 

Da  die  Richtigkeit  des  Satzes  für  m  =  2  unmittelbar  ein- 
leuchtet, folgt  aus  der  vorstehenden  Entwicklung  seine  allgemeine 
Gültigkeit. 

rf}  Nachdem  auf  diese  Weise  der  Schwerpunkt  für  das  durch 
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irgend  m  (<!  n  +  1)  Punkte  bestimmte  Gebilde  definiert  ist, 
können  wir  den  folgenden  schönen  Satz  aussprechen: 

»Die  Geraden,  welche  je  einen  Eckpunkt  mit  dem  Schwerpunkt 
des  gegenüberliegenden  (n  —  l)-dimensionalen  Gebildes  verbinden, 
sowie  diejenigen  Geraden,  welche  die  Mitte  einer  Kante  mit  dem 
Schwerpunkt  des  gegenüberliegenden  (n — 2)-dimensionalen  Grenz- 
gebildes verbinden,  überhaupt  die  Geraden,  welche  den  Schwer- 
punkt eines  m-dimensionalen  Gebildes  mit  dem  des  gegenüber- 
liegenden (n  —  m  —  1)  -  dimensionalen  Grenzgebildes  verbinden 
gehen  durch  einen  Punkt,  den  Schwerpunkt  des  Polyeders.« 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  schon  bewiesen.  Der  zweite 
Teil  folgt  durch  ähnliche  Betrachtungen,  wie  der  erste.  Ver- 
binden wir  nämlich  Sik  mit  S  durch  eine  Gerade,  so  mufs  diese 
die  Kante  AiAk  in  der  Mitte  treffen;  zugleich  ist  SikSiSikMik  = 
n — 1:2,  wo  Mik  die  Mitte  von  Ai  und  Ak  ist.  Wir  ziehen 
jetzt  die  Gerade  Mik  Ai  und  machen  auf  derselben  Mik  Miki  = 
^MikAi,  so  ist  Miki  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  AiAkAi. 
Ziehen  wir  aber  AiSik,  so  trifft  diese  Linie  dasjenige  Gebilde, 
unter   dessen  Ecken    die  Marken  i,  k,   1  nicht  vorkommen,  im 

Schwerpunkt  Siki,  und  zwar  ist  SikiSik==* :rSikiAi.      Daraus 

n  —  2 

ergiebt  sich  aber,  dafs  die  Gerade  MikiSiki  durch  S  hindurch- 
geht u.  s.  w. 

e)  Bei  einem  regelmäfsigen  Polyeder  soll  jedes  Grenz- 
gebilde in  seinen  Eigenschaften  mit  jedem  andern  übereinstimmen, 
das  mit  dem  ersten  gleichviel  Dimensionen  hat.  Ein  regelmäfsiges 
Polyeder  kann  durch  Bewegung  in  mancherlei  Weise  zur  Deckung 
mit  seiner  Anfangslage  gebracht  werden,  und  zwar  kann  man 
dabei  noch  festsetzen,  dafs  ein  m  -  dimensionales  Grenzgebilde 
(für  m  <C  n)  die  Anfangslage  irgend  eines  andern  m-dimensionalen 
Grenzgebildes  deckt.  Daher  müssen  alle  Kanten  gleich  sein;  je 
zwei  in  einer  Ecke  zusammenstofsende  Kanten,  je  zwei  in  einer 
Kante  sich  treffende  Grenzpolygone  u.  s.  w.  müssen  gleiche  Winkel 
mit  einander  einschliefsen.  Sind  m  und  r  irgend  zwei  Zahlen  kleiner 
als  n,  und  ist  m  <  r,  so  mufs  jedes  Er  gleich  viele  Em  ent- 
halten und  in  jedem  Em  müssen  gleich  viele  Er  zusammenstofsen. 

Wir  bezeichnen  die  Zahl  der  Grenzgebilde  mit  ao,  ai,  a2... 
an-i,  indem  wir  die  Zahl  der  Dimensionen  als  Marke  daran  setzen. 
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In  jeder  Ecke  mögen  zusammenstofsen  bi®  Kanten,  b^*^  Grenz- 
poIyeder,  bs  ®  dreidimensionale  Grenzpolyeder  u.  s.  w.  Überhaupt 
möge  für  i  <C  *  <  n  die  Zahl  bx'  die  Anzahl  derjenigen  Ex  be- 
zeichnen, welche  in  einer  Ei  zusammenstofsen;  ebenso  gebe  Ei* 
die  Zahl  derjenigen  Ei  an,  welche  in  einer  Ex  liegen.  Demnach 
mögen  in  einem  (n  —  l)-dimensionalen  Grenzgebilde  bo"~*  Ecken, 
bi"""'  Kanten,  h%^~^  Grenzpolygone  u.  s.  w.  liegen. 

Jedes  Grenzgebilde  von  n  —  1  Dimensionen  ist  selbst  regel- 
mäfsig;  daher  genügen  bo"~S  bi  "~^ . . .  bn_2°~^  denjenigen  Be- 
dingungen, welche  für  einen  regelmäfsigen  Körper  von  n  —  1 
Dimensionen  erfüllt  werden  müssen.  Dasselbe  gilt  für  jedes 
Grenzgebilde,  und  die  Zahlen  b,/,  bi*...bx_i*  genügen  den 
Bedingungen  für  einen  x-dimensionalen  regelmäfsigen  Körper, 

Aber  auch  die  Gesamtheit  der  in  einer  Ecke  zusammen- 
stofsenden  Kanten,  Flächen  u.  s.  w.  bildet  ein  Analogon  zu  einem 
regelmäfsigen  Körper.  Man  kann  in  der  Nähe  eines  Eckpunktes 
eine  (n  —  l)-dimensionale  Ebene  so  legen,  dafs  auf  ihr  durch  das 
gegebene  Polyeder  ein  regelmäfsiges  Polyeder  von  n  —  1  Dimen- 
sionen ausgeschnitten  wird.  Beschreibt  man  um  einen  Eckpunkt 
eine  Kugel,  so  wird  auf  ihr  ein  regelmäfsiger  (n— l)-dimensio- 
naler  Körper  durch  die  von  dem  Punkte  ausgehenden  Grenzge- 
bilde ausgeschnitten.  Daher  genügen  auch  die  Zahlen  bi  ^,  b»'* . . . 
bn^i^  den  Bedingungen  für  die  Zahl  der  Ecken,  Kanten,...  (n — 2) 
dimensionalen  Grenzgebilde  eines  (n  —  1)  -  dimensionalen  regel- 
mäfsigen Polyeders.  Entsprechendes  gilt  für  die  Zahlen  bx+i*, 
bxa2*.  •  •  b,i_i'  bei  beliebigem  Werte  von  x. 

Von  den  n'  Zahlen  bi*  für  /,  x  =  0,  1 . . .  n  —  1  sind  einige 
sofort  bekannt;  es  ist  bx*  =  1,  bo '  =  2,  bn-i""^  =  2.    Ferner  ist 

(4)  b/.^-i  <  b;y-2  <  . . .  <  b;.  0  <  aA, 
da  in   einer  Ex-i   mehr  E;.    zusammenstofsen,    als  in  einer   Ex. 
Zudem  ist: 

(5)  bx'+^<bx'^+-<...<bx"-^<ax, 
weil  eine  E^ai  mehr  Ex   enthält,  als  eine  E^. 

Endlich  gilt  noch  die  wichtige  Relation: 

(6)  aibx'  =  axbi^ 
wie  folgende  Betrachtung   zeigt:   Die  Zahl   der  in   einer  Et  lie- 
genden (zusammenstofsenden)  Ex  ist  hx^;  also  erhalte  ich  durch 
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das  erste  Produkt  alle  Ex  so  oft,  als  in  einer  Ex  Grenzgebilde 
Et  liegen  (zusammenstofsen) ;  denselben  Gedanken  drückt  aber 
auch  die  zweite  Seite  der  Gleichung  aus. 

f)  »In  jedem  regelmäfsigen  Polyeder  giebt  es  einen  Punkt, 
der  von  allen  Ecken,  Kanten,  sowie  von  allen  Grenzgebilden  der 
übrigen  Arten  gleich  weit  entfernt  ist;  die  von  diesem  Punkte  auf 
ein  Grenzgebilde  gefällte  Senkrechte  trifft  dasselbe  in  seinem 
Mittelpunkte.  Speziell  giebt  es  eine  Kugel,  welche  durch  alle 
Ecken  geht,  und  eine  zweite,  welche  alle  (n  —  l)-dimensionalen 
Grenzgebilde  berührt.« 

»Jedem  regelmäfsigen  Polyeder  kann  man  als  sein  reziprokes 
ein  zweites  so  zuordnen,  dafs  sich  die  Zahl  der  A-dimensionalen 
und  der  (n  —  1  —  A)-dimensionalen  Grenzgebilde  vertauscht.« 

Dieser  Satz  wird  genau  so  bewiesen,  wie  der  entsprechende 
Satz  der  gewöhnlichen  Stereometrie.  Um  den  ersten  Teil  als 
richtig  zu  erkennen,  bewege  man  das  Polyeder  so,  dafs  es  als 
Ganzes  wieder  den  anfänglich  gedeckten  Raum  einnimmt,  während 
die  Grenzgebilde  zum  Teil  andere  Lagen  erhalten,  und  zeige, 
dafs  dann  jedesmal  auch  ein  im  Innern  des  Polyeders  gelegener 
Punkt,  der  Mittelpunkt  jener  Kugeln,  wieder  in  seine  Anfangslage 
kommt.  Für  den  zweiten  Teil  fälle  man  vom  Mittelpunkte  der 
Kugel  auf  jede  En_i  die  Senkrechte  und  wähle  deren  Fufspunkte 
(oder  auch  deren  Schnittpunkte  mit  der  Kugel)  zu  Eckpunkten 
eines  neuen  Polyeders.  Mit  En-i  mögen  En-i',  En— i  •  •  •  zusammen- 
stofsen; vom  Fufspunkt  der  auf  E„  i  gefällten  Senkrechten  ziehe 
man  gerade  Strecken  nach  den  Fufspunkten  der  auf  En-/,  En-i  ... 
gefäUten  Senkrechten  und  lasse  sie  Kanten  des  neuen  Polyeders 
sein  u.  s.  w.  Für  das  so  gefundene  Polyeder  mögen  den  oben 
eingeführten  Zahlen  a,),  ai  ...an-i  die  Zahlen  Co,  Ci  ...Cn— i  und 
den  Zahlen  bx'-  die  Zahlen  dx^-  entsprechen;  so  möge  das  neue 
Polyeder  Co  Ecken ,  Ci  Kanten  u.  s.  w.  besitzen,  und  für  /  <  x 
mögen  dx'-  Grenzgebilde  von  x  Dimensionen  in  einem  A-dimen- 
sionalen  Grenzgebilde  zusammenstofsen;  dann  ist: 

(7)  c/.=a„_i_;.,  dx^=b„_,-.x"  ^-^. 

g)  »Für  jede  Zahl  n  von  Dimensionen  giebt  es  mindestens 
drei  Arten  von  regelmäfsigen  Körpern.« 

Die  charakteristischen  Zahlen  für  jede  Art  sind  in  folgender 
Tabelle  zusammengestellt : 


I 
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ili)  ä|  üie  ^n  — 1 


■•i"+'  ("tO'  GTli  ■"+' 

II.  '      2"  n .  g«-«  (  "12""''  2n 


I.  Der  ersten  Klasse  entspricht  in  der  zweidimensionalen 
Ebene  das  Dreieck,  im  dreidimensionalen  Räume  das  Tetraeder, 
im  Räume  von  n  Dimensionen  der  von  n+l  (n — l)-dimen- 
sionalen  Grenzgebilden  begrenzte  Körper.  Hat  man  das  dieser 
Reihe  angehörende  Polyeder  in  einer  (n  —  l)-dimensionalen  Ebene 
konstruiert,  so  errichte  man  in  dessen  Schwerpunkt  die  Senkrechte 

auf  der  Ebene  und  mache  sie  gleich  der  mit  y  -  multipli- 
zierten Kante.  Hierdurch  erhält  man  den  letzten  Eckpunkt  des 
gesuchten  Körpers. 

Man  kann  also  vom  regelmäfsigen  Dreieck  AiAjA»  ausgehen, 
in  dessen  Schwerpunkt  S^  eine  Senkrechte  S2A4  auf  der  Ebene 
konstruieren,  und  wenn  man  die  Kanten  gleich  1  setzt,  die  Senk- 
rechte gleich  V^  machen.  Nun  bestimme  man  den  Schwerpunkt 
Ss  vom  Tetraeder  A1A2A8A4,  errichte  in  ihm  eine  Senkrechte 
SsAj  zu  der  das  Tetraeder  enthaltenden  dreidimensionalen  Ebene 

und  mache  sie  gleich  V^;  dann  sind  Ai  ...A;,  die  Ecken  des 
regelmäfsigen  vierdimensionalen  Körpers. 

Endlich  kann  man  folgende  Konstruktion  machen:  Man  ziehe 
in  einer  Kugel  Kn-i  einen  Radius  AiO  und  verlängere  ihn  um 

OOi      -OAi  ,  errichte  in  Üi   auf  ÜOi   die  (n— l)-dimensionale 

senkrechte  Ebene,  durch  welche  die  Kugel  Kn  1  in  einer  K„_2 
geschnitten  wird.    Hierin  ziehe  man  einen  beliebigen  Radius  Oi  Aj 

und  verlängere  ihn  um  Oi08=  ,-OiA2,  errichte  in  O^   auf 

n  -  l 

O1O2   die  senkrechte   Ebene,    welche   die  Kn-2    in    einer   Kn_:j 

schneidet;     darin    ziehe    man    einen    Radius   O^Aj    und   mache 
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dieselbe  Konstruktion.  Nachdem  man  durch  die  Festsetzung 
On-20n-i  =  ^On-aAn-i  zum  Punkte  On-i  gekommen  ist,  errichte 
man  in  der  zweidimensionalen  Ebene,  zu  der  man  gelangt  ist, 
auf  On-iOn-i  in  On_i  die  Senkrechte,  welche  die  Ki  in  zwei 
Punkten  An  und  An. i  trifft. 

IL  Man  gehe  von  einem  Quadrat  AiA2A8A4  aus,  errichte 
in  Ai  eine  Senkrechte  AiA^  auf  A1A2  und  A1A4,  mache  sie 
gleich  A1A2,  und  ziehe  AjA,;,  A3A7,  A4A8  gleich  und  parallel 
zu  A1A5.  Dann  wird  ein  dreidimensionales  Polyeder  erhalten 
durch  die  Gesamtheit  derjenigen  geraden  Strecken,  welche  von 
den  Punkten  des  Quadrats  aus  in  gleicher  Richtung  und  in  gleicher 
Gröfse  mit  A1A5  gezogen  werden  können.  In  Ai  errichte  man 
eine  Senkrechte  auf  AiA^,  AjA^,  AiAr, ,  nenne  sie  A1A9  und 
mache  sie  gleich  AiA^.  Jetzt  lasse  manA^Aio,  AsAu  .. . AgAm 
dieser  Strecke  gleich  und  parallel  sein.  Auf  diese  Weise  kann 
man  fortfahren,  bis  man  einen  n-dimensionalen  Körper  erhält. 

Man  kann  auch  im  n  -  dimensionalen  Räume  durch  einen 
Punkt  0  n  gerade  Linien  ziehen,  von  denen  jede  auf  jeder  andern 
senkrecht  steht.  Auf  diesen  Linien  trägt  man  n  gleiche  Strecken 
OAi  =OAs=...  =  OA„  ab,  und  verlängert  jede  Strecke  OA;? 
über  O  um  OA;r'  =  OA;<'.  Dann  lege  man  durch  Ax  die  En  1^, 
w^elche  auf  OA;?  senkrecht  steht,  und  ebenso  durch  Ax  die 
(n  —  l)-dimensionale  Ebene  F„_,^,  welche  auf  OA;?'  senkrecht 
steht.  Dann  schliefsen  die  2n  Ebenen  einen  regelmäfsigen  Körper 
ein.  Denn  dreht  man  die  Figur  um  O ,  so  dafs  die  Strahlen 
OA;f  und  OA;f'  in  ihrer  Gesamtheit  zur  Deckung  der  Anfangs- 
lage kommt,  so  wird  auch  der  Körper  seine  Anfangslage  decken. 
Jede  Ebene  En_i^  wird  von  allen  übrigen  Ebenen  mit  Ausnahme 
von  Fn- 1*  geschnitten;  demnach  liefern  die  2n  Ebenen  2(n— l)n 
Grenzgebilde  von  n  2  Dimensionen.  In  einem  A-dimensionalen 
Grenzgebilde  treffen  sich  n  —  k  Ebenen  von  n  —  1  Dimensionen; 
um  alle  zu  erhalten,  mufs  man  also  zusehen,  wie  oft  man  aus 
den  n  Paaren  n  —  X  Paare  auswählen  kann,  und  dann  hat  man 
aus    jedem    Paare    eine    Ebene    auszuwählen;    somit    ist    a;.   = 

2"~^/  .  j  •  In  jedem  Eckpunkt  können  nicht  zwei  Ebenen  des- 
selben Paares  zusammenstofsen;  da  aber  mindestens  n  Ebenen 
sich  in  einem  Eckpunkt  treffen  müssen,  geht  durch  jeden  Eckpunkt 
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eine  Ebene  aus  jedem  Paare.  Die  Zahlen  b;f '  für  /  >  x  ergeben 
sich  aus  den  Formeln  für  ax,  indem  man  n  durch  t  ersetzt,  da 
in  der  /-dimensionalen  Ebene  ein  Gebilde  derselben  Art  liegt. 
Dann  ergeben  sich  die  b<^  aus  (6)  oder  auch  durch  eine  ein- 
fache Überlegung. 

III.  Man  lasse  wieder  in  einem  Punkte  O  n  gerade  Linien 
auf  einander  senkrecht  stehen  und  schneide  auf  jeder  von  O  aus 
gleiche  Strecken  OAi  =  O Ai  =  O A,  =  O Av  '=...  =  O An = O An' 
ab.  Aus  jedem  Punktepaar  Ai  A/  für  /=«... n  wähle  man  einen 
Punkt  aus  und  lege  durch  sie  eine  (n — l)-dimensionale  Ebene. 
Die  (n  —  2)-dimensionalen  Grenzgebilde  sollen  durch  n  —  1  Punkte 
gehen,  welche  verschiedenen  Paaren  angehören.  Endlich  werden 
die  Kanten  erhalten,  indem  man  den  Punkt  Ai  mit  je  einem  der 
Punkte  Ai,  A|  ...  Ai_i,  A/_i',  Ai-j^j,  Ai^/...  An,  An'  verbindet. 
Dafs  hierbei  die  in  der  Tabelle  angegebenen  Zahlen  hervorgehen, 
zeigt  man  auf  dem  in  II  angegebenen  Wege,  indem  man  nur 
jedesmal  Ebene  und  Punkt  vertauscht. 

Wenn  ein  derartiges  Polyeder  von  n — 1  Dimensionen  gegeben 
ist,  so  errichte  man  im  Mittelpunkte  die  Senkrechte  auf  der  Ebene 
des  Polyeders  und  mache  sie  beiderseits  gleich  dessen  halber 
Diagonale.  Indem  man  jeden  Eckpunkt  dieser  Senkrechten  zur 
Spitze  einer  Pyramide  wählt,  deren  Grundgebilde  das  gegebene 
Polyeder  ist,  erhält  man  das  entsprechende  regelmäfsige  Polyeder 
von  n  Dimensionen.  Als  Ecken  treten  die  beiden  Endpunkte  der 
Senkrechten  hinzu;  die  Kanten  vermehren  sich  um  die  doppelte 
Eckenzahl  des  gegebenen  Polyeders.  Zu  den  //-dimensionalen 
Grenzgebilden  des  ersten  Polyeders  treten  diejenigen  hinzu,  welche 
durch  je  eine  der  neuen  Ecken  und  je  ein  (/* — l)-dimensionales 
Grenzgebilde  des  gegebenen  Polyeders  gelegt  werden  können. 
Die  Anzahl  der  (n  -  l)-dimensionalen  Grenzgebilde  ist  gleich  der 
doppelten  Anzahl  der  (n— 2)-fach  ausgedehnten  Grenzgebilde  des 
ersten  Polyeders. 

Das  Polyeder  I  ist  zu  sich  selbst,  die  Polyeder  II  und  III 
sind  zu  einander  reziprok. 

h)  Im  vierdimensionalen  Räume  sind  die  dreidimensionalen 
Grenzgebilde  regelmäfsige  Polyeder  von  drei  Dimensionen,  deren 
es  bekanntlich  nur  fünf  giebt.  Ebenso  entsprechen  die  von  einer 
Ecke  ausgehenden  Gebilde  einem  regelmäfsigen  dreidimensionalen 
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Polyeder.  Somit  giebt  es  für  die  Zahlen  b©  *,  bi ',  b^  \  sowie  für 
die  Zahlen  bi®,  b*®,  bs^  nur  je  fünf  Fälle.  Mit  jedem  System 
der  drei  ersten  Zahlen  kann  man  aber  höchstens  drei  Systeme 
der  letzten  Zahlen  verbinden.  Wähle  ich  z.  B.  bo*=-8,  b|'=12, 
bg^ss  <),  so  ist  jede  Fläche  ein  Quadrat,  also  bo*  =  bi*  =  4;  femer 
ist  bs  -  =  bo  *  =  2.  Dann  folgt  aus  a2b3  *  =  aabj  *  sofort  a«  =  Sxj. 
Wegen  der  gewählten  Werte  von  bo^  bi ',  b<*  ergiebt  sich  aus  ((>)  : 


2a    .    „       "^^^    k  0 ^^5 


bl«-^^  b,«  = 

ao  a© 


10 


somit  mufs  sein:  2bt®==3b3^.     Diese  Relation  wird  nur  in  drei 
Fällen  erfüllt,  nämlich 

1.  für  bi0  =  4,  b,o  =  6,  b3«  =  4, 

2.  für  b|<>  =  b,  biO  =  12,  b30=8, 

3.  für  bi»=12,  b^o  =  30,  b3<>=20. 

Wird  aber  gewählt  bo^=6,  bi' =  12,  b2'  =  8,  so  ist 
bi*  =  bi*  =  3.  Dann  folgt  a8=4a8,  also  b2'^=2b3<^,  was  nur 
eintritt  für  bi«  =  8,  bi«  =  12,  b3  <>=<). 

In  ähnlicher  Weise  verfährt  man  mit  den  andern  Arten  von 
regelmäfsigen  dreidimensionalen  Polyedern.  Dadurch  werden 
bereits  14  Fälle  als  unmöglich  ausgeschieden;  die  übrigen  elf, 
welche  auch  noch  einzeln  in  Bezug  auf  ihre  Möglichkeit  unter- 
sucht werden  müssen,  sind  in  folgender  Tabelle  zusammengestellt : 

,  I.  II.  III.IV:  V.VI.IVII.  VIII.IX.IX.  XI. 


b». 

4 

:4i4 

8 

881 

6 

12 

20  20  20 

b.» 

6 

1 

«6 

12 

12.12 

12 

30" 

30  30  30 

1 

b,* 

'  4' 

4    4 

6 

6  i  (5 

8 

20 

12  1212 

bo^-b.« 

J3 

3    3 

4 

4     4 

3 

3 

;  5   5   5 

b,  >  -  bs  > 

.•{ 

14    5 

3 

4    5 

1 
t 

3 

3 

3    4    5 

b.» 

4 

(5    12 

4 

6    12 

8 

20 

4    6    12 

b," 

() 

12  30 

(> 

12  30 

12 

30 

6   12  30 

bn" 

4 

8    20 

4 

8    20 

« 

12 

4    8   20 

t 

iii  '.  a© 

2 

3  "t; 

2 

3     «) 

4 

10 

2    3    «> 

«i^ » a^ 

2 

4    10 

■1 

3    >/ 

1 

4 

10 

f  :  V    <5 
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Dem  ersten,  zweiten  und  vierten  Falle  entsprechen  diejenigen 
drei  regelmäfsigen  Körper,  welche  in  g)  für  eine  beliebige  Zahl 
von  Dimensionen  angegeben  sind.  Es  sind  das  nach  dem  Aus- 
drucke des  Herrn  Schlegel  das  Fünfzell  (a^  =  ao  =5,  ag  =ai  =  10), 
das  Sechzehnzeil  (a3  =  16,  ai=32,  ai  =24,  ao=8)  und  das 
Achtzeil  (as  — 8,  a,  =24,  a,  =32,  ao  =  16). 

Dafs  die  Fälle  V,  VI,  VIII,  XI,  XII  keinen  endlichen  vier- 
dimensionalen  Körper  bestimmen,  beweist  man,  indem  man  von 
einem  dreidimensionalen  Grenzgebilde  ausgeht,  durch  eine  Kante 
eine  zu  ihr  senkrechte  dreidimensionale  Ebene  legt  und  zeigt, 
dafe  höchstens  drei  Würfel,  drei  Dodekaeder  und  zwei  Ikosaeder 
hindurchgelegt  werden  können. 

Es  bleiben  noch  die  Fälle  III,  VII  und  X  zu  untersuchen, 
von  denen  HI  und  X  zu  einander,  VII  zu  sich  selbst  reziprok 
ist.  Um  die  Realität  und  Endlichkeit  zu  erkennen,  setzt  man  an 
eine  Ecke  allmählich  die  andern  Ecken  oder  an  ein  dreidimen- 
sionales Polyeder  die  andern  Polyeder  an.  Wie  das  ausgeführt 
werden  kann,  möge  in  den  Originalarbeiten  eingesehen  werden. 
Da  haben  sich  folgende  Resultate  ergeben:  Im  Falle  III  ist  der 
Körper  (Sechshundertzell)  von  600  Tetraedern  mit  1200  Drei- 
ecken, 720  Kanten  und  120  Ecken  begrenzt.  Zu  diesem  Polyeder 
reziprok  ist  das  unter  X  angegebene,  welches  Hundertundzwanzig- 
zell  genannt  wird  und  als  Grenzgebilde  120  Dodekaeder,  720 
Fünfecke,  1200  Kanten  und  600  Ecken  enthält.  Endlich  liefert  der 
Fall  Vn  das  Vierundzwanzigzell  mit  24  Oktaedern,  96  Dreiecken, 
96  Kanten  und  24  Ecken. 

Zu  dem  Vierundzwanzigzell  kann  man  noch  auf  einem  andern 
Wege  gelangen,  den  wir  hier  mitteilen  wollen,  weil  er  sehr 
geeignet  ist,  die  gegenseitige  Lage  der  einzelnen  Grenzgebilde 
deutlich  hervortreten  zu  lassen. 

Wir  gehen  von  einem  Sechzehnzell  aus  mit  den  acht  Eck- 


p"»"-(ä^d:)- 


WO  die    unter  einander  stehenden  Punkte 


Gegenpunkte  von  einander  sind.  Jedes  der  sechzehn  Grenz- 
tetraeder geht  durch  vier  Punkte  a«,  hß,  cy,  drf,  wo  jede  der 
Marken  gleich  1  oder  2  ist.  Demnach  ist  jedes  Tetraeder  durch 
die  vier  Marken  a,  ßy  y,  J  bestimmt  und  soll  deshalb  mit  (jaßyi) 
bezeichnet    werden.      Um    den    Mittelpunkt    des    Sechzehnzells 
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beschreibe  ich  eine  Kugel,  welche  durch  die  acht  Ecken  geht; 
zudem  errichte  ich  auf  jeder  Ebene  (aßyi)  nach  aufsen  die  Senk- 
rechte. Diese  trifft  die  Kugel  in  einem  Punkte,  welcher  eben- 
falls durch  {itßy^)  bezeichnet  werden  soll.  Ich  setze  noch  fest, 
dafs  «  -f  «'  s=  /?  -j- /  =  y  +  /  =d  -j-  rf'  =a  3  sein  soll.  Dann  sind 
die  Ebenen  {ctßyd)  und  (a'ß'y'd')  parallel  und  deshalb  die  ent- 
sprechenden Punkte  Gegenpunkte  auf  der  Kugel. 

Jede  neue  Lage,  bei  welcher  das  Sechzehnzell  als  Ganzes 
die  Anfangslage  deckt,  kann  erhalten  werden  durch  ein-  oder 
mehrmalige  Drehung  um  eine  durch  zwei  Durchmesser  (etwa 
aaaa'b/^b/?')  gelegte  zweidimensionale  Ebene.  Bei  einmaliger 
Drehung  bleiben  zwei  Paare  von  Marken  ungeändert.  Zwei  andere 
Marken  vertauschen  sich  unter  einander  oder  paarweise  mit  ihren 
Ergänzungsmarken.  Entsprechendes  muls  für  jede  Bewegung 
gelten,  bei  der  das  gegebene  Sechzehnzell  wieder  in  seine  Anfangs- 
lage kommt.  Dabei  kann  also  die  Ebene  (1,  1,  1,  1)  auf  die 
Ebenen  (1,  1,  2,  2),  (1,  2,  1,  2),  (1,  2,  2,  1),  (2,  1,  1,  2), 
(2,  1,  2,  1),  (2,  2,  1,  1),  (2,  2,  2,  2)  zu  liegen  kommen,  aber 
nicht  zur  Deckung  mit  (1,  1,  1,  2),  (1,  1,  2,  1),  (1,  2,  1,  1), 
(2,  1,  1,  1),  (l,  2,  2,2\  (2,  1,  2,  2),  (2,  2,  1,  2),  (2,  2,  2,  1). 
Dabei  vertauschen  nur  jedesmal  die  ersten  acht  Ebenen  und  ebenso 
die  letzten  acht  Ebenen  ihre  Lage  unter  einander.  Dasselbe  gilt 
von  den  Punkten  («,  ßy  y,  cT).  Die  sechzehn  neu  gefundenen 
Punkte  zerfallen  also  in  zwei  Gruppen  von  je  acht  Punkten;  nur 
die  Punkte  derselben  Gruppe  können  ihre  Lage  unter  einander 
vertauschen.  Die  Punkte  einer  Gruppe  sind  somit  jedesmal  die 
Eckpunkte  eines  regelmäfsigen  Sechzehnzells.  Wir  sind  daher  zu 
drei  Sechzehnzellen  gelangt. 

Jede  Bewegung  des  ersten  Sechzehnzells,  durch  welche  das- 
selbe mit  sich  zur  Deckung  gelangt,  hat  eine  entsprechende  Be- 
wegung der  beiden  andern  zur  Folge.  Da  aber  die  Zahl  solcher 
Bewegungen  für  die  drei  Körper  dieselbe  ist  und  bei  jeder  Be- 
wegung des  einen  die  andern  mitbewegt  werden,  so  mufs  auch 
bei  jeder  derartigen  Bewegung  des  zweiten  das  erste  und  das 
dritte  jedesmal  wieder  in  die  Anfangslage  gelangen.  Errichtet 
man  daher  auf  den  Tetraedern  des  zweiten  Sechzehnzells  die 
Senkrechten,  so  gehen  acht  von  ihnen  durch  die  Ecken  des  ersten 
und  die  acht  andern  durch  die  des  dritten  Sechzehnzells.    Dasselbe 
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gilt  für  den  dritten  Körper.  Die  vierundzwanzig  Punkte  bilden 
also  auf  der  Kugel  ein  regelmäfsiges  System,  also  die  Ecken  eines 
regelmälsigen  Körpers. 

In  diesem  Körper  gehen  von  a«  die  Kanten  nach  denjenigen 
acht  Punkten,  welche  den  in  ihm  zusammenstofsenden  Tetraedern 
entsprechen,  also  nach  (a,  1, 1, 1),  (a,  1, 1, 2),  («,1,2, 1),  (a,  2, 1, 1), 
(«,  2,  2,  1),  (er,  2,  1,  1),  (a,  1,  2,  2),  (a,2,  2,2).  Diese  zerfallen 
in  vier  Paare  («,  1,  1,  1),  (a,  2,  2,  2)  und  (a,  1,  2,  2), 
(flf,  2,  1,  1),  sowie  («,  1,  1,  2),  («,  2,  2,  1),  endlich  («,1,2, 1), 
(a,  2,  1,  2).  Dadurch  werden  wir  auf  zwölf  Dreiecke  und  sechs 
Oktaeder  geführt,  welche  vom  Punkte  aa  ausgehen;  in  den 
letzteren  sind  die  Punkte  bi,  b»,  Ci,  c^,  di,  d*  die  Gegenpunkte; 
ein  solches  Oktaeder  hat  z.  B.  die  Eckpunkte  aa,  b|,  (a,  1, 1,  1), 
(«,  1,  1,  2),  («,  1,  2,  1),  («,  1,  2,  2).  Das  giebt  den  Satz: 
»Im  vierdimensionalen  Räume  giebt  es  einen  regelmäfsigen  Körper, 
welcher  von  24  Oktaedern  begrenzt  wird  und  dessen  Grenze 
96  Dreiecke,  96  Kanten  und  24  Ecken  enthält.  Von  jeder  Ecke 
gehen  sechs  Oktaeder  aus;  sucht  man  zu  einer  Ecke  in  jedem 
davon  ausgehenden  Oktaeder  den  Gegenpunkt,  so  bilden  diese 
sechs  Punkte  auch  die  Gegenpunkte  für  die  von  einem  zweiten 
Punkte  ausgehenden  sechs  Oktaeder,  und  zwar  ist  dieser  Punkt 
im  Vierundzwanzigzell  Gegenpunkt  des  ersten.  Die  so  gefun- 
denen acht  Punkte  bilden  für  sich  die  Ecken  eines  regelmäfsigen 
Sechzehnzells;  je  zwei  Ecken,  die  in  diesem  Sechzehnzeil  Gegen- 
punkte von  einander  sind,  haben  die  gleiche  Eigenschaft  für  das 
Vierundzwanzigzell;  die  andern  sechs  Punkte  sind  Gegenpunkte 
in  Bezug  auf  jeden  der  beiden  ersten  in  je  einem  Oktaeder, 
welches  der  Grenze  des  Vierundzwanzigzells  angehört.« 

Statt  von  dem  Sechzchnzell  konnten  wir  auch  vom  Achtzell 
(dem  Analogon  des  Würfels)  ausgehen,  wue  man  schon  daraus 
ersieht,  dafs  die  sechzehn  Punkte  («,  /?,  y,  <J)  die  Ecken  eines 
Achtzells  sind.  •^*) 

§  14. 
Geometrisohe  Grundlage  des  n-dimensionalen  Baumes. 

In  den  drei  letzten  Paragraphen  ist  die  Beweisführung  ganz 
übereinstimmend  mit  der  der  gewöhnlichen  Geometrie;  auch  die 
neu  erhaltenen  Sätze  zeigen  bis  ins  einzelne  eine  unverkennbare 


\ 
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Ähnlichkeit  mit  rein  geometrischen  Sätzen.  Daher  vergifst  man 
ganz,  dafs  das  Objekt  der  Untersuchung  in  einem  analytischen 
Gebilde,  der  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  besteht.  Es 
drängt  sich  somit  die  Frage  auf,  ob  wir  für  diese  Theorie  nicht 
auch  eine  rein  geometrische  Grundlage  gewinnen  können.  Um 
dieser  Frage  näher  treten  zu  können,  greifen  wir  auf  die  Dar- 
legungen in  den  ersten  Paragraphen  dieses  Abschnitts  zurück. 

Wie  die  Erfahrung  lehrt,  gelten  folgende  Gesetze:  Wenn 
man  einen  Raumteil  in  zwei  Teile  zerlegt,  so  wird  die  gegen- 
seitige Grenze  durch  eine  Fläche  oder  durch  melirere  Flächen 
gegeben;  die  Fläche  kann  wieder  geteilt  werden  und  die  gegen- 
seitige Grenze  ist  eine  Linie  oder  besteht  aus  mehreren  Linien; 
endlich  kann  die  Linie  wieder  geteilt  werden,  und  die  Grenze 
wird  durch  einen  oder  durch  mehrere  Punkte  gebildet;  der  Punkt 
ist  unteilbar.  Diese  Sätze  werden  durch  die  Erfahrung  mit  vollster 
Sicherheit  gegeben;  wer  sie  leugnen  will,  setzt  sich  mit  der  Er- 
fahrung in  direkten  Gegensatz. 

Aber  trotzdem  ist  die  Frage  berechtigt:  Verlangen  die  Be- 
griffe der  Teilung  und  der  Grenze,  die  hier  vorkommen,  dafs 
man  gerade  nach  dreimaliger  Ausführung  des  angegebenen  Pro- 
zesses zum  unteilbaren  Gebilde  gelangt,  oder  darf  man  annehmen, 
dafs  die  hier  auftretende  Zahl  drei  mit  jeder  andern  Zahl  gleich- 
berechtigt ist,  wofern  man  vom  Raum  in  seiner  eigentlichen 
Bedeutung  absieht  und  nur  die  Zerlegung  in  zwei  Teile  und  die 
gegenseitige  Grenze  der  beiden  Teile  berücksichtigt?  Ehe  wir 
hierauf  eine  endgültige  Antwort  geben,  führen  wir  eine  neue 
Bezeichnung  ein.  Wir  gehen  von  irgend  einem  Gebilde  aus, 
zerlegen  es  in  zwei  Teile  und  bezeichnen  ihre  gegenseitige  Grenze 
als  Grenzgebilde  erster  Ordnung.  Wenn  das  Grenzgebilde  wieder 
teilbar  ist  und  irgend  zwei  Teile,  in  die  es  zerlegt  werden  kann, 
eine  gegenseitige  Grenze  haben,  so  möge  die  neue  Grenze  ein 
Grenzgebilde  zweiter  Ordnung  genannt  werden.  In  gleicher 
Weise  gehen  wir  weiter,  bis  wir  zum  unteilbaren  Grenzgebilde 
gelangen.  Für  den  Raum  im  wahren  Sinne  ist  das  Grenzgebilde 
erster  Ordnung  die  Fläche,  das  Grenzgebilde  zweiter  Ordnung 
die  Linie  und  die  Grenze  dritter  Ordnung  der  Punkt.  Nun  könnte 
man  fragen:  Läfst  sich  der  Teilung  ein  Gebilde  zu  Grunde  legen, 
für  das  der  angegebene  Prozefs  niemals  zum  unteilbaren  Grenzgebilde 
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führt,  wie  oft  er  auch  wiederholt  wird?  Indessen  soll  uns  diese 
Frage  nicht  beschäftigen;  wir  fragen  nur,  ob  das  Grenzgebilde 
n^r  Ordnung  unteilbar  ist,  wo  n  nicht  gleich  drei  angenommen 
wird,  sondern  irgend  eine  andere  ganze  Zahl  sein  soll. 

Jetzt  betrachten  wir  wieder  die  Gesamtheit  der  Wertsysteme, 
die  durch  n  variabele  Gröfsen  Xi ,  X2  . . .  Xn  gebildet  werden  können. 
Ihre  Mannigfaltigkeit  kann  in  der  verschiedensten  Weise  so  in 
zwei  Klassen  zerlegt  werden,  dafs  die  beiden  Klassen  eine  gegen- 
seitige Grenze  besitzen.  Dadurch  gelangt  man  zum  Grenzgebilde 
erster  Ordnung,  das  wieder  zerlegt  werden  kann.  Führt  man 
diesen  Prozefs  weiter  aus,  so  wird  das  Grenzgebilde  n^  Ordnung 
ein  einzelnes  Wertsystem,  also  unteilbar  sein.  Man  kann  sich 
auch  von  vornherein  auf  einen  stetigen  endlichen  Bereich  be- 
schränken; so  kann  man  nur  diejenigen  Wertsysteme  betrachten, 
für  welche  alle  Variabein  positiv  und  kleiner  als  eins  sind;  oder 
man  setzt  fest,  dafs  für  die  zu  betrachtenden  Wertsysteme  der 
Wert  des  Ausdrucks  Xi  *  -f-  X2  ^  -f- . . .  -j-  Xn*  eine  gegebene  Gröfse 
a*  nicht  übersteigt.  Die  Wertsysteme  eines  solchen  Bereiches 
teile  man  in  zwei  Klassen;  dann  giebt  es  Wertsysteme,  die  je 
nach  der  getroffenen  Festsetzung  beiden  Klassen  zugleich  ange- 
hören oder  von  beiden  Klassen  auszuschliefsen  sind;  ihre  Gesamt- 
heit bildet  das  Grenzgebilde  erster  Ordnung.  Dieses  Gebilde  kann 
man  wieder  teilen  und  dann  den  Prozefs  wiederholen,  bis  man 
nach  n- maliger  Teilung  zu  einzelnen  Wertsystemen  gelangt. 

Indessen  sind  die  analytischen  Mannigfaltigkeiten  durchaus 
nicht  die  einzigen  Gebilde,  mit  denen  der  angegebene  Prozefs 
durchgeführt  werden  kann;  der  Raum  selbst  bietet  Beispiele,  für 
die  die  oben  angegebene  Zahl  n  sowohl  gröfser  wie  kleiner  als 
drei  ist.  Jede  Fläche  kann  geteilt  werden;  für  sie  ist  das  Grenz- 
gebilde erster  Ordnung  eine  Linie,  das  Grenzgebilde  zweiter 
Ordnung  unteilbar.  Nach  Plückers  Vorgange  darf  man  aber  irgend 
ein  Raumgebilde  als  Element  auffassen;  schon  sehr  früh  führte 
er  die  Ebene  und  in  seinem  letzten  grofsen  Werke  die  gerade 
Linie  als  Raumelement  ein.  Betrachten  wir  aber  die  Gesamtheit 
der  Geraden  des  Raumes,  so  wird  erst  das  Grenzgebilde  vierter 
Ordnung  unteilbar.  Wir  betrachten  z.  B.  eine  Gerade  als  der 
einen  oder  andern  Klasse  angehörig,  je  nachdem  ihr  Abstand  von 
einem  festen  Punkte  gröfser  oder  kleiner  ist  als  eine  bestimmte 
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Länge.  Dann  wird  das  Grenzgebilde  erster  Ordnung  durch  die 
Tangenten  an  eine  Kugel  gebildet.  Diese  Tangenten  zerlegen 
>\ür  wieder  in  zwei  Gruppen,  etwa  durch  die  Festsetzung,  dafs 
die  Geraden  der  einen  Gruppe  innerhalb  und  die  der  andern 
außerhalb  eines  gewissen  Kreises  berühren  sollen.  Hiernach 
besteht  das  Grenzgebilde  zweiter  Ordnung  aus  denjenigen  Tan- 
genten, deren  Berührungspunkte  der  gewählten  Kreislinie  ange- 
hören. Nun  läfst  sich  der  Kreis  in  zwei  Teile  zerlegen;  man 
kann  also  zwischen  den  Tangenten  unterscheiden,  die  den  einen 
oder  andern  Teil  treffen.  Dadurch  erhalten  wir  zwei  Grenzge- 
bilde dritter  Ordnung,  von  denen  jedes  aus  einem  Büschel  von 
Geraden  besteht.  Erst  die  vierte  Teilung,  die  des  Büschels,  fühn 
zu  einzelnen  Geraden. 

Ebenso  bietet  die  Gesamtheit  der  Kugeln  des  Raumes,  sowie 
die  der  in  parallelen  Ebenen  gelegenen  Kreise  jedesmal  eine 
vierfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  während  für  die  Gesamtheit 
aller  Kreise  des  Raumes  der  Teilungsprozefs  nach  der  angegebenen 
Regel  sechsmal  ausgeführt  w^erden  mufs,  ehe  er  zum  unteilbaren 
Gebilde  führt. 

Indessen  so  wichtig  eine  derartige  Auffassung  für  manche 
Untersuchungen  ist,  im  allgemeinen  dürfte  es  für  die  Theorie  am 
geeignetsten  sein,  n  variabele  Gröfsen  zu  Grunde  zu  legen.  Selbst 
bei  einem  solchen  Ausgange  ist  es  in  manchen  Fällen  gestattet 
oder  sogar  geboten,  den  Punkt  im  uneigentlichen  Sinne  von  dem 
Wertsysteme  noch  in  etwa  zu  unterscheiden.  Es  kann  nämlich 
vorkommen,  dafs  man  in  den  hergeleiteten  Sätzen  verschiedene 
Wertsysteme  als  identisch  auffassen  oder  umgekehrt  bei  demselben 
Wertsysteme  noch  den  (analytischen)  Weg  beachten  mufs,  auf 
dem  man  von  einem  gegebenen  Wertsysteme  aus  zu  ihm  gelangt. 
Eine  derartige  Forderung  wird  durch  die  Analysis  selbst  gestellt. 
Denn  wie  bereits  früher  (S.  210)  erwähnt  wurde,  besteht  die 
analytische  Behandlung  darin,  die  einzelnen  Wertsysteme  mit 
einander  in  Beziehung  zu  setzen.  Bei  diesem  Prozefs  kann  es 
aber  vorkommen,  dafs  man  verschiedene  Wertsysteme  als  identisch 
auffassen  oder  an  demselben  Wertsysteme  noch  Unterschiede  an- 
bringen mufs ,  wenn  man  jener  Zuordnung  der  Wertsysteme 
zu  einander  die  Eigenschaften  der  geometrischen  Kongruenz 
(Deckung)  beilegen  will.     Auch  müssen  die  Sätze,  zu  denen  man 
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gelangt,  doch  von  den  benutzten  Variabein  unabhängig  sein;  bei 
der  Einführung  neuer  Gröfeen  wird  aber  die  eindeutige  Beziehung 
im  allgemeinen  nicht  für  das  ganze  Gebiet  bestehen.  Definieren 
wir  n  von  einander  unabhängige  Gröfsen  yi  . . .  yn  als  Funktionen 
von  X|  . . .  Xn,  so  müssen  die  Wertsysteme  der  (yi  . . .  yo)  denen 
der  (xi  . . .  Xn)  so  lange  eindeutig  entsprechen,  als  man  in  einem 
gewissen  endlichen  Gebiete  bleibt ;  aber  bei  der  Erweiterung  des 
Gebietes  ist  es  möglich,  dafs  zu  demselben  Wertsysteme  (xi  ...Xn) 
verschiedene  Wertsysteme  (}'i  . . .  yn)  gehören.  Führen  wir  z.  B. 
an  Stelle  der  Variabein  Xi  und  x^  die  Gröfsen  vi  und  v«  durch 
die  Gleichungen  ein: 

xi  =  yi  cosyg,  x»  =  yi  siny,, 

so  entsprechen  jedem  Wertsysteme  (xi,  X2)  unendlich  viele  Wert- 
systeme (yi,  y«). 

Demnach  dürfte  es  angebracht  sein,  die  Untersuchung  zunächst 
auf  ein  endliches  Gebiet  von  Wertsystemen  zu  beschränken  und 
für  die  Erweiterung  die  Frage  zu  stellen:  Ist  es  geboten  oder 
auch  nur  gestattet,  verschiedene  Wertsysteme  als  identisch  auf- 
zufassen oder  bei  demselben  Wertsysteme  noch  eine  Verschieden- 
heit anzunehmen,  wofern  für  jedes  endliche  Gebiet,  das  gewisse 
Grenzen  nicht  überschreitet,  dieselben  Sätze  gelten  sollen,  die 
für  das  zuerst  gewählte  Gebiet  gewonnen  sind?  In  dem  hier 
entwickelten  Sinne  werden  zuweilen  demselben  Punkte  verschie- 
dene Wertsysteme  und  in  andern  Fällen  demselben  Wertsysteme 
verschiedene  Punkte  zugeordnet. 

Beispiele  ergeben  sich  bereits  durch  die  vorangehenden  Ent- 
wicklungen. So  hätte  es  nahe  gelegen,  die  projektive  Geometrie 
des  n-dimensionalen  Raumes  unter  Anwendung  von  n  von  ein- 
ander unabhängigen  Gröfsen  yi  . . .  yn  zu  behandeln.  Thut  man 
das  und  benutzt  die  einfachsten  Variabein,  nämlich  diejenigen, 
für  welche  sich  die  Beziehung  der  Wertsysteme  zu  einander  durch 
gebrochene  lineare  Funktionen  darstellt,  so  ist  man  genötigt,  die 
unendlich  gröfsen  Werte  der  Variabein  ebenso  zu  behandeln,  wie 
die  endlichen  Werte,  und  dem  Wertsystem  yi  =  yj  =  . . .  =  yn 
=  CO  eine  (n — l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  zuzuordnen. 
Diese  Erw^ägung  hat  darauf  geführt,  n  +  1  Variabele  xo,  Xi  ...Xq 
durch  die  Gleichungen: 

17* 
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Xi  Xn 

Xo  Xo 

einzufuhren  und  die  Verbältnisse  der  Gröfsen  xo ,  Xj  . . .  Xn  der 
Untersuchung  zu  Grunde  zu  legen.  Für  eine  dreidimensionale 
elliptische  Raumform  bestimmten  wir  in  I  §  21  (S.  71)  die  Lage 
eines  jeden  Punktes  durch  vier  Gröfsen  p,  x,  y,  z,  zwischen 
denen  eine  gewisse  Beziehung  festgestellt  wurde;  hierbei  müssen 
wir  in  der  Kleinschen  Raumform  den  beiden  Wertsystemen 
(p,  X,  y,  z)  und  ( — p,  — x,  — y,  — z)  denselben  Punkt  zu- 
ordnen. Andererseits  ist  die  Lage  eines  Punktes  durch  die  Ver- 
hältnisse der  vier  Gröfsen  p,  x,  y,  z  bestimmt ;  dabei  entsprechen 
im  Riemannschen  Räume  jedem  System  der  Verhältnisse  zwei 
verschiedene  Punkte. 

Hiernach  ist  es  klar,  was  wir  unter  dem  Räume  im  allge- 
meinsten Sinne  zu  verstehen  haben.  Es  sei  möglich,  irgend  eine 
Mannigfaltigkeit  in  zwei  Teile  zu  zerlegen,  die  eine  gegenseitige 
Grenze  haben ;  dieser  Prozefs  lasse  sich  wiederholen,  bis  er  nach 
n-maliger  Ausfuhrung  das  unteilbare  Gebilde,  das  Element,  liefert. 
Für  diese  Mannigfaltigkeit  soll  ein  Gesetz  bestehen,  nach  welchem 
die  einzelnen  Elemente  auf  andere  Elemente  bezogen  werden 
können.  Jedes  System  von  Begriffen  und  Urteilen,  das  sich  auf 
einer  solchen  Grundlage  aufbauen  läfst,  soll  eine  Raumform  im 
allgemeinen  Sinne  genannt  werden. 

Wenngleich  diese  Nomenklatur  zum  mindesten  recht  geeignet 
ist,  Sätze  der  Analysis  bequem  auszusprechen,  wenn  sie  sogar 
aus  Gründen,  die  wir  später  entwickeln  werden,  geradezu  geboten 
erscheint,  so  ist  sie  doch  nicht  frei  von  Bedenken,  da  dieselben 
Worte  in  einem  ganz  verschiedenen  Sinne  gebraucht  werden. 
Nun  ergiebt  sich  der  Sinn,  der  mit  den  Worten:  Punkt,  Grenz- 
gebilde u.  s.  w.  verbunden  werden  soll,  unmittelbar,  sobald  man 
weifs,  in  welchem  Sinne  das  Wort  Raum  gebraucht  wird.  Natürlich 
geht  in  den  meisten  Fällen  aus  dem  Zusammenhang  deutlich 
hervor,  ob  man  dies  Wort  seiner  wahren  Bedeutung  nach  oder 
in  uneigentlichem  Sinne  benutzt.  Wo  das  nicht  der  Fall  ist, 
wird  es  gestattet  sein,  den  »Erfahrungsraum«  in  Gegensatz  zu 
einem  uneigentlichen  Räume  zu  stellen,  ohne  dafs  durch  dies 
Wort  über  die  Theorie  des  Raumes  in  philosophischer  Hinsicht 
geurteilt  werden  soll. 
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Die  eigentliche  Geometrie  gebraucht  aufser  der  Teilung  noch 
weitere  Voraussetzungen,  die  wir  bisher  allerdings  einer  Prüfung 
noch  nicht  haben  unterziehen  können,  von  denen  man  aber  un- 
mittelbar ersieht,  dafis  sie  keineswegs  aus  dem  Begriff  der  Teilung 
hervorgehen.  Um  daher  diejenigen  Raumformen  zu  erhalten, 
welche  in  den  letzten  Paragraphen  als  analytische  Mannigfaltig- 
keiten behandelt  Avorden  sind,  müssen  wir  auch  für  den  n-dimen- 
sionalen  Raum  besondere  Voraussetzungen  machen.  Natürlich 
kann  hier  nicht  der  Ort  sein,  sie  auf  ihre  geringste  Zahl  zurück- 
zufuhren; es  genügt  zu  zeigen,  dafs  wir  bei  ihrer  Aufstellung 
nicht  auf  die  Analysis  angewiesen  sind. 

Um  z.  B.  für  die  projektive  Geometrie,  wie  sie  in  §  7  ent- 
wickelt ist,  eine  Grundlage  zu  gewinnen,  machen  wir  folgende 
Annahmen : 

In  einem  n-dimensionalen  Räume  giebt  es  ein  System  von 
Linien,  Flächen,  drei-  bis  (n — l)-dimensionalen  Gebilden  Ei,  Et> 
Es  . . .  En-i  von  folgender  Eigenschaft :  Durch  irgend  zwei  Punkte 
geht  eine  und  nur  eine  einzige  Linie  Ei  des  Systems;  durch  jede 
Linie  Ei  des  Systems  und  einen  ihr  nicht  angehörenden  Punkt 
läfst  sich  eine  einzige  Fläche  E^  des  Systems  legen;  dieser  Prozefs 
soll  fortgesetzt  werden  können ,  so  dafs  durch  jedes  /i  -  dimen- 
sionale  Gebilde  E^  des  Systems  und  einen  nicht  in  ihm  gelegenen 
Punkt  ein  einziges  (iM4-l)-fach  ausgedehntes  Gebilde  E^^-i  des 
Systems  geht,  wo  wir  unter  ,u  jede  Zahl  zu  verstehen  haben,  die 
kleiner  ist  als  n  —  L  Nun  werden  die  Punkte  so  auf  einander 
bezogen,  dafs  die  sämtlichen  Systeme  von  Gebilden  ungeändert 
bleiben;  es  soll  also  für  jedes  /*  jede  E^  wieder  in  eine  E^  über- 
sehen. Von  diesen  Voraussetzungen  aus  kann  man,  ähnlich  wie 
im  zweiten  Abschnitt  für  n  =  2  und  n  ==  3,  jür  jedes  beliebige  n 
diejenigen  Koordinaten  entwickeln,  von  denen  wir  in  §  7  aus- 
gegangen sind.  Man  kann  aber  auch  durch  Beschränkungen,  wie 
sie  in  n  §  11  (S.  157  ff.)  angegeben  sind,  von  der  Projektivität 
zur  Metrik  gelangen. 

Ein  anderes  System  von  Voraussetzungen,  das  sich  in  §  8 
durch  Rechnung  aus  einer  einfachen  analytischen  Festsetzung 
ergeben  hatte,  wurde  im  Beginn  von  §  11  aufgestellt.  Diese 
Annahmen  entsprechen  ganz  den  von  Euklid  gemachten.  Auch 
haben  wir  hieraus  bereits  in  den  §§11  und  13  für  eine  beliebige 
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Zahl  und  in  §  12  für  die  Vierzahl  der  Dimensionen  weitere  Fol- 
gerungen gezogen  auf  einem  Wege,  der  ganz  mit  dem  in  der 
Geometrie  gebräuchlichen  übereinstimmt. 

Um  jedoch  die  nicht-euklidischen  Raumformen  einzuschliefsen, 
ersetzen  wir  die  letzte  Voraussetzung  des  §  11  (S.  218)  durcli 
die  folgende: 

In  einem  allseitig  begrenzten  Bereich  einer  jeden  dreidimen- 
sionalen Ebene  bestehen  die  Gesetze,  welche  Euklid  für  den 
Raum  voraussetzt,  natürlich  mit  Ausschluis  der  Unendlichkeit  der 
Geraden  und  des  Parallel-Axioms. 

Hier  wird  also  die  Existenz  der  Geraden  und  der  Ebenen 
von  zwei  bis  n  —  1  Dimensionen  ebenso  vorausgesetzt,  wie  in 
der  allgemeinen  Projektivität,  und  die  neu  hinzukommende  An- 
nahme ermöglicht  den  Übergang  zur  Metrik.  Übrigens  kann  man 
die  letzte  Voraussetzung  durch  das  Postulat  des  Kreises  ersetzen, 
oder  man  kann  für  gerade  Strecken  den  Begriff  der  Gleichheit 
postulieren  und  annehmen,  die  Endpunkte  gleicher  Strecken,  die 
in  einer  zweidimensionalen  Ebene  von  einem  Punkte  ausgehen, 
lägen  in  einer  geschlossenen  Linie. 

In  diesen  Voraussetzungen  tritt  die  Beziehung  zur  Analysis 
ganz  zurück.  Es  erübrigt  jetzt  also  nur  noch,  die  anal}-tischen 
Gesetze  herzuleiten,  von  denen  wir  in  §  8  für  einen  euklidischen 
und  in  §  1»  für  einen  nicht-euklidischen  Raum  ausgegangen  sind. 

Dabei  gebraucht  man  diejenigen  Formeln,  die  in  den  §§  24 
und  25  des  ersten  Abschnitts  (S.  80  ff.)  und  auf  anderem  Wege 
im  zweiten  Abschnitt  hergeleitet  sind.  Wie  wir  dort  gezeigt 
haben,  gelten  tur  das  Dreikant  stets  die  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie,  während  die  Beziehung  zwischen  den  Seiten  und 
Winkeln  eines  ebenen  Dreiecks  durch  drei  verschiedene  Formel- 
systeme angegeben  wird,  die  man  durch  Einfuhrung  einer  gewissen 
Konstanten  k*  einheitlich  darstellen  kann. 

Zudem  bedarf  man  einige  wenige  von  den  in  §  11  bewie- 
senen Sätzen,  namentlich  diejenigen,  durch  welche  der  Winkel 
bestimmt  wird,  den  eine  Gerade  mit  einer  (n  —  l)-dimensionalen 
Ebene  bildet  oder  unter  dem  zwei  derartige  Ebenen  zu  einander 
geneigt  sind.  Nur  ist  es  notwendig,  diese  Sätze  ohne  Anwehdung 
der  Parallelentheorie  zu  beweisen. 


Der  mehrdimensionale  Raum.  2(>3 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  nicht  schwer,  eine  ana- 
lytische Theorie  der  so  definierten  Raumformen  zu  begründen. 
Man  lege  durch  einen  festen  Punkt  O  n  auf  einander  senkrecht 
stehende  (n — l)-dimensionale  Ebenen  E\  E*...E".  Auf  diese 
Ebenen  seien  von  zwei  beliebigen  Punkten  P  und  P'  des  Raumes 
Senkrechte  gefällt;  die  n  vom  Punkte  P  ausgehenden  Senkrechten 
seien  mit  ai,  at...an  bezeichnet,  während  vom  Punkte  P'  die 
Senkrechten  ai',  ax'...an'  ausgehen  mögen.  Der  Winkel,  den 
zwei  von  demselben  Punkte  ausgehende  Gerade  mit  einander 
bilden,  möge  durch  Nebeneinanderstellen  der  Linien  bezeichnet 
werden.  Die  Längen  OP  und  OP'  seien  1  und  1'  und  der  Winkel 
(ir)  sei  gleich  ^.  Die  Ebenen  E^  E'...E"  haben  eine  Gerade 
g  gemeinschaftlich;  der  Neigungswinkel  der  zweidimensionalen 
Ebenen  (gl)  und  (gl')  sei  (fx ,  und  die  von  P  und  P'  auf  die 
Gerade  g  gefällten  Senkrechten  mögen  mit  K  und  li '  bezeichnet 
werden.     Dann  gilt  die  Beziehung: 

cos  (f  =  cos  (lg)  cos  (lg)  +  sin  (lg)  sin  (lg')  cos  ^i . 

Da  die  Geraden  g  und  ai  auf  der  Ebene  E*  senkrecht  stehen 
und  deshalb  in  einer  zweidimensionalen  Ebene  liegen,  so  ist  der 
Winkel  (lg)  das  Komplement  des  Neigungswinkels  der  Geraden 
1  gegen  die  Ebene  E*;  somit  ist  unter  Benutzung  der  früher  ein- 
geführten Gröfee  k*: 

sin   ^  cos  (ig)  =  sin  ^*  • 

Hiemach  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  die  Form  an: 

11'  '11' 

sin  r  sin  r  cos  ff  =  sin  .J  sin    /^  +  sin  J  sin  t-  cos  <fi . 

Eine  durch  li  und  g  gelegte  zweidimensionale  Ebene  schneidet 
die  E*  in  einer  Geraden,  die  auf  g  senkrecht  steht.  Auf  der- 
selben begrenze  man  ein  Stück  OPi  =li  und  bezeichne  es  der 
Gröfse  und  Lage  nach  durch  Ai .  Dann  sind  die  von  P|  auf  die 
Ebenen  E*,  E*...E"-*  gefällten  Senkrechten  gleich  den  ent- 
sprechenden von  P  gefällten  Senkrechten,  also  gleich  a«,  a3...a„. 
Ebenso  bestimme  man  in  der  Schnittlinie  von  E*  mit  der  durch 
g  und  li'  gelegten  zweidimensionalen  Ebene  einen  Punkt  Pi'  so 
dafs  die  Strecke  OP| ',  die  mit  A| '  bezeichnet  werden  möge,  gleich 
1/  ist.  Dann  sind  die  Abstände  des  Punktes  Pi '  von  den  Ebenen 
E*,    E'...E"   der   Reihe    nach   gleich    aj',  aj'.-.an,  und   die 
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Geraden  /i  und  Xi'  bilden  den  Winkel  tfi  mit  einander.  In 
der  Ebene  Ei  schneiden  sich  die  Ebenen  E*...E°  in  einer  Ge- 
raden gl .  Indem  man  auf  das  durch  die  Geraden  gi ,  Aj  und  Ai ' 
bestimmte  Dreikant  den  Cosinussatz  anwendet,  die  von  Pi  und 
Pi'  auf  gl  gefällten  Senkrechten  mit  1*  und  1^',  und  den  von  den 
Ebenen  (gi  Xi )  und  (gi  /i ')  gebildeten  Winkel  mit  ^j  bezeichnet, 
erhält  man  auf  dem  oben  angegebenen  Wege  die  Relation: 

li    .    li  .    a«   .    a^i    ,     .    l«   .    1« 

sm  ^  sm  r  cos  yi  =  sm  .  sm  -.-  +  sm  r  sm  r-  cos  (pi. 

Nun  lassen  sich  in  der  Schnittebene  von  E^  und  E*  von  O 

aus  zwei  Strecken  OP^  und  OPj'  gleich  1«  und  1^'  abtragen,  die 

mit  einander  den  Winkel  (f^   bilden  und  deren   Endpunkte   P^ 

und  Pj'  von  den  Ebenen  E*...E"   die  Abstände  a3...an,  bez. 

1  L' 

a8'...an'  haben.     Dann  drücken  wir  das  Produkt    sin   r^  sin  ,'- 

k  k 

cos  ^2  in  entsprechender  Weise  aus  und  gelangen,    indem  wir 

auf  demselben  Wege  fortfahren,  schliefslich  zu  der  Gleichung: 

11» . 
.1  .    ai   .    ai  *       .    a^  .    a^   ,        .    •  ^n  •    ^n 

{^1)  smrsmrCOsy=-=sm ,   sm^:  +sm  .  sm  v--|-...H-smT:sm-,  . 

Diese  Beziehung  mufs  noch   bestehen,   wenn   die  Punkte  P 
und  P'  zusammenfallen,  oder  es  mufs  sein: 

(2)  sin  *,=  sin  *  ^-  +  sin  *' *  -j-  . .  .  -f  sin  *' "  • 

Um   jetzt  die  Koordinaten   eines  Punktes  P  zu   bestimmen, 
setze  man: 

(3j  cos  |-  =  Xo,  k  sin  .-  =Xi  ...  ksin   "=:Xn. 

Dann  folgt  aus  der  Gleichung  (2): 

(4)  k»Xo*+Xi«-f  ...  +  x„«  =  k«. 

Indem  man  dieselbe  Festsetzung  für  den  Punkt  P'  trifft  und 

die  Entfernung  e  der  beiden  Punkte  P  und  P'  durch  die  Gleichung 

klarstellt: 

e  l        1'        .    1    .    1 

cos .  =  cos  y;  cos  .;  +  sm  r  sm ,    cos  c/, 

erhält  man  unter  Benutzung  der  Gleichungen  (2)  und  (8)  die 
Beziehung: 

(5)    k*  cos  ^=  k^XoXo    +XiXi '  +  ..  .  +  XnXn'. 
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Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  sind  es,  von  denen  wir  in 
§  9  ausgegangen  sind.  Für  ein  unendlich  grofses  k*  wird  Xo  =  l, 
Xi  ==i=ai  ...Xn=an,  und  die  Gleichung  (5)  geht  unter  Berück- 
sichtigung von  (2)  über  in: 

(G)  e«  =  (x|-x,  )*  +  ...  (x„-xn')^ 
wir  erhalten  also  diejenige  Beziehung,  die  wir  in  §  8  zu  Grunde 
gelegt  haben. 

§  1.^. 
Büokbliok. 

Die  Untersuchungen  dieses  Abschnitts  sind  nach  zwei  Rich- 
tungen hin  von  Wichtigkeit.  Einmal  geben  sie  den  Weg  an, 
der  zu  den  Grenzgebilden  fuhrt,  und  weisen  darauf  hin,  dafs  zu 
diesem  Zwecke  die  Teilung  benutzt  werden  mufs.  Da  unsere 
Untersuchungen  hierüber  jedoch  noch  nicht  zum  Abschlufs  gebracht 
werden  konnten,  wenden  wir  uns  dem  zweiten  Resultat  zu,  das 
uns  der  vorliegende  Abschnitt  gelehrt  hat,  und  das  in  dem  Nach- 
weis gipfelt,  dafs  die  niTehrdimensionale  Geometrie,  obwohl  sie 
der  Erfahrung  widerstreitet,  begrifflich  als  möglich  bezeichnet 
werden  mufs. 

Zum  mehrdimensionalen  Räume  kann  man  auf  verschiedenen 
Wegen  gelangen.  Grafsmanns  Ausdehnungslehre  will  eine  Wissen- 
schaft darstellen,  in  welcher  die  Geometrie  als  besonderer  Zweig 
enthalten  ist  und  in  der  die  Lehrsätze  nicht  jenen  Schranken 
unterliegen,  die  der  Raum  durch  die  Dreizahl  der  Dimensionen 
steckt.  Das  Ziel  soll  dadurch  erreicht  werden,  dafs  unabhängig 
von  der  Erfahrung  gewisse  allgemeine  Begriffe  gebildet  werden, 
mit  denen  ganz  wie  mit  den  Begriffen  der  Geometrie  operiert 
werden  kann.  Diese  Theorie  ist  lange  unbeachtet  geblieben  und 
hat  daher  nicht  jenen  Einflufs  ausgeübt,  der  ihrer  Bedeutung  ent- 
spricht. Dagegen  hat  die  Analysis  allmähHch  zur  mehrdimensio- 
nalen Geometrie  gedrängt.  Anal)^ische  Probleme,  die  für  zwei 
oder  drei  Variabele  durch  die  Geometrie  gestellt  werden,  müssen 
auf  eine  gröfsere  Zahl  von  veränderlichen  Gröfsen  übertragen 
werden  (§  0).  Benutzt  man  hierbei  die  Sprache  der  Geometrie 
als  bequemen  Ausdruck  für  Gesetze  der  Analysis,  so  tritt  eine 
merkwürdige  Übereinstimmung  in  den  Resultaten  zu  Tage;  man 
spricht  Gesetze  der  Analysis  genau  so  aus,  wie  Sätze  der  Geometrie 


266  Dritter  Abschnitt.    $  14- 

(§  7 — 10).  Diese  Ähnlichkeit  in  den  Ergebnissen  kann  auch  in 
der  Beweisführung  herbeigeführt  werden  (§  11 — 13):  man  legt 
analytische  Mannigfaltigkeiten  zu  Grunde,  leitet  aus  einer  ein- 
fachen Voraussetzung  durch  Rechnung  Folgerungen  her,  die  be- 
kannten geometrischen  Sätzen  entsprechen,  und  kann  jetzt  ein 
Beweisverfahren  einschlagen,  das  voll  und  ganz  mit  der  Methode 
der  Geometrie  übereinstimmt.  So  ist  man  einer  Wissenschaft 
immer  näher  gekommen,  die  in  übertragenem  Sinne  als  Raum- 
lehre bezeichnet  werden  kann.  Es  fragt  sich  nur,  ob  man  sich 
nicht  auch  davon  unabhängig  machen  kann,  dafs  der  Gegenstand 
der  Untersuchung  und  die  Grundlagen,  auf  denen  der  Weiterbau 
möglich  ist,  durch  die  Analysis  gegeben  werden.  Diese  Frage 
haben  wir  in  §  14  einer  vorläufigen  Prüfung  unterzogen  und  sind 
einer  rein  geometrischen  Grundlage  wenigstens  näher  gekommen. 
Umgekehrt  haben  wir  von  gewissen  geometrischen  Sätzen  aus 
analytische  Formeln  hergeleitet,  vermittelst  deren  die  Theorie  der 
mehrdimensionalen  Raumformen  entwickelt  werden  kann.  Hiernach 
liefert  die  Durchführung  eines  einfacheti  analytischen  Prozesses 
alle  Sätze  des  mehrdimensionalen  Raumes;  ein  innerer  Wider- 
spruch ist  also  vollständig  ausgeschlossen. 

Natürlich  kann  es  nicht  fehlen,  dafs  manche  Sätze  des  drei- 
dimensionalen Raumes  bei  ihrer  Übertragung  auf  eine  gröfsere 
Zahl  von  Dimensionen  wesentliche  Veränderungen  erleiden;  aber 
eine  blofse  Abweichung  von  bekannten  Sätzen  darf  nicht  als  ein 
Beweis  für  die  Unmöglichkeit  einer  mehrdimensionalen  Geometrie 
angesehen  werden.  Auch  die  Geometrie  von  zwei  Dimensionen 
ist  in  mancher  Hinsicht  von  der  des  dreidimensionalen  Raumes 
wesentlich  verschieden;  ich  erinnere  nur  daran,  dafs  regelmäfsige 
Polygone  von  jeder  Seitenzahl  existieren,  während  die  regelmäfsigeii 
Körper  nur  in  beschränkter  Anzahl  möglich  sind.  Es  ist  also 
nicht  gestattet  zu  verlangen,  dafs  die  geometrischen  Lehren  für 
jede  Zahl  von  Dimensionen  ungeändert  bleiben.  ^^) 

Von  mancher  Seite  ist  grofses  Gewicht  auf  die  Thatsacbc 
gelegt  worden,  dafs  durch  den  Erfahrungsraum  selbst  mehrdimen- 
sionale Mannigfaltigkeiten  geliefert  werden,  wofern  man  nicht 
den  Punkt,  sondern  gewisse  andere  Gebilde  als  Elemente  be- 
trachtet. Wie  mir  scheint,  ist  die  Bedeutung  dieses  Umstandes 
jedoch  vielfach  überschätzt  worden.     Wenn  man  z.  B.  geglaubt 
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hat,  jeden  andern  Zugang  zur  mehrdimensionalen  Geometrie  ent- 
behren zu  können,  so  mufs  eine  solche  Ansicht  als  unrichtig  be- 
zeichnet werden.  Nur  so  lange  es  sich  um  die  Teilung  und  um 
die  Erzeugung  der  Grenzgebilde  handelt,  genügen  die  Mannig- 
faltigkeiten der  bezeichneten  Art.  Sobald  es  sich  aber  um  die 
Art  und  Weise  handelt,  nach  der  die  Elemente  auf  einander  be- 
zogen werden  sollen,  treten  meistens  Besonderheiten  ein,  durch 
welche  die  weiteren,  für  den  Aufbau  unentbehrlichen  Voraus- 
setzungen wesentlich  beeinflufst  werden.  Nimmt  man  z.  B.  die 
gerade  Linie  als  Raumelement,  so  gelangen  wir  allerdings  zu 
einer  vierfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit;  aber  durch  das  ein- 
zehie  Element  ist  bereits  ein  dreidimensionales  Gebilde  bestimmt, 
nämlich  die  Gesamtheit  aller  geraden  Linien,  die  von  der  gege- 
benen Linie  geschnitten  werden.  Will  man  also  die  geraden 
Linien  des  Raumes  auf  einander  beziehen,  so  mufs  das  in  der 
Weise  geschehen,  dafs  auch  jedesmal  die  angegebenen  dreidimen- 
sionalen Gebilde  auf  einander  bezogen  werden.  In  ähnlicher 
Weise  bildet  die  Gesamtheit  der  Kreise  in  der  Ebene  eine  dreifach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit;  aber  sobald  ein  Kreis  gewählt  ist, 
wird  durch  ihn  auch  die  Gesamtheit  der  ihn  berührenden  Kreise, 
also  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  bestimmt;  zudem 
zer£illen  die  sämtlichen  Kreise  in  zwei  Gruppen  in  der  Art,  dafs 
die  Kreise  der  einen  Gruppe  den  gegebenen  Kreis  schneiden,  die 
der  andern  Gruppe  keinen  Punkt  mit  ihm  gemeinschaftlich  haben. 
Solche  Besonderheiten  werden  aber  fast  regelmäfsig  auftreten. 
Aus  diesem  Grunde  scheint  es  nicht  möglich  zu  sein,  den  vier- 
dimensionalen  euklidischen  Raum  dadurch  zu  versinnlichen,  dafs 
man  ein  Gebilde  des  Erfahrungsraumes  als  Element  einer  vierfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  wählt. 

Die  Dreizahl  der  Dimensionen  wird  durch  jede  Erfahrung 
bestätigt;  es  ist  deshalb  nicht  nötig,  zum  Beweise  mit  Kant  noch 
auf  Newtons  Gravitationsgesetz  hinzuweisen,  da,  wie  Benno  Erd- 
mann hervorhebt,  bei  dem  Versuche,  dies  Gesetz  als  notwendig 
nachzuweisen,  die  Gültigkeit  von  Sätzen  angenommen  werden 
mufs,  die  nicht  unbestreitbar  sind.  Dagegen  kann  die  Notwendig- 
keit dreier  Dimensionen  nicht  aus  dem  Begriffe  einer  Teilbarkeit, 
bei  der  die  Teile  in  Zusammenhang  mit  einander  stehen,  her- 
geleitet   werden.      Dies   Resultat,    das   aus   den   durchgeführten 
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Entwicklungen  hervorgeht ,  scheint  mir  von  aufserordentlicher 
Wichtigkeit  zu  sein.  Dagegen  glaube  ich  nicht  weiter  gehen  zu 
dürfen,  und  jeden  Versuch,  einen  mehrdimensionalen  Raum  als 
existierend  oder  auch  nur  als  mit  der  Erfahruug  vereinbar  hin- 
stellen zu  sollen,  glaube  ich  mit  Entschiedenheit  zurückweisen  zu 
müssen.  Es  sei  gestattet,  einen  Blick  auf  die  Gründe  zu  werfen, 
die  man  für  Vier-  oder  Mehrzahl  der  Dimensionen  glaubt  bei- 
bringen zu  können. 

Die  Art  und  Weise,  in  der  Herr  von  Helmholtz  die  Mög- 
lichkeit einer  grölseren  Zahl  von  Dimensionen  mit  unserer  An- 
schauung vereinigen  will,  ist  mir  trotz  redlichsten  Bemühens  nie 
klar  geworden;  ich  mufs  daher  davon  Abstand  nehmen,  seine 
Theorie  zu  besprechen. 

Auf  anderer  Seite  sagt  man:  Wenn  zwei  Körper  in  allen 
Gröfsenbeziehungen  übereinstimmen,  so  müssen  sie  auch  zur 
Deckung  gebracht  werden  können;  zwei  Körper,  die  zu  einer 
Ebene  s}'mmetrisch  liegen,  dürfen  trotz  einer  solchen  Überein- 
stimmung nicht  ab  kongruent  betrachtet  w*erden,  so  lange  man 
den  Raum  ab  dreidimensional  voraussetzt;  also  mufs  man  eine 
vierfache  Ausdehnung  des  Raumes  annehmen,  um  die  Deckung 
zu  ermöglichen.  Allerdings  mufs  man  einem  Teil  des  hier  aus- 
gesprochenen Gedankens  beistimmen.  Schon  wenn  zwei  Dreiecke 
in  den  Seiten  und  Winkeln  übereinstimmen  und  mit  einer  Seite 
in  derselben  Ebene  an  einander  liegen,  so  werden  sie,  wofern 
beide  ungleichseitig  sind,  nicht  zur  Deckung  gebracht  werden 
können  durch  eine  Bewegung,  bei  der  beide  in  der  Ebene  ver- 
bleiben; aber  die  Drehung  des  einen  Dreiecks  um  die  gemein- 
schaftliche Seite  genügt,  die  Deckung  herbeizuführen;  jedoch 
verläfst  hierbei  das  Dreieck  seine  Ebene  und  bewegt  sich  im  drei- 
dimensionalen Räume.  Ebenso  können  zwei  Gebilde  einer  drei- 
dimensionalen Ebene,  die  in  einem  vierfach  ausgedehnten  Räume 
liegen  und  in  allen  Gröfsenbeziehungen  übereinstimmen,  durch 
eine  Bewegung  in  diesem  Räume  stets  zur  Deckung  gebracht 
werden.  Wäre  also  der  Erfahrungsraum  eine  Ebene  in  einem 
mehrdimensionalen  Räume,  so  würde  für  unsem  Raum  der  Unter- 
schied zwischen  kongruenten  und  sog.  sx-mmetrischen  Körpern 
wegtallen.  Aber  damit  ist  wesentlich  nichts  gewonnen.  Denn 
jetzt  können  vierdimensionale  Gebilde  in  ihrer  Gestalt  und  Gröfse 
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übereinstimmen,  ohne  kongruent  zu  sein.  Wie  grofs  man  aucli 
die  Zalil  der  Dimensionen  anneiimen  mag,  niemals  wird  der 
Begriff  der  Kongruenz  identiscli  sein  mir  dem  Begriff  der  Über- 
einstimmung in  allen  Gröfsenbeziehungen ;  es  ist  also  gar  nicht 
gestattet,  die  Identität  der  beiden  Begriffe  zu  verlangen. 

Endlich  beruft  man  sich  auf  Experimente,  welche  angeblich 
gemacht  sind  und  welche  im  dreidimensionalen  Räume  nicht  aus- 
geführt werden  können,  während  sie  in  einem  Räume  von  mehr 
Dimensionen  ganz  einfacher  Natur  sind.  Die  erste  Aufgabe  besteht 
darin,  einen  Körper  aus  einem  allseitig  verschlossenen  Raum  zu 
entfernen,  ohne  dafs  der  Verschlufs  aufgehoben  wird.  Denken 
wir  z.  B.  ein  Schrotkorn  in  eine  Hohlkugel  eingeschlossen,  so 
soll  das  Korn  daraus  entfernt  werden,  ohne  dafs  eine  Öffnung 
in  die  Kugel  gemacht  wird.  Diese  Aufgabe  ist  im  dreidimen- 
sionalen Räume  nicht  löslich;  aber  die  Lösung  ist  ganz  einfach, 
wenn  die  Kugel  einem  vierdimensionalen  Räume  angehört.  Denn 
gleichwie  die  Kreislinie  wohl  zwei  Teile  einer  Ebene  von  ein- 
ander trennt,  aber  nicht  zwei  Raumteile  gegen  einander  abgrenzen 
kann,  so  ist  auch  die  zweidimensionale  Kugelfläche  nicht  die 
Grenze  für  Teile  eines  vierdimensionalen  Raumes.  Man  kann 
aus  dem  Innern  einer  Kreisfläche  in  das  Äufsere  gelangen,  wenn 
man  den  Weg  durch  den  Raum  wählt;  ebenso  müfste  man  aus 
dem  Innern  einer  Kugel  herauskommen  können,  wenn  der  Raum 
vierdimensional  wäre.  Genau  so  verhält  es  sich  mit  einer  zweiten 
Aufgabe:  In  einem  Faden  ist  ein  Knoten  angebracht  und  dann 
sind  die  Enden  fest  mit  einander  verbunden;  man  soll  den  Knoten 
lösen,  ohne  den  Faden  zu  zerreifsen.  Könnte  man  hierbei  einem 
Teil  des  Bandes  gestatten,  in  einen  vierdimensionalen  Raum  hin- 
überzugehen, so  würde  sich  bei  passender  Wahl  des  Teiles  und 
seiner  Bewegung  die  Aufgabe  lösen  lassen.  Nun  haben  einige 
geglaubt,  beide  Probleme  seien  in  der  That  mehrmals  gelöst 
worden;  deshalb  haben  sie  zur  Erklärung  die  Annahme  vorge- 
schlagen, der  Raum  sei  vierdimensional.  Aber  vorläufig  ist  es 
doch  gewifs  gestattet,  an  der  Richtigkeit  der  Angaben  zu  zweifeln ; 
jedenfalls  war  bei  den  betreffenden  Experimenten  ein  klarer  Ein- 
blick in  die  Vorbereitungen  und  in  den  ganzen  Verlauf  der 
Versuche  nicht  möglich,  und  schon  aus  diesem  Grunde  darf 
man  die   Versuche   nicht   zur   Grundlage   einer    neuen   Theorie 
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machen.  Da  diese  neue  Theorie  zudem  den  stärksten  Bedenken 
unterliegt,  ja  allen  Beobachtungen  direkt  widerspricht,  müssen  an 
die  zu  ihrer  Begründung  dienenden  Versuche  die  weitgehendsten 
Bedingungen  gestellt  werden,  und  so  lange  diese  Bedingungen 
nicht  voUstandig  erfüllt  sind,  mufs  man,  wenn  man  einen  Betrug 
nicht  annehmen  will,  die  Sache  ohne  Erklärung  auf  sich  be- 
ruhen lassen.**) 


"Vierter  Abschnitt. 

Me  Cllfford-Klelnschen  Baomfonneii. 


§1- 

Die  Geometrie  auf  den  abwickelbaren  Flächen  des 

eoklidlBChen  Baumes. 

Schon  im  sechsten  Paragraphen  des  ersten  Abschnittes  (S.  10) 
haben  wir  auf  die  sogenannten  abwickelbaren  Rächen  des  eu- 
klidischen Raumes  hingewiesen.  Wir  verstehen  darunter  diejenigen 
Flächen,  welche  durch  blofse  Biegung,  aber  ohne  Dehnung  und 
Kürzung  in  eine  Ebene  (oder  wenigstens  in  ein  ebenes  Hächen- 
stück)  umgewandelt  werden  können.  Bei  dieser  Operation  bleibt 
die  Länge  einer  jeden  Linie,  die  Gröfse  eines  jeden  Winkels  und 
jeder  Fläche  ungeändert.  Dabei  gehen  die  kürzesten  Linien  der 
Fläche  in  die  geraden  Linien  auf  der  Ebene  über;  wählt  man 
nämlich  auf  der  Fläche  zwei  Punkte  und  läfst  durch  sie  die 
kürzeste  Linie  und  beliebige  andere  Linien  begrenzt  sein,  so  be- 
halten alle  diese  Linien  beim  Abwickeln  ihre  Länge  bei;  somit 
verwandelt  sich  die  kürzeste  Linie  der  Fläche  in  die  kürzeste 
Linie  der  Ebene,  also  in  eine  Gerade. 

Wir  können  uns  auch  in  folgender  Weise  ausdrücken :  Eine 
Fläche  heifst  auf  eine  Ebene  abwickelbar,  w^enn  man  den  Punkten 
der  Fläche  die  Punkte  der  Ebene  so  zuordnen  kann,  dafs  jeder 
auf  der  Fläche  verlaufenden  Linie  eine  gleich  grofse  Linie  in  der 
Ebene  entspricht;  dann  werden,  wie  sich  leicht  zeigen  läfst, 
sowohl  entsprechende  Winkel  als  auch  entsprechende  Flächen 
jedesmal  gleich  grofs  sein. 

Wie  die  Mathematik  zeigt,  enthält  jede  abwickelbare  Fläche 
eine    Schar   von   geraden  Linien,    die   als  die  Erzeugenden  der 
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Flache  bezeichnet  werden  und  die  entweder  sämtlich  parallel  sind 
oder  sämtlich  durch  denselben  Punkt  gehen  oder  sämtlich  Tan- 
genten an  eine  Raumkur\-e  sind;  im  letzten  Falle  ist  die  Kurve 
eine  Rückkehrkante  der  Fläche.  Umgekehrt  bilden  die  Tangenten 
einer  jeden  Raumkur\* e  die  Erzeugenden  einer  developpabeln  Fläche. 

Der  Einfachheit  wegen  betrachten  wir  im  folgenden  haupt- 
sächlich diejenigen  abwickelbaren  Flächen,  deren  Erzeugende  ent- 
weder sämtlich  zu  einander  parallel  sind  oder  sich  in  demselben 
Punkte  schneiden.  Auch  legen  wir  zunächst  nur  spezielle  Gebilde 
zu  Grunde;  dabei  wählen  wir  zwei  Arten  mit  parallelen  Erzeu- 
genden, schieben  aber,  um  das  Wesen  der  Sache  deutlicher  hervor- 
treten zu  lassen,  zwischen  beide  Arten  gewisse  Kegel  ein.  Zur 
Erzeugung  der  ersten  An  legen  wir  eine  ebene  Kurve  zu  Grunde, 
die  ins  Unendliche  verläuft  und  weder  Doppel-  noch  Rückkehr- 
punkte besitzt;  längs  dieser  Kurve  lassen  wir  eine  Gerade,  die 
nicht  in  die  Ebene  der  Kurve  hineinfällt,  sich  so  bewegen,  dafs 
sie  stets  ihrer  Anfangslage  parallel  bleibt.  Speziell  errichten  wir 
in  den  Punkten  einer  Parabel  die  Senkrechten  auf  der  Ebene  der 
Kurve  und  betrachten  diejenige  Fläche,  welche  alle  diese  Senk- 
rechten enthält.  Die  zweite  Art  möge  die  Kegelflächen  um&ssen ; 
es  genügt  für  unsern  Zweck,  den  geraden  Kreiskegel  zu  betrachten. 
Um  ihn  zu  erhalten,  gehen  wir  von  einem  Kreise  aus,  errichten 
in  seinem  Mittelpunkte  die  Senkrechte  auf  der  Ebene  des  Kreises 
und  ziehen  von  einem  festen  Punkte  dieser  Senkrechten  die 
(beiderseits  verlängerten)  geraden  Linien  nach  den  Punkten  der 
Kreislinie.  Als  Typus  der  dritten  Art  wählen  wir  den  geraden 
Cylinder :  wir  betrachten  die  Gesamtheit  aller  Punkte,  welche  von 
einer  festen  Geraden  konstanten  Abstand  haben;  oder  wir  gehen 
von  zwei  parallelen  Geraden  aus  und  drehen  die  aus  ihnen  be- 
stehende Figxir  um  die  eine  Gerade.  Für  unsern  Zweck  verschlägt 
es  nicht,  die  Fläche  erzeugt  zu  denken  durch  eine  Schar  paralleler 
Geraden,  von  denen  jede  eine  einfach  geschlossene  ebene  Kurve 
(ohne  Punktsingularitäten)  schneidet. 

Bei  den  Flächen  der  ersten  Klasse  und  speziell  bei  der  oben 
angefühnen,  welche  aus  den  sämtlichen  in  den  Punkten  einer 
Parabel  auf  ihrer  Ebene  errichteten  Senkrechten  gebildet  wird, 
geht  durch  zv^ci  Punkte  immer  eine  einzige  kürzeste  (geodätische) 
Linie.     Jede  solche  Linie  geht  dadurch,  dafs  man  die  Fläche  auf 
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eine  Ebene  abwickelt,  in  eine  gerade  Linie  über;  sie  ist  selbst 
unendlich  und  stellt  die  kürzeste  Verbindung  zwischen  irgend 
zwei  in  ihr  gewählten  Punkten  dar.*  Zwei  geodätische  Linien 
haben,  soweit  man  sie  auch  verlängern  mag,  höchstens  einen 
einzigen  Punkt  gemeinschaftlich ;  durch  jeden  Punkt  geht  nur  eine 
einzige  kürzeste  Linie,  welche  von  einer  gegebenen  geodätischen 
Linie  bei  beliebiger  Verlängerung  nicht  geschnitten  wird.  Über- 
haupt entspricht  jedem  Satze  der  euklidischen  Ebene  ein  ganz 
bestimmter  Satz  für  eine  solche  Fläche;  wir  können  durch  eine 
leichte  Änderung  in  der  Bezeichnung  entsprechende  Sätze  auch 
vollständig  gleichlautend  machen.  Es  ändert  sich  also  nur  die 
Vorstellung,  welche  wir  mit  den  einzelnen  Sätzen  verbinden. 
Während  man  in  der  Ebene  auf  ganz  verschiedene  Weise  eine 
starre  Bewegung  ausführen  kann,  ist  es  nur  dadurch  möglich,  die 
Fläche  starr  in  sich  zu  bewegen,  dafs  man  sie  längs  ihrer  Erzeu- 
genden verschiebt;  will  man  aber  z.  B.  die  Fläche  bei  der  Ruhe 
eines  Punktes  in  sich  bewegen,  so  mufs  sie  fortwährend  in  geeig- 
neter Weise  gebogen  werden.  Diese  Operation  hat  aber  keinen 
Einflufs  auf  die  Sätze  selbst,  sondern  nur  auf  die  mit  den  Sätzen 
verbundene  Anschauung.  Das  System  der  Sätze  ist  demzufolge  iden- 
tisch mit  dem  der  Sätze  für  die  euklidische  Ebene.  So  lange  man 
also  die  Fläche  nur  in  sich,  ohne  Rücksicht  auf  den  äufsern  Raum  be- 
trachtet, zeigt  sie  in  ihren  Sätzen  keinen  Unterschied  von  der  zweidi- 
mensionalen euklidischen  Geometrie;  die  Fläche  mufe  daher  als  eine 
euklidische  Raumform  von  zwei  Dimensionen  betrachtet  werden. 
Ganz  andere  Eigenschaften  zeigt  die  Oberfläche  des  geraden 
Kegels.  Hier  besteht  die  vollständige  Fläche  aus  zwei  Mänteln, 
die  in  einem  Punkte  zusammenstofsen.  Will  man  von  einem 
Punkte  des  einen  Mantels  zu  irgend  einem  Punkte  des  andern 
gelangen,  so  mufs  man  durch  die  Spitze  hindurchgehen.  Jede 
kürzeste  Linie,  die  durch  die  Spitze  geht,  ist  eine  Gerade;  alle 
andern  kürzesten  Linien  verbleiben  also  in  dem  einen  oder  andern 
Mantel.  Eine  solche  behält  demnach  die  Eigenschaft,  eine  kürzeste 
Verbindung  der  in  ihr  liegenden  Punkte  zu  sein,  nicht  während 
ihres  ganzen  Verlaufes  bei ;  es  kann  sogar  vorkommen,  dafs  eine 
solche  Linie  sich  selbst  schneidet,  und  zwar  tritt  dies  regelmäfsig 
ein,  wenn  der  spitze  Winkel,  durch  dessen  Drehung  die  Kegel- 
fläche entsteht,  kleiner  ist  als  der  dritte  Teil  eines  Rechten. 

Killing,  Ornndlai^n  der  Gecmetrio.    I.  IS 
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Um  die  letztere  Behauptung  zu  beweisen,  rolle  man  den 
Kegelmantel  auf  die  Ebene  ab;  dann  bedecke  er  das  Winkelfeld 
XoSXi  (=,a  =  2rrsin  y,  wenn  ff  den  Winkel  bezeichnet,  unter 
welchem  jede  Kante  zur  Achse  geneigt  ist).  Wofern  dieses 
Winkelfeld  kleiner  ist  als  zwei  Rechte  (oder  mit  andern  Worten, 
wenn  9<C30®),  so  mufs  jede  in  demselben  gezogene  Gerade 
mindestens  einen  Schenkel  treffen.  Nun  werde  der  Schenkel  SXo 
in  Ao  unter  dem  Winkel  «  getroffen,  und  zwar  möge  «  der 
Winkel  sein,  den  der  nach  Aq  verlaufende  Teil  der  Geraden  mit 
AqXo  bildet.  Dann  mache  manaufSXi  die  Strecke  SA,  =*»SAo 
und  lege  an  SAi  in  Aj  den  Winkel  «  im  gegebenen  Winkelfelde 
an.  Sein  zweiter  Schenkel  stellt  die  Fonsetzung  der  geodätischen 
Linie  dar  und  trifft  den  Schenkel  SXo  in  einem  Punkte  Ac' 
unter  dem  Winkel  ju  -j-  a ,  wofern  /i  +  «  <C  tt  ist.  So  geht  es 
nach  beiden  Richtungen  fort;  die  Abbildung  einer  jeden  geodä- 
tischen Linie  setzt  sich,  wofern  fK^Tt  ist,  aus  zwei  Halbgeraden 
zusammen,  zu  denen  noch  einzelne  gerade  Strecken  treten  können. 

Indessen  kommt  diese  Eigenschaft  nicht  allen  Kegelflächen 
zu.  Wir  müssen  daher  untersuchen,  ob  nicht  diese  Flächen 
sämtlich  in  wesentlichen  Punkten  von  der  Ebene  abweichen.  Zu 
dem  Ende  grenzen  wir  ein  einfach  zusammenhangendes  Stück, 
das  den  Scheitel  nicht  enthält,  ganz  beliebig  ab;  d.  h.  wir  be- 
trachten einen  Flächenteil,  der  von  einer  einzigen  geschlossenen 
Linie  (ohne  Doppelpunkte)  begrenzt  wird.  Jedes  solche  Stück 
hat  bekanntlich  alle  Eigenschaften  einer  ebenen  Fläche:  durch  je 
zwei  Punkte  desselben  läfst  sich  eine,  und  zwar  eine  einzige 
kürzeste  Linie  legen;  die  Summe  der  Winkel  in  jedem  aus  kür- 
zesten Linien  gebildeten  Dreieck  beträgt  zwei  Rechte  u.  s.  w. 
Bei  passender  Wahl  des  Stückes  läfst  es  sich  um  jeden  seiner 
Punkte  drehen,  wofern  man  nur  jedesmal  eine  entsprechende 
Biegung  vornimmt.  Verschieben  wir  diesen  Teil  auf  dem  Kegel- 
mantel bei  gleichzeitiger  Biegung,  so  wird,  falls  wir  uns  vom 
Scheitel  entfernen,  die  eindeutige  Beziehung  zwischen  dem  neuen 
und  dem  gegebenen  Stück  fonwährend  bestehen  bleiben;  zugleich 
wird  das  neue  Stück  die  Eiirenschaften  einer  ebenen  Fläche  be- 
halten.  Nahem  wir  uns  aber  dem  Scheitel,  so  wird  der  Fall 
eintreten,  dafs  der  Kegelmantel  von  dem  Flächenstück  zum  Teil 
mehrmals  bedeckt  wird.     Punkte,   welche  vorher  von  einander 
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verschieden  waren,  fallen  jetzt  zusammen  und  müssen  als  identisch 
angesehen  werden;  die  Eigenschaft,  dafs  durch  zwei  Punkte  eine 
einzige  kürzeste  Linie  geht,  bleibt  nicht  mehr  bestehen.  Wie 
man  also  auch  das  erste  Flächenstück  gewählt  hat,  niemals  wird 
es  möglich  sein,  ihm  an  jeder  andern  Stelle  der  Fläche  ein  gleich- 
artiges zuzuordnen.  Nun  hat  der  Raum  folgende  Eigenschaft: 
nachdem  ein  Raumteil  abgegrenzt  ist,  kann  man  ihn  in  Beziehung 
setzen  zu  einem  zweiten  in  der  Weise,  dafs  1.  jedem  Punkte  des 
einen  ein  einziger  Punkt  des  andern  entspricht,  und  dafs  2.  die 
Entfernung  zwischen  irgend  zwei  Punkten  im  einen  Raumteil 
gleich  ist  der  Entfernung  der  entsprechenden  Punkte  im  andern; 
hierbei  kann  man  noch  denjenigen  Punkt  des  Raumes  ganz  be- 
liebig wählen,  der  einem  Punkte  des  gegebenen  Raumteiles  ent- 
sprechen soll.  Diese  Eigenschaft  liegt  allen  unsern  Untersuchungen 
über  den  Raum  zu  Grunde.  Soll  also  eine  Fläche  als  zweidimen- 
sionale Raumform  bezeichnet  werden  können,  so  mufs  auch  für 
sie  ein  entsprechender  Satz  gelten;  ein  solcher  fehlt  für  die 
Kegelftäche. 

Kongruent  im  weiteren  Sinne  woDen  wir  zwei  Flächenstücke 
nennen,  welche  so  auf  einander  bezogen  werden  können,  dafs 
jedem  Punkte  des  einen  ein  Punkt  des  andern  entspricht  und 
dafs  entsprechende  Linien,  Winkel  und  Flächen  jedesmal  gleich 
sind.  Wenn  wir  dann  ein  Flächenstück  zu  Grunde  legen,  so 
mufs  es  in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle  der  Raumform  ein 
in  diesem  Sinne  kongruentes  geben.  Nehmen  wir  aber  ein  be- 
liebiges Stück  eines  Kegelmantels,  so  wird  es  nie  gelingen,  ein 
zu  ihm  im  weiteren  Sinne  kongruentes  in  jeder  Nähe  des  Scheitels 
zu  bestimmen. 

Anders  ausgedrückt:  ein  fester  Körper  kann  an  jede  Stelle 
des  Raumes  gebracht  werden.  Um  dies  auf  eine  Fläche  zu  über- 
tragen, denken  wir  uns  ein  Stück  Papier,  dessen  Dicke  als  ver- 
schwindend betrachtet  werden  soll,  und  verschieben  es  bei  gleich- 
zeitiger Biegung  auf  einem  Kegelmantel.  Sobald  man  das  Stück 
nahe  genug  an  den  Scheitel  bringt,  mufs  ein  Teil  der  Fläche 
gleichzeitig  von  zwei  verschiedenen  Teilen  des  Papiers  bedeckt 
werden.  Diese  Art  der  Bedeckung  mufs  aber  ausgeschlossen 
werden;  denn  auch  für  zweidimensionale  Gebilde,  die  als  Raum- 
formen betrachtet  werden  sollen,  mufs  das  Analogon  des  Satzes 
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gelten,  dals  derselbe  Raum  nicht  gleichzeitig  von  verschiedenen 
Köq)em  oder  auch  von  verschiedenen  Teilen  desselben  Körpers 
eingenommen  werden  kann. 

Hiemach  ist  es  nicht  gestattet,  die  Kegelfläche  als  eine  zwei- 
dimensionale Raumform  zu  betrachten.  Dasselbe  gilt  von  jeder 
abwickelbaren  Fläche,  die  eine  Rückkehrkante  besitzt.  Denn  auch 
hier  mu(s  die  eindeutige  Beziehung  zwischen  zwei  Flachenteilen 
fortfallen,  sobald  man  mit  dem  einen  nahe  genug  an  die  Rückkehr- 
kante herankommt. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  dritten  Klasse  von  abwickelbaren 
Flächen  über  und  betrachten  speziell  den  geraden  Kreiscylinder. 
Zu  seinen  geodätischen  Linien  gehören  einmal  gerade  Linien, 
nämlich  die  Erzeugenden  der  Fläche;  femer  diejenigen  Kreise, 
welche  auf  den  Erzeugenden  senkrecht  stehen,  und  endlich  die 
Schraubenlinien.  Von  den  zuletzt  genannten  Linien  schneidet 
jede  sämtliche  Erzeugenden,  und  zwar  unendlich  oft  und  unter 
gleichen  Winkeln.  Wofern  also  zwei  Punkte  nicht  in  einer  zur 
Achse  senkrechten  Ebene  liegen,  gehen  unendlich  viele  kürzeste 
Linien  durch  sie  hindurch.  Schon  hieraus  geht  hervor,  dafs  die 
Schraubenlinie  die  Eigenschaft,  kürzeste  Linie  zu  sein,  nicht  für 
zwei  beliebige,  in  ihr  gelegene  Punkte,  besitzt. 

Während  die  Ebene  durch  jede  beiderseits  unendliche  Linie, 
speziell  durch  die  Gerade  in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  kann  man 
auf  dem  Cylinder  mancherlei  unendliche  Linien  ziehen,  durch 
welche  die  Oberfläche  nicht  zerlegt  wird.  So  kann  man,  nachdem 
eine  Erzeugende  gezogen  ist,  von  irgend  einem  Punkte  der  Fläche 
zu  jedem  zweiten  gelangen,  ohne  die  Erzeugende  zu  treffen, 
wofern  nur  keiner  der  beiden  Punkte  auf  der  Erzeugenden  liegt. 
Auch  durch  die  Schraubenlinie  wird  die  Fläche  nicht  zerlegt. 
Wenn  zwei  Punkte  A  und  B  der  Fläche  einer  Schraubenlinie 
s  nicht  angehören,  so  lege  man  durch  B  die  Erzeugende  g;  C 
und  D  seien  diejenigen  beiden  Punkte,  in  denen  g  von  s  zunächst 
an  B  getroffen  wird,  so  dafs  B,  aber  kein  dritter  Schnittpunkt 
von  s  und  g  zwischen  C  und  D  liegt.  Durch  A  lege  man  die- 
jenige Schraubenlinie  s',  welche  mit  den  Erzeugenden  denselben 
Winkel  bildet,  wie  s;  dann  wird  auch  von  s  jede  Erzeugende 
getroffen  und  der  Abstand  zweier  auf  einanderfolgender  Schnitt- 
punkte ist  gleich  CD.     Folglich  trifft  s'  mit  g  in  einem  einzigen 
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Schnittpunkte  E  zwischen  C  und  D  zusammen,  wo  E  auch  mit 
B  identisch  sein  kann.  Da  sich  s  und  s'  nicht  schneiden,  so 
kann  man  sich  von  A  aus  auf  s'  bis  E  und  dann  auf  der  Geraden 
EB  bewegen  und  gelangt  nach  B,  ohne  der  Schraubenlinie  s  zu 
begegnen. 

Zwar  wird  die  Fläche  schon  dadurch  zu  einer  einfach  zu- 
sammenhangenden, dafs  man  sie  längs  einer  Erzeugenden  zer- 
schneidet. Aber  die  Übereinstimmung  mit  der  Ebene  wird  noch 
gröfser,  wenn  man  ein  einfach  zusammenhangendes  Stück  abgrenzt, 
in  dem  nur  solche  kürzeste  Linien  vorkommen,  deren  Länge 
kleiner  ist  als  der  Umfang  des  Grundkreises.  Beschränkt  man 
die  Betrachtung  auf  ein  solches  Stück,  so  kann  man  durch  zwei 
Punkte  desselben  nur  eine  einzige  geodätische  Linie  legen;  die 
Winkelsumme  in  jedem  durch  kürzeste  Linien  begrenzten  Dreiecke 
beträgt  zwei  Rechte;  kurz,  jeder  für  die  euklidische  Ebene  geltende 
Satz,  der  nicht  bereits  durch  seinen  Ausspruch  über  ein  gewisses 
Gebiet  hinausgeht,  findet  auf  einem  solchen  Stücke  der  Cylinder- 
fläche  sein  volles  Analogon. 

Ein  solches  Stück  kann  aber  auch  auf  der  Cylinderfläche  alle 
Bewegungen  machen,  welche  den  Bewegungen  einer  Ebene  in 
sich  entsprechen.  Man  kann  es  längs  der  erzeugenden  Geraden 
und  längs  der  Grundkreise  verschieben ;  diese  beiden  Bewegungen 
und  alle  durch  ihre  Verbindung  entstehenden  (also  z.  B.  die 
Verschiebungen  längs  irgend  einer  Schar  von  parallelen  Schrauben- 
linien) erfordern  keine  Biegung.  Man  kann  aber  endlich  auch 
einen  beliebigen  Punkt  des  Stückes  in  Ruhe  halten  und  das  be- 
trachtete Stück  um  den  Punkt  drehen;  dann  mufs  allerdings  mit 
der  Drehung  eine  gewisse  Biegung  verbunden  werden;  aber  da 
alle  Dehnung  und  Verkürzung  ausgeschlossen  ist,  so  bleiben  alle 
Längen  ungeändert,  es  behalten  die  Winkel  und  Flächen  ihre 
Gröfsen  bei,  und  zwei  Punkte,  welche  in  der  Anfangslage  getrennt 
liegen,  gelangen  auch  durch  die  Bewegung  niemals  zur  Deckung. 
Indem  man  diese  Bewegungen  beliebig  fortsetzt,  kann  man  das 
anfangs  betrachtete  Stück  an  jede  Stelle  der  Fläche  bringen,  und 
indem  man  irgend  ein  kongruentes  Stück  betrachtet,  gelten  auch 
hierfür  dieselben  Sätze,  w^e  in  der  euklidischen  Ebene. 

Wenn  wür  vor  allem  auf  die  starre  Bewegung  Rücksicht 
nehmen,  können  wir  als  besonders  charakteristischen  Unterschied 
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zwischen  der  Ebene  und  der  Cylinderfläche  hervorheben,  dafs 
jede  starre  Bewegung  eines  Teiles  einer  zweidimensionalen  Ebene 
in  sich  auch  für  jeden  andern  Teil  eine  starre  Bewegung  eindeutig 
bestimmt,  während  dies  auf  dem  Cylinder  nur  für  die  Parallel- 
verschiebung gilt.  Speziell  kann  die  Ebene  auch  als  Ganzes  bei 
der  Ruhe  eines  Punktes  in  sich  bewegt  werden,  die  Cylinderfläche 
aber  nicht.  Dieser  Unterschied  hindert  aber  nicht,  die  Cylinder- 
fläche auch  als  Raumform  aufzufassen;  denn  der  Raum  selbst  ist 
unbewegUch,  in  ihm  bew^egen  sich  die  Körper,  speziell  die  festen 
Körper.  So  kann  man  auch  die  Cylinderfläche  als  den  Träger 
auffassen,  in  welchem  sich  ein  zweidimensionaler  Körper  bewegt. 
Wir  wählen  etwa  ein  Stück  Papier,  von  dessen  Dicke  wir  absehen 
und  dessen  übrige  Dimensionen  nach  keiner  Richtung  hin  eine 
Länge  erreichen,  die  dem  Umfang  des  Grundkreises  gleichkommt ; 
dies  Stück  läfst  sich  auf  dem  Cylinder  nach  denselben  Gesetzen 
bewegen,  nach  denen  eine  Ebene  in  sich  verschoben  werden  kann. 

Wollen  wir  von  der  Bewegung  absehen  und  nur  die  Zuord- 
nung der  einzelnen  Teile  in  Betracht  ziehen,  so  können  w^ir 
sagen:  An  jeder  Stelle  der  Fläche  läfst  sich  ein  Gebiet  abgrenzen, 
für  das  die  Gesetze  der  euklidischen  Ebene  gelten,  und  an  jeder 
andern  Stelle  giebt  es,  nachdem  das  erste  Gebiet  passend  gewählt 
ist,  ein  zweites,  das  zu  ihm  im  weiteren  Sinne  kongruent  ist. 
Demnach  unterliegt  es  keinem  Bedenken,  die  Cylinderfläche  als 
Raumform  aufzufassen. 

Werfen  wir  jetzt  noch  einen  Blick  auf  solche  Cylinderflächen 
im  weiteren  Sinne,  welche  sich  selbst  durchschneiden.  Wir  gehen 
etwa  von  einer  ebenen  krummen  Linie  aus,  welche  einen  Doppel- 
punkt hat,  aber  im  übrigen  beiderseits  ins  Unendliche  verläuft. 
Längs  einer  solchen  Linie  lassen  wir  eine  Gerade,  welche  nicht 
der  Ebene  der  Kurve  angehört,  parallel  mit  ihrer  Anfangslage 
bewegt  werden.  Die  durch  diese  Gerade  beschriebene  Fläche 
hat  in  ihren  Eigenschaften  die  gröfste  Ähnlichkeit  mit  den  an 
erster  Stelle  betrachteten  Flächen;  nur  die  Doppelgerade  bedingt 
einen  Unterschied.  Im  allgemeinen  wird  man  nämlich,  wenn 
man  sich  längs  einer  geodätischen  Linie  bewegt,  niemals  den- 
selben Punkt  zweimal  treffen;  nur  bei  den  Punkten  der  Doppel- 
geraden ist  diese  Möglichkeit  vorhanden.  Dadurch  nimmt  eine 
solche  Fläche  an  den  für  die   dritte  Klasse   angegebenen  Eigen- 
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Schäften  teil;  es    unterliegt  also  keinem  Bedenken,    auch    diese 
Flächen  als  Raumformen  zu  betrachten. 

Ähnliches  gilt,  wenn  man  etwa  euie  Lemniskate,  überhaupt 
eine  geschlossene  Linie  mit  Doppelpunkten,  zur  Leitlinie  einer 
Cylinderfläche  wählt.  Dann  wird  man  zwar  von  jedem  Punkte 
der  Fläche  aus  längs  einer  geodätischen  Linie  in  die  Anfangslage 
zurückkehren  können;  aber  für  jeden  Punkt,  welcher  auf  einer 
Doppelgeraden  liegt,  führt  hierbei  bereits  ein  kürzerer  Weg  in 
die  Anfangslage  zurück.  Indessen  bleiben  die  früheren  Ergebnisse 
auch  für  die  neuen  Flächen  im  wesentlichen  ungeändert. 

Demnach  können  wir  das  Resultat  der  angestellten  Unter- 
suchung in  die  Worte  zusammenfassen: 

Unter  den  auf  eine  Ebene  abwickelbaren  Flächen  des  drei- 
dimensionalen euklidischen  Raumes  können  nur  die  Cylinder- 
tlächen,  d.  h.  diejenigen  Flächen,  deren  Erzeugende  sämtlich  unter 
einander  parallel  sind,  als  Raumformen  betrachtet  w^erden.  Läfst 
man  für  solche  Flächen  neben  der  Verschiebung  noch  die  Biegung 
zu,  (d.  h.  eine  Deformation,  bei  welcher  alle  Gröfsenbeziehungen 
ungeändert  bleiben),  so  ist  es  nur  möglich,  diejenigen  unter  diesen 
Flächen  als  Ganze  allgemein  in  sich  zu  verschieben,  deren  Leit- 
linie eine  einfach  unendliche  ebene  Kurve  ohne  Doppelpunkte  ist; 
die  übrigen  Flächen  werden  nur  bei  einer  Parallel -Verschiebung 
als  Ganze  in  sich  verbleiben. 

Erweiterung  der  angestellten  Betraohtnngen. 

Wird  die  Fläche  eines  Kreiscylinders  auf  die  Ebene  abgerollt, 
so  deckt  die  ganze  Oberfläche  einen  Streifen,  der  von  zwei  paral- 
lelen Geraden  g  und  g'  eingeschlossen  wird.  Indem  wir  die 
Abwicklung  fortsetzen,  zerfällt  die  ganze  Ebene  in  lauter  solche 
Streifen;  jeder  Punkt  der  Fläche  wird  unendlich  oft  abgebildet. 
So  möge  der  auf  der  Cylinderfläche  gelegene  Punkt  A  in  der 
Ebene  die  Bilder  Ao,  Ai,  A.>...  und  zugleich  die  Bilder  A^j, 
A-2,  A_3 . . .  haben.  Alle  Punkte  Ai  liegen  auf  einer  geraden 
Linie  und  je  zwei  auf  einander  folgende  Punkte  Ai  und  An-i 
haben  einen  konstanten  Abstand.  Wählt  man  umgekehrt  in  einer 
Ebene  eine  Strecke  a  und  betrachtet  zwei  Punkte  als  zusammen- 
gehörig, wenn  ihre  Verbindungslinie  der  Strecke  a  parallel  läuft 
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und  ein  ganzes  Vielfache  dieser  Strecke  ist,  so  existiert  stets  ein 
Cylinder,  der  so  auf  die  Ebene  abgewickelt  werden  kann,   dafs 

jeder    seiner  Punkte   auf   »zu- 
f^'^i-^^*  sammengehörige«    Punkte    der 

Ebene  fällt.  Dag^en  ist  die 
Schar  der  Geraden  g,  g' . . .  für 
die  Abbildung  nicht  charakte- 
ristisch. Hätte  man  nämlich  auf 
dem  Cylinder  eine  Schraubenlinie 
gezogen,  so  würde  diese  durch 
eine  Gerade  h  abgebildet,  welche 
gegen  a  unter  einem  spitzen 
Winkel  geneigt  ist;  die  Fläche 
wird  also  jetzt  durch  den  Streifen 
hh'  abgebUdet  (Fig.  35). 

Demnach  können  wir  auch 
von  der  Cylinderfläche  ganz 
absehen  und  nur  die  Ebene  betrachten.  Dann  läfst  sich  das 
Schlufsresultat  des  vorigen  Paragraphen  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen : 

Die  Ebene  kann  auch  dann  als  Raumform  betrachtet  werden, 
wenn  man  zwei  Punkte  als  identisch  ansieht,  welche  nach  einer 
festen  Richtung  hin  einen  konstanten  Abstand  haben. 

Ist  A  ein  Punkt  der  Ebene,  so  soll  derjenige  Punkt  durch 
An,  bezeichnet  werden,  für  den  die  Gerade  AAm  der  festen  Rich- 
tung parallel  und  die  Länge  AAm  =  ma  ist.  Ebenso  setzen  wir 
fest,  dafs  die  Strecke  BBq  der  Strecke  a  parallel  und  gleich  na  ist. 
Wählt  man  in  der  Ebene  ein  einfach  begrenztes  Stück,  in 
welchem  sich  keine  gerade  Strecke  von  der  Länge  a  ziehen  läfst, 
so  läfst  sich  dieses  ganz  beliebig  in  der  Ebene  bewegen,  ohne 
dals  es  zusammenfallende  Punkte  enthält.  Für  jeden  solchen  Teil 
gelten  also  die  Gesetze  einer  zweidimensionalen  euklidischen 
Raumform  ohne  jede  Einschränkung. 

Wenn  man  die  Ebene  parallel  in  sich  verschiebt,  so  möge 
der  Punkt  A  auf  B  fallen;  dann  fällt  jeder  Punkt  Am  auf  einen 
Punkt  Bni,  so  dafs  die  Festsetzung  über  zusammenfallende  Punkte 
sich  nicht  änden.  Die  neue  Raumform  kann  also  auch  durch 
Parallelverschiebung  in  sich  bewegt  werden.    Dagegen  ist  es  nicht 


Die  Gifford-KIeinschen  Raumformen.  281 

möglich,  die  Raumform  auch  als  Ganzes  bei  der  Ruhe  eines 
Punktes  in  sich  zu  bewegen.  Denn  bei  einer  solchen  Drehung 
wird  die  Richtung  der  Strecke  a  sich  ändern. 

Es  wird  nicht  nötig  sein,  nochmals  die  weiteren  Eigenschaften 
dieser  Raumform  in  Anschlufs  an  die  hier  zu  Grunde  gelegte 
Abbildung  anzuführen,  da  wir  hierauf  bereits  im  vorigen  Para- 
graphen genugsam  eingegangen  sind.  Dagegen  wollen  wir  prüfen, 
ob  es  nicht  gestattet  ist,  auch  zwei  Punkte  als  zusammenfallend 
zu  betrachten,  die  nach  einer  zweiten  Richtung  hin  einen  festen 
Abstand  haben. 

Wir  bezeichnen  demnach  durch  a  eine  gewisse  Strecke  ihrer 
Länge  und  Richtung  nach  und  setzen  fest,  dafs  zwei  Punkte 
zusammenfallen,  deren  Verbindungsstrecke  nach  Länge  und  Rich- 
tung gleich  a  ist.  Dadurch  mögen  wir  von  A  aus  zu  den  Punkten 
Ai,  A2...A— 1,  A_2...  gelangen.  Eine  zweite  Strecke  möge 
ihrer  Gröfse  und  Richtung  nach  mit  b  bezeichnet  werden.  Die 
beiden  Richtungen  a  und  b  mögen  den  Winkel  ff  mit  einander 
bilden.  Durch  die  Festsetzung,  dafs  auch  zwei  Punkte  zusammen- 
fallen, welche  in  der  zweiten  Richtung  um  b  von  einander  ent- 
fernt sind,  möge  A  auch  mit  A',  A'...,  A^-^>,  A^-^^..  identisch 
sein.  Wenn  jetzt  Ai'  der  vierte  Eckpunkt  des  Parallelogramms 
mit  drei  Ecken  AiAi,  A'  ist, 
so  fällt  auch  A  mit  A/  zu- 
sammen  (Fig.  36).  Überhaupt 
sei  A;**'  der  vierte  Eckpunkt 
eines  Parallelogramms,  das 
die  Punkte  A,  A^,  A»'  zu 
Ecken  hat,  so  fällt  auch  der 
Punkt  A^*'  mit  A  zusammen. 

Auch  jetzt  kann  man  in  mannigfaltiger  Weise  ein  Gebiet  der 
Ebene  so  abgrenzen,  dafs  es  einfachen  Zusammenhang  besitzt 
und  keine  zusammenfallende  Punkte  enthält.  Ein  solches  Gebiet 
besitzt  alle  Eigenschaften  einer  zweidimensionalen  euklidischen 
Ebene.  Wenn  zudem  alle  geraden  Linien,  welche  in  diesem 
Gebilde  gezogen  werden  können,  eine  gewisse  Länge  nicht  er- 
reichen, so  kann  man  das  Stück  beliebig  in  der  Ebene  bewegen, 
ohne  dafs  es  zusammenfallende  Punkte  enthält.  Somit  stellt  die 
Ebene  auch  bei  der  getroffenen  Festsetzung  eine  Raumform  dar. 


iSi 
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Jede  gerade  Linie  der  Raumform  wird  in  der  Ebene  waeder 
durch  eine  Gerade  abgebildet.  Lassen  wir  dieselbe  von  A  aus- 
feilen, so  möge  sie  einen  Punkt  A^^*')  treffen,  und  zwar  müssen 
hier  /e  und  i'  relative  Primzahlen  sein,  wenn  der  Punkt  Aju*'  unter 
allen  Punkten  A^^  der  erste  sein  soll,  durch  den  die  Gerade 
von  A  aus  wieder  hindurchgeht.  Dann  ist  die  Gerade  in  der 
abgebildeten    Raumform    geschlossen,    und    ihre    Länge   beträgt 

l^*a*  +  r*b'  +  2/eiab  cos  <f.  Wenn  /i  >  r  ist,  so  schneidet  das 
Bild  AA/<W  die  Seite  Ai  Ai '  in  einem  Punkte  B,  so  dafs  A|  B :  A,  Ai ' 
=a,u;i'  ist.  Wählt  man  also  in  AiAi'  einen  Punkt  B  so,  dafs 
das  Verhältnis  AiBiAiAi  irrational  ist,  so  kann  die  Gerade  AB 
durch  keinen  Punkt  A^**  hindurchgehen;  in  der  abgebildeten  Raum- 
form erhalten  wir  daher  eine  unbegrenzte  Gerade.  Eine  solche 
Gerade  wird  jedem  Punkte  der  Raumform  unbegrenzt  nahe  kommen. 
Davon  überzeugt  man  sich  sofort  durch  ihre  Abbildung  auf  das 
Parallelogramm  AAiA,  A'.  Hier  möge  die  von  A  ausgehende 
Gerade  den  Umfang  des  Parallelogramms  zuerst  (Fig.  37)   etwa 

in  einem  Punkte  B  der  Seite 


y. 


AiAi'  treffen.  Man  trage 
AB'  auf  AA'  gleich  AjB  ab 
und  ziehe  durch  B'  die  Paral- 
lele zu  AB;  diese  treffe  die 
Begrenzung  des  Parallelo- 
gramms zuerst  wieder  in  C. 
Zwei  auf  einanderfolgende 
Parallele  haben  den  konstanten  Abstand  m;  solcher  müssen  un- 
endlich viele  in  das  Parallelogramm  gezeichnet  werden;  daher 
kommt  man  jedem  Punkte  unendlich  nahe.  Eine  ungefähre  Über- 
sicht erlangt  man  durch  die  nebenstehende  Figur. 

Um  eine  Raumform  der  bezeichneten  An  zu  erhalten,  nehme 
man  Xi,  Xg,  X3,  X4  als  die  rechtwinkligen  Koordinaten  in  einer 
\  ierdimcnsionalen  euklidischen  Raumform  an.  Eine  gewisse  Fläche 
wird  durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

u  .    u  .         r  1    .     '' 

xi  =■■=  a  cos    ,  X2  ==  a  sm    ,  X3  =  b  cos ,  ,  X4  =  b  sm  ,  , 
a'  a  b  b 

wo  a  und  b  festgewählte  Konstante,  u  und  r  veränderliche  Gröfsen 

sind.     Wir  betrachten  u  und  v  als  die  rechtwinkligen  Cartesischen 

Kiinrdinaten  in  einer  euklidischen  Ebene.    Dann  entspricht  jedem 
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Punkte  u,  i»  der  Ebene  ein  einziger  Punkt  (xi  . . .  X4)  auf  der 
Fläche.  Wird  dagegen  irgend  ein  Punkt  auf  der  Fläche  ange- 
nommen, so  kann  man  stets  ein  Wertepaar  (u,  v)  für  0  <C  u 
<C2a;r,  0<rv<2b;r  so  bestimmen,  dafs  die  vier  Gleichungen 
bestehen.  Dann  entsprechen  demselben  Punkte  (xi  . . .  X4)  der 
Fläche  unendlich  viele  Punkte  (u  +  2/ia/T,  r+2)b.T)  der  Ebene 
für  beliebige  ganzzahlige  Werte  von  /«  und  r.  Somit  kann  man 
die  Fläche  auf  ein  in  der  Ebene  gelegenes  Rechteck  mit  den 
Seiten  27ra  und  27rb  abbilden. 

Da  dxi  =  —  dusin  -  . . .  ist,   so  gilt  für  das  Linienelement 

ds  auf  der  Fläche  die  Beziehung 

ds«  =  dx,  2  +  dx2 «  +  dx3 «  +  dx4«  =  du«  -f-  dr»; 

oder  jedes  Linienelement  der  Fläche  ist  gleich  dem  entsprechenden 
Linienelement  in  der  Ebene.  Bei  der  bezeichneten  Abbildung 
bleiben  somit  alle  Längen  (und  zugleich  alle  Winkel  und  Flächen) 
ihrer  Gröfse  nach  ungeändert.  Diese  Abbildung  wird  daher 
vielfach  als  Abwicklung  bezeichnet,  obwohl  der  angegebene  Prozefs 
rein  analytischer  Natur  ist.  Gehen  wir  aber  vom  vierdimensio- 
nalen  euklidischen  Räume  aus,  so  können  wir  ein  zweidimensio- 
nales ebenes  Rechteck  auf  eine  allseitig  geschlossene  Fläche 
abwickeln.  Da  hierbei  jeder  Punkt  (u,  r)  identisch  mit  den 
Punkten  (u  -f-  2/ea7r,  v  -^-  2ia;r)  ist,  so  wird  durch  die  angegebene 
Fläche    die    oben    charakterisierte    Raumform    dargestellt,    wenn 

(f  =  \c  ist  und  a  durch  2;ra,  b  durch  27rb  ersetzt  wird. 

Eine  Fläche  von  der  bezeichneten  Eigenschaft  kann  man  auch 
in  einer  dreidimensionalen  Riemannschen  Raumform  konstruieren. 
Wenn  nämlich  das  Riemannsche  Krümmungsmafs  gleich  eins 
gewählt  wird,  so  kann  man  die  Punkte  des  Raumes  durch  vier 
Gröfsen  xi  . . .  X4  darstellen,  wofern  zwischen  ihnen  die  Beziehung 
besteht: 

Xl*  +  X,«.fX3«-f  X4«=l. 

Wenn  man  diese  Beziehung  als  erfüllt  betrachtet,  so  mufs 
man  annehmen,  dafs  auch  in  den  Gleichungen  (1)  die  Beziehung 
besteht: 

a«+b2=l. 
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Hicniach  kann  man  das  Rechteck  auch  (analytisch)  abwickeln 
,<uf  eine  gewisse  Fläche  des  dreidimensionalen  Riemannschen 
Raumes.  Diese  Fläche  enthält  alle  diejenigen  Punkte,  welche 
von  einer  festen  Geraden  einen  konstanten  Abstand  haben. 

Dafs  der  Zusammenhang  in  unserer  Raumform  ein  mehr- 
facher ist,  kann  man  auf  verschiedene  Weise  zeigen.  Ein  einfach 
^geschlossener  Linienzug,  welcher  vom  Punkte  A  ausgeht,  wird 
abgebildet  durch  eine  Kurve,  welche  vom  Punkte  A  aus  ganz  im 
Parallelogramm  AAiAi'A'  verläuft  und  in  einem  seiner  Endpunkte 
endigt.  Sind  nun  im  Innern  des  Parallelogramms  zwei  Punkte 
gegeben,  welche  durch  den  Linienzug  gegen  einander  abgegrenzt 
sind,  so  nehme  man  ein  zweites  Parallelogramm  hinzu  und  beachte, 
dafs  die  Punkte  dieses  Parallelogramms  mit  denen  des  ersten 
identisch  sind.  Analytisch  wird  jede  einfach  unendliche  stetige 
Folge  von  Wertsysteme  (u,  r),  welche  zwischen  den  Werten 
(u',  i»')  einerseits  zu  dem  Wertepaar  (u",  v")  oder  (u"  +  2/ra,  r') 
oder  (u ,  v"  +  2/rb)  oder  endlich  zu  (u"  +  2/ra,  v"  +  2;rb) 
führt,  einen  Linienzug  darstellen,  welcher  dieselben  beiden  Punkte 
verbindet.  Um  den  Zusammenhang  zu  einem  einfachen  zu  machen, 
ziehe  man  erst  auf  der  Fläche  die  Linie  u  =  0,  dann  die  Linie 
r  =  0;  die  erste  ist  eine  geschlossene  Linie,  die  zweite  führt  von 
einem  Punkte  dieser  Linie  zu  demselben  Punkte  ziwück.  Jetzt 
ist  der  Zusammenhang  einfach;  denn  die  Raumform  ist  auf  die 
Fläche  eines  Parallelogramms  abgebildet,  und  ein  Überschreiten 
der  Grenzen  ist  nicht  gestattet. 

Wir  dürfen  auch  folgende  Erwägung  anstellen. 

Der  Zusammenhang  einer  Fläche  ändert  sich  nicht,  wenn 
man  beliebige  Verzerrungen  mit  ihr  vornimmt,  wofern  nur  keine 
Spaltungen  u.  dergl.  eintreten.  Nun  kann  man  ein  Rechteck 
zuerst  zu  einem  Stück  eines  Cylindermantels  umbiegen,  wodurch 
der  Grad  des  Zusammenhangs  um  eins  zunimmt.  Dieses  Stück, 
das  von  zwei  Kreisen  begrenzt  ist,  verbiege  und  dehne  man,  bis 
die  Kreise  zusammenfallen.  Dadurch  hat  man  eine  Ringfläche 
erhalten  und  gefunden,  dafs  die  gegebene  Raumform  denselben 
Zusammenhang  besitzt,  wie  eine  Ringfläche. 
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§  a. 

I>er  dreidimensionale  Baum  ▼ersohwindender  Krümmung. 

Ganz  entsprechend  den  für  die  zweidimensionalen  Raum- 
formen getroffenen  Festsetzungen  nehmen  wir  jetzt  an,  jeder 
Punkt  des  dreidimensionalen  euklidischen  Raumes  sei  identisch 
mit  demjenigen  Punkte,  welcher  von  ihm  nach  einer  festen 
Richtung  einen  gegebenen  Abstand  hat.  Wir  nehmen  also  an, 
dafs  man  in  einen  Punkt  A  zurückkehrt,  wenn  man  sich  von 
ihm  aus  in  einer  gewissen  Richtung  geradlinig  um  eine  gewisse 
Strecke  a  bewegt,  und  fragen  uns,  ob  wir  unter  dieser  Voraus- 
setzung zu  einem  innern  Widerspruch  gelangen  oder  nicht,  und 
ob  es  vielleicht  sogar  gestattet  ist,  für  den  Erfahrungsraum  diese 
Annahme  zu  machen.  Dafs  man  diese  Strecke  aufserordentlich 
grofs  annehmen  mufs,  versteht  sich  von  selbst  und  braucht  nicht 
eigens  hervorgehoben  zu  werden. 

Betrachten  wir  zu  dem  Ende  einen  Teil  des  Raumes,  in 
welchem  sich  nach  keiner  Richtung  eine  gerade  Strecke  von  der 
Länge  a  ziehen  läfst.  So  lange  es  nicht  gestattet  ist,  über  diesen 
Teil  hinauszugehen,  läfst  sich  durch  je  zwei  Punkte  desselben 
eine  einzige  gerade  Linie,  durch  eine  Gerade  und  einen  aufser- 
halb  derselben  gelegenen  Punkt  eine  einzige  Ebene  legen.  Eine 
darin  gelegene  Figur  zeigt  alle  Eigenschaften,  welche  in  der 
euklidischen  Geometrie  gelten.  Aber  auch,  wenn  dieser  Teil  des 
Raumes  einer  Transformation  unterworfen  wird,  welche  einer 
starren  Bewegung  entspricht,  so  wird  der  neue  Raumteil,  für  sich 
betrachtet,  wieder  dieselben  Eigenschaften  zeigen.  Denn  erst  der 
Abstand  a  führt  zusammenfallende  Punkte  herbei;  im  vorliegenden 
Falle  kommt  ein  solcher  Abstand  zwischen  irgend  zwei  Punkten 
des  gegebenen  Raumteiles  nicht  vor;  da  aber  die  gestatteten 
Transformationen  den  Abstand  irgend  zweier  Punkte  ungeändert 
lassen,  so  kommt  eine  Entfernung  a  auch  für  die  Punkte  des 
neuen  Raumteiles  nicht  vor. 

Wir  können  dies  auch  in  folgender  Weise  aussprechen. 
Nehmen  wir  einen  festen  Körper  im  Räume  an,  so  müssen  wir 
voraussetzen,  dafs  der  Abstand  irgend  zweier  Punkte  desselben 
kleiner  ist,  als  die  zu  Grunde  gelegte  Strecke  a.  Dann  können 
irgend  zwei  Punkte  dieses  Körpers   durch   eine  einzige  gerade 
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Linie,  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  durch  eine 
einzige  Ebene  verbunden  werden.  Ebenfalls  kann  man  den  Körper 
im  Räume  alle  jene  Bewegungen  ausführen  lassen,  welche  er- 
fahrungsgemäfs  bei  festen  Körpern  möglich  sind;  denn  der  Körper 
kann  in  keiner  Lage  zwei  Punkte  enthalten,  deren  Abstand  gleich 
a  wäre. 

Legen  wir  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  zu  Grunde 
und  nehmen  wir  an,  der  Punkt  (x+a,  y,  z)  falle  mit  dem 
Punkte  (x,  y,  z)  zusammen.  Die  Koordinaten  des  Punktes,  welchen 
ein  gegebener  Punkt  des  Körpers  in  der  Anfangslage  einnimmt, 
mögen  mit  (xo,  yo,  Zo)  bezeichnet  werden;  dagegen  möge  dieser 
Punkt  während  der  Bewegung  zur  Zeit  t  die  Koordinaten  (x,  y,  z) 
haben.     Dann  können  wir  setzen: 

x  =  ^i  (xo,  yo,  Zo,  t) 
y  =  '/2(xo,  yo,  Zo,  t) 
z  =  ys(xo,  yo,  Zo,  t), 

wo  (fiy  (p2y  ^3  lineare  Funktionen  von  xo,  yo,  Zo  sind,  deren 
Koeffizienten  Funktionen  von  t  sind.  Hierbei  bleibt  der  Abstand 
zweier  Punkte  ungeändert.  Sind  also  (xo,yo,  Zo)  und  (xo',  yo',Zo') 
zwei  Punkte,  welche  der  Körper  in  der  Anfangslage  deckt,  so 
mufs  auch  der  Abstand  der  entsprechenden  Punkte  (x,  y,  z)  und 
(x',  y',  z)  kleiner  sein  als  a.  Somit  wird  ganz  gewifs  x'  —  x 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  a  sein.  Der  Körper  kann 
also  unter  der  gemachten  Annahme  in  gleicher  Weise  bewegt 
werden,  wie  im  euklidischen  Räume. 

Wir  fragen  uns  jetzt,  ob  auch  bei  der  gemachten  Voraus- 
setzung der  Raum  noch  als  Ganzes  bewegt  werden  könne.  Dazu 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  feste  Richtung  von  a 
nicht  geändert  werde.  Demnach  darf  man  mit  dem  Räume  jede 
Parallelverschiebung  vornehmen  und  jede  Drehung  um  eine  Gerade, 
welche  zu  der  festen  Richtung  parallel  ist;  natürlich  darf  man 
auch  diese  Bewegungen  beliebig  mit  einander  verbinden.  Der 
Raum  besitzt  also  vier  Grade  von  Beweglichkeit,  während  jeder 
feste  Körper  sechsfach  beweglich  ist.  Jede  Drehung  um  eine 
Gerade,  die  zu  der  gegebenen  Richtung  nicht  parallel  ist,  ver- 
ändert die  feste  Richtung,  kann  also  nicht  mehr  auf  den  Raum 
übertragen  werden. 
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Somit  wird  in  der  That  durch  die  gemachte  Annahme  eine 
widerspruchsfreie  Raumform  definiert.  Dieselbe  wird  auf  den 
euklidischen  Raum  durch  einen  Streifen  abgebildet,  welcher  von 
zwei  parallelen  Ebenen  eingeschlossen  wird.  Jedem  Punkte  A 
der  Raumform  entsprechen  wieder  unendlich  viele  Punkte  Ao, 
Ai ,  Ag  . . .  A_i,  A-2 . . .  des  euklidischen  Raumes. 

Durch  zwei  Punkte  der  betrachteten  Raumform  gehen  im 
allgemeinen  unendlich  viele  gerade  Linien.  Sind  die  Punkte  A 
und  B  gegeben,  so  mögen  dem  ersten  in  der  euklidischen  Ebene 
die  Punkte  A|,  dem  zweiten  die  Punkte  Bi  entsprechen.  Die 
verschiedenen  Geraden,  welche  durch  A  und  B  gezogen  werden 
können,  bilden  sich  ab  durch  AoBi  für  jedes  ganzzahlige  i.  Alle 
diese  sind  verschieden,  w^enn  nicht  AoBo  zu  der  festen  Richtung 
paraUel  ist. 

Durch  drei  Punkte  gehen  im  allgemeinen  unendlich  viele 
Ebenen,  und  zwar  lassen  sich  zwei  Parameter  derartig  bestimmen, 
dafs  jedem  ganzzahligen  Wertsysteme  derselben  eine  Ebene  ent- 
spricht, welche  von  der  zu  einem  andern  Parameterpaare  gehörigen 
verschieden  ist.  Die  drei  Punkte  mögen  die  Koordinaten  haben 
(0,  0,  0),  (x',  y',  z ),  (x  ,  y ',  z").  Hier  darf  man  aber  die  Koor- 
dinate X  um  Aa,  jua,  ra  vermehren,  wofern  nur  /,  jw,  v  ganze 
Zahlen  sind.  Dann  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Ebenen  in 
der  Form: 


Ix         y   z  i  X  —  /a  y  z 

1      /a        ^  0  I  |x  +(M-/)a  y    z 

^^    z  I  X  -f  (i— /Ja  y    z 


=  0. 


1  x'  -f  iua  y 
x  -f-  la  y    z 

Da  aber  die  Verminderung  von  x  um  Aa  keine  Verschiedenheit 
hervorruft,  so  können  wir  geradezu  A  =  0  annehmen.  Wenn 
hier  y'z' — y"z'  von  null  verschieden  ist,  so  entspricht  jedem 
Paare  (^i^iy  r)  eine  bestimmte  Ebene,  die  von  der  zu  einem  andern 
Paare  (ji'y  r)  gehörigen  Ebene  notwendig  verschieden  ist.  Unter 
dieser  Annahme  wird  auch  für  kein  Wertepaar  (y,  z)  der  Wert 
von  X  unbestimmt  sein;  die  Ebene  enthält  also  keine  Gerade, 
die  der  festen  Richtung  parallel  ist.  Alle  Geraden  der  Ebene 
sind  unendlich,  die  Ebene  selbst  ist  eine  eukUdische. 

Wenn  aber  y'z"  —  y V  =  0  ist,   so  wird  die  Gleichung  der 
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Ebene  py  —  qz  =  0,  wo  p  und  q  von  ft  und  v  ganz  unabhängig 
sind.  Hier  geht  durch  jeden  Punkt  eine  geschlossene  Gerade, 
nämlich  eine  solche,  welche  der  festen  Richtung  parallel  ist;  denn 
es  läfst  sich,  wenn  y  und  z  dieser  Gleichung  genügen,  der  Wert 
von  X  noch  ganz  beliebig  wählen.  In  diesem  Falle  geht  durch 
die  drei  Punkte  eine  einzige  Ebene  und  jede  solche  ist  eine 
Raumform  von  der  Art,  wie  sie  im  ersten  Paragraphen  durch 
die  Oberfläche  eines  Cylinders  dargestellt  wurde. 

Jede  Ebene  der  letzten  Art  zerlegt  den  Raum,  eine  jede  der 
ersten  Art  aber  nicht.  Wir  müssen  dem  Raum  also  mehrfachen 
Zusammenhang  beilegen. 

Man  kann  aber  auch  mit  der  gegebenen  Richtung  eine  zweite 
verbinden,  nach  welcher  in  einer  bestimmten  Entfernung  die 
Punkte  wiederum  zusammenfallen  sollen.  Dann  liegen  alle  die- 
jenigen Punkte,  welche  mit  einem  gegebenen  identisch  sind,  in 
derjenigen  Ebene,  welche  die  beiden  festen  Richtungen  enthält, 
und  bilden  hierin  die  Eckpunkte  von  Parallelogrammen,  wie  sie 
in  Figur  30  (S.  281)  angegeben  sind.  Von  jedem  Punkte  gehen 
unendlich  viele  geschlossene  Gerade  aus  und  alle  diese  liegen  in 
der  bezeichneten  Ebene.  Es  giebt  aber  auch  in  dieser  Ebene  un- 
endliche gerade  Linien,  wie  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  ist.  Nur 
in  einer  Ebene,  welche  dieser  Schar  angehört,  gehen  durch  jeden 
Punkt  unendhch  viele  geschlossene  gerade  Linien ;  es  giebt  aber  auch 
Ebenen,  in  denen  durch  jeden  Punkt  nur  eine  einzige  geschlossene 
Gerade  geht;  endlich  kann  man  wieder  Ebenen  finden,  deren 
sämtliche  gerade  Linien  unendlich  sind.  Während  ein  Körper, 
dessen  Dimensionen  sämtlich  unterhalb  der  Länge  der  kürzesten 
geraden  Linie  liegen  müssen,  eine  sechsfache  Unendlichkeit  von 
Bewegungen  zuläfst,  wird  der  Raum  als  Ganzes  nur  die  Parallel- 
verschiebung, also  eine  dreifache  Unendlichkeit  von  Bewegungen 
zulassen. 

Endlich  kann  man  noch  Punkte  als  zusammenfallend  be- 
trachten, die  nach  einer  dritten  Richtung  hin  eine  gewisse  Ent- 
fernung haben.  Man  konstruiere  ein  Parallelepipedon  und  betrachte 
seine  Eckpunkte  als  zusammenfallend.  Dieser  Parallelepipeda  kann 
man  unbegrenzt  viele  neben  einander  konstruieren  oder,  wie  man 
sich  ausdrückt,  den  Raum  in  lauter  kongruente  derartige  Körper 
zerlegen.     Die  Eckpunkte  sollen  mit  (A,  /i,  i)  für  beliebige  ganze 
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Zahlen  x,  ^,  i*  bezeichnet  werden.  Dabei  gehen  wir  von  einem 
Punkte  (0,  0,  0)  aus  und  erhalten  den  Punkt  (A,  0,  0),  indem 
wir  durch  den  Punkt  (0,  0,  0)  die  Parallele  zur  ersten  Richtung 
ziehen  und  hierauf  die  zur  ersten  Richtung  gehörige  Länge  A-mai 
abtragen;  indem  wir  die  zu  den  drei  Richtungen  gehörigen  Längen 
der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c  bezeichnen,  soll  die  Länge  Aa  abge- 
tragen werden.  Dann  wird  der  Punkt  (A,  /i,  0)  erhalten,  indem 
man  durch  (A,  0,  0)  die  Parallele  zur  zweiten  Richtung  zieht 
und  auf  ihr  die  Länge  fih  abträgt.  Endlich  kommt  man  zum 
Punkte  (A,  jU,  r),  indem  man  vom  Punkte  (A,  ^,  0)  aus  die 
Länge  rc  nach  der  dritten  Richtung  hin  abträgt.  Dabei  entspricht 
einem  negativen  Vorzeichen  die  entgegengesetzte  Richtung. 

Eine  gerade  Linie,  welche  vom  Punkte  (0,  0,  0)  ausgeht, 
ist  geschlossen,  wenn  sie  noch  durch  einen  Punkt  (A,  ^,  r) 
hindurchgeht;  dann  mufs  sie  auch  für  jedes  ganzzahlige  x  jeden 
Punkt  (xXy  Xjti,  XI )  enthalten.  Geht  eine  Ebene,  welche  den 
Punkt  (0,  0,  0)  enthält,  durch  zwei  Punkte  (A,  ^4,  r)  und 
(A',  ju',  r'),  wo  die  Determinanten  fir'  —  ,ci'r,  vX' —  i'A,  kfi' — A'/i 
nicht  sämtlich  verschwinden,  so  ist  sie  selbst  endlich  und  stellt 
eine  Raumform  dar,  wie  sie  im  zweiten  Abschnitt  des  vorigen 
Paragraphen  untersucht  ist.  Es  ist  aber  auch  möglich,  dafs  eine 
vom  Punkte  (0,  0,  0)  ausgehende  Ebene  nur  die  Punkte  (xA, 
xju,  xr)  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  x  enthält,  und  endlich  ist  es 
möglich,  dafs  sie  durch  keinen  Punkt  (A,  /i,  i)  hindurchgeht. 
Demnach  giebt  es  hier  drei  Arten  von  Ebenen. 

§4. 
Allgemeine  Begründung  der  neuen  Baumformen. 

Für  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  gelten  die  allge- 
meinen Gesetze: 

L  Wenn  ein  Körper  zu  irgend  einer  Zeit  den  früheren  Raum 
eines  zweiten  Körpers  deckt,  so  kann  er  zur  Deckung  mit  jedem 
Räume  gebracht  werden,  welchen  der  zweite  zu  irgend  einer 
Zeit  einnimmt. 

n.  Jeder  Körper  kann  so  bewegt  werden,  dafs  einer  seiner 
Punkte  zur  Deckung  mit  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes 
gelangt. 

Klllingi  Gnindlagen  der  Geometrie.    I.  19 
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IQ.  Für  einen  Körper  ist  die  Lage  eines  jeden  seiner  Punkte 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt,  sobald  die  Lage  aller  einem 
beliebigen  Teile  des  Körpers  angehörigen  Punkte  bestimmt  ist. 

Diese  Gesetze  möchten  wir  auch  den  weiteren  iJntersuchungen 
über  den  Raum  zu  Grunde  legen.  Das  dritte  Gesetz,  welches 
uns  hier  vor  allem  beschäftigen  soll,  kann  auch  folgenden  Aus- 
spruch erhalten: 

Bew^en  vnr  einen  Körper,  so  ist  dadurch  auch  fiir  jeden 
andern  Körper,  welcher  mit  dem  ersten  fest  verbunden  ist,  eine 
gewisse  Bewegimg  eindeutig  bestimmt. 

Wir  betrachten  demnach  einen  starren  Körper  und  denken 
uns  unb^enzt  weitere  Körper  damit  fest  verbunden.  Hierbei 
wird  keineswegs  vorausgesetzt,  dafs  es  möglich  sein  mufs,  diese 
Körper  sämtlich  zugleich  im  Räume  anzubringen;  es  genügt 
vorauszusetzen,  dafs  je  zwei  zusammenstofsende  Körper  zugleich 
im  Räume  liegen.  Alsdann  bedingt  die  Bewegung  des  ersten 
Körpers  auch  die  eines  jeden  damit  fest  verbundenen,  und  zwar 
gelangt  man,  wenn  die  Bewegung  des  ersten  und  die  Verknüpfung 
der  einzelnen  Körper  gegeben  ist,  für  jeden  weiteren  Körper  zu 
einer  einzigen  Bewegung.  So  mögen  die  Körper  Ki  und  K« 
keinen  Zusammenhang  haben ;  es  seien  aber  die  Körper  Kf,  K3  . . . 
K,_:  derartig  hinzugefugt,  dafs  je  zvrci  auf  einanderfolgende 
zugleich  im  Räume  liegen,  und  dafs  Ki  mit  K2,  Kt  mit  Ks ..., 
Ki_;  mit  Ki . . . ,  K»_i  mit  K,  fest  verbunden  ist.  Dann  ist  durch 
die  Bewegung  von  Ki  und  durch  die  Körper  K^ . . .  K«  auch  die 
Bewegung  von  K,  eindeutig  bestimmt,  Nachdem  die  Anfangs- 
lagen von  Kl  und  K,  und  die  Bewegung  von  Ki  gegeben  sind, 
wird  die  Bewegung  von  K,  auch  wieder  eindeutig  bestimmt  sein, 
wenn  zwischen  Ki  und  K,  irgend  andere  Körper  K«  . . .  Kp  in 
der  bezeichneten  Weise  eingeschoben  sind.  Dieselbe  Bewegung 
von  Kl  bedingt  also  einmal  infolge  der  Einschiebung  von  Kj . . .  Kg_] 
eine  bestimmte  Bewegung,  und  dann  eine  zweite  Bewegung  in- 
folge der  Einschiebung  von  Ks'...Kp.  Jetzt  ist  die  eine  Mög- 
lichkeit offenbar  vorhanden,  dols  K,  beidemal  dieselbe  Bewegung 
macht,  wie  auch  immer  die  andern  Körper  eingeschoben  sind. 
Diese  Annahme  ist  die  einfachste  und  liegt  den  Untersuchungen 
der  drei  ersten  Abschnitte  stillschweigend  zu  Grunde. 

Unter  dieser  Annahme  isr  durch  die  Bewegung  eines  Körpers 
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Kl  für  jeden  an  irgend  einer  andern  Stelle  liegenden  Körper  Kg 
eine  einzige  Bewegung  bestimmt.  Läfst  man  aber  Kg  die  hier- 
durch gefundene  Bewegung  machen,  so  wird  für  Ki  diejenige 
Bewegung  bestimmt,  von  der  wir  ausgingen.  Dadurch  wird  die 
Bewegung  von  dem  gewählten  Körper  ganz  unabhängig  und  durch 
diejenige  Stelle  des  Raumes  bestimmt,  welche  der  Körper  in  der 
Ruhelage  deckt.  Man  spricht  daher  wohl  von  einer  Bewegung 
its  Raumes,  nicht  als  wollte  man  dessen  Beweglichkeit  behaupten, 
sondern  nur,  um  anzudeuten,  dafs  man  für  jeden  Körper  eine 
eindeutig  bestimmte  Bewegung  erhält,  sobald  man  die  Stelle  des 
Raumes  kennt,  welche  er  in  der  Anfangslage  deckt.  Diese  Be- 
ziehung ist  so  wichtig,  dafs  man  verlangen  mufs,  sie  durch  einen 
kurzen,  wenn  auch  etwas  ungenauen  Ausdruck  bezeichnen  zu 
können. 

Man  kann  aber  mit  dem  Ausdruck  noch  eine  zweite  Vor- 
stellung verbinden.  A  und  A'  seien  zwei  Lagen  desselben  festen 
Körpers  Ki ;  wenn  Ki  die  erste  Lage  einnimmt,  möge  ein  damit 
in  der  bezeichneten  Weise  verbundener  Körper  Kg  die  Lage  B 
decken.  Gelangt  nun  Ki  durch  die  Bewegung  in  die  Lage  A', 
so  wird  auch  Kg  eine  bestimmte  zweite  Lage  B'  erhalten.  So 
wird  jedem  Punkte  P  des  Raumes,  wofern  er  als  der  ersten  Lage 
eines  mit  Ki  durch  Vermittlung  beliebiger  Körper  in  Zusammen- 
hang gebrachten  Körpers  Kg  angehörig  betrachtet  wird,  ein  zweiter 
Punkt  P  entsprechen,  in  welchen  derjenige  Punkt  von  Kg  gelangt, 
welcher  in  der  ersten  Lage  den  Punkt  P  deckt.  Hierdurch  ist 
eine  Zuordnung  der  sämtlichen  Punkte  des  Raumes  unter  einander 
festgesetzt,  indem  jedem  Punkte  P  ein  bestimmter  Punkt  P  ent- 
spricht. Gerade  wie  hier  mit  einer  bestimmten  zweiten  Lage 
geschehen,  läfst  sich  jede  bei  der  Bewegung  erlangte  Lage  und 
die  dadurch  bedingte  Zuordnung  der  Punkte  betrachten.  Man 
erhält  also  im  vorliegenden  Falle  eine  stetige  Folge  von  Zuord- 
nungen der  Punkte  des  Raumes;  diese  Folge  von  Zuordnungen 
ist  durch  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  bedingt;  sie  folgt 
denselben  Gesetzen  und  bestimmt  für  jeden  festen  Körper  selbst 
wieder  eine  Bewegung.  Alle  diese  Beziehungen  sollen  durch  den 
Ausdruck:  Bewegung  des  Raumes,  angedeutet  werden. 

Aber  die  Voraussetzung,  auf  der  die  Zulässigkeit  dieses  Aus- 
drucks begründet   war,   nämlich  die  Annahme,    dafs  die  einem 
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Körper  vermittelte  Bewegung  unabhängig  sei  von  den  vermittelnden 
Körpern,  ist  keineswegs  notwendig;  vielmehr  hat  uns  der  vorige 
Paragraph  bereits  Raumformen  kennen  gelehrt,  in  denen  diese 
Annahme  nicht  mehr  allgemein  gemacht  werden  kann.  Wir 
wählen  die  einfachste  unter  den  dort  betrachteten  Raumformen, 
nämlich  diejenige ,  in  welcher  der  Punkt  (x  +  a,  y,  z)  mit  dem 
Punkte  (x,  y,  z)  identisch  ist,  während  keine  hiervon  unabhängige 
Substitution  das  Zusammenfallen  von  Punkten  anzeigt. 

Um  den  Beweis  zu  führen,  teilen  wir  die  Strecke  der  X-Achse 
von  0  bis  a  in  ^  gleiche  Teile  und  nehmen  jeden  Teil  zur  Achse 
eines  geraden  Kreis-Cylinders  mit  einem  konstanten  Radius;  die 
einzelnen  Cylinder  mögen  mit  0,  1,  2 ...  ^  —  1  bezeichnet  werden. 
Den  ersten  Cylinder  (0)  lassen  wir  eine  Drehung  um  die  Y-Achse 
ausführen.  Da  die  Cylinder  0  und  1,  1  und  2 . . .  o'  —  1  und  o 
(für  0  <iQ)  je  zusammenhangen,  so  wird  die  durch  diese  Körper 
vermittelte  Bewegung  des  Cylinders  a  erhalten,  indem  man  in 
die  Gleichungen 

x'  =  X  cos  t  —  z  sin  t 

0)y'  =  y 

z'  =  X  sin  t  +  z  cos  t 

für  X   die  Werte  zwischen      a  und    -       -a  einsetzt,   w^ährend  v 

Q  Q  ' 

und  z  von  o*  unabhängige  Werte  erhalten. 

Nun  teile  man  die  Strecke  zwischen  (0,  0,  0)  und  ( —  a,  0,  0) 
in  (ß  gleiche  Teile  und  denke  auch  um  diese  Linie  Cylinder  der 
angegebenen  Art  gelegt,  welche  mit  —  1,  —  2  . . .  —  q  bezeichnet 
werden  mögen.  Dann  ist  der  Cylinder  —  i  identisch  mit  dem 
Cylinder  q — i,  also  (o)  identisch  mit  ( — ^ +  <>*)•  Man  erhält 
also  eine  zweite  Verbindung  der  Körper  (0)  und  (tf)  durch  die 
Körper  ( —  1),  ( —  2)  . . .  (  -  ^  +  o'+  1).  Die  hierdurch  ver- 
mittelte Bewegung  erhält  man  aber,  wenn  man  in  die  Gleichungen 

(1)  für  X  die  Werte  zwischen       ^^   —      a  und    --— -a  ein- 

setzt.  Diese  Bewegungen  sind  aber  in  der  That  von  einander 
verschieden. 

Wir  müssen  also  die  Voraussetzung  zulassen,  dafs,  wofern 
man  von  einer  bestimmten  Bewegung  eines  festen  Körpers  ausgeht 
und    einem   zweiten    Körper    durch    Vermittlung    anderer    eine 
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Bewegung  zuordnet,  diese  letztere  von  der  Wahl  der  vermittelnden 
Körper  abhängig  ist.  Um  diese  Voraussetzung  auf  eine  andere 
Form  zu  bringen,  gehen  wir  wieder  auf  die  beiden  oben  be- 
trachteten Reihen  Ki,  K»,  Ks  . . .  K,«.,  Kg  und  Ki,  K/,  Ka'.-.Kp', 
Kg  zurück,  und  nehmen  jetzt  an,  die  erste  Reihe  vermittle  bei 
derselben  Bewegung  von  Ki  für  Kg  eine  andere  Bewegung  als 
die  zweite.  Jetzt  betrachten  wir  die  geschlossene  Reihe  K1K2 
Ks  . . .  Kg«.iKgKp' . . .  Ks'Kj'Ki.  Da  je  zwei  auf  einander  folgende 
Körper  festen  Zusammenhang  haben,  so  wird  man  vermittelst 
dieser  Reihe  dem  Körper  Ki  eine  Bewegung  zuordnen.  Diese 
zweite  Bewegung  mufs  aber  von  der  ersten  verschieden  sein; 
wäre  sie  nämlich  mit  der  ersten  identisch,  so  würde  auch  für 
Kj'  sich  dieselbe  Bewegung  aus  der  Reihe  KiK^ . . .  KgKp'...K2' 
wie  aus  der  direkten  Verbindung  mit  Ki  ergeben,  und  daraus 
würde  folgen,  dafs  die  beiden  Reihen  Ki  Kj  . . .  Kg_i  und  Ki  Kg ' . . .  Kp' 
für  Kg  dieselbe  Bewegung  vermitteln.  Die  oben  angegebene 
Voraussetzung  kommt  also  auf  die  folgende  hinaus:  es  mufs 
möglich  sein,  eine  Reihe  von  Körpern  Ki,  Kj,  K3...Kt_i,  Kt, 
wo  Kt  mit  Kl  identisch  ist,  so  zu  bestimmen,  dafs  je  zwei  auf 
einander  folgende  zusammenhangen  und  dafs  die  durch  diese 
Reihe  für  Kt  vermittelte  Bewegung  von  der  dem  Ki  beige- 
legten verschieden  ist. 

Auch  hierfür  liefert  die  vorhin  gewählte  Raumform  ein 
passendes  Beispiel.  Die  oben  mit  (0),  (1),  (2)  . . .  (^)  bezeich- 
neten Körper  bilden  eine  Reihe,  wie  wir  sie  so  eben  betrachtet 
haben,  worin  je  zwei  auf  einander  folgende  Körper  zusammen- 
hangen und  worin  der  letzte  Körper  mit  dem  ersten  identisch 
ist.  Die  Bewegung,  welche  dem  Körper  (0)  anfangs  beigelegt 
wird,  möge  erhalten  werden,  indem  man  in  die  Gleichungen  (1) 

für  X  die  Werte  zwischen  0  und  -  a  einsetzt.    Um  die  durch  die 

Q 

Einschiebung  vermittelte  Bewegung    analytisch    darzustellen,   hat 

0+1 

man  der  Variabein  x  die  Wene  zwischen  a  und  -  -  -a  zu  geben. 

Diese  beiden  Bewegungen  sind  aber  von  einander  verschieden. 

Jetzt  kann  man  sich  von  der  Wahl  der  vermittelnden  Körper 
in  etwa  unabhängig  machen.  Sind  zwei  Körper  Ki  und  Kt  ge- 
geben, (wo  Kt  auch  mit  Ki   identisch  sein  kann),  so  ziehe  man 
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einen  Linienzug  von  einem  Punkte  von  Ki  nach  einem  Punkte 
von  Kt  und  setze  fest,  dafs  er  in  der  Richtung  von  Ki  nach  Kt 
durchlaufen  werden  soll.  Dieser  Linienzug  kann  ganz  beliebig 
sein  und  sich  öfters  schneiden;  nur  mufs  in  jedem  mehrmals 
durchlaufenen  Punkte  die  Richtung  des  weiteren  Fortschreitens 
fest  bestimmt  sein.  Man  zerlege  ihn  in  hinreichend  kleine  Teile 
li,  I2...I1,  li_}_i. .  .It-i,  lt.  Für  jeden  Teil  bestimmt  man  einen 
Körper  K|,  welcher  den  ganzen  Teil  li  der  Linie  enthält;  die 
Wahl  mufs  so  getroffen  w^erden,  dafs  für  jedes  i  die  zwei  auf 
einander  folgenden  Körper  K|  und  Ki-ui  als  Teile  eines  einzigen 
Körpers  angesehen  w^erden  können.  Dieser  Linienzug  sei  auf 
andere  Weise  in  die  Teile:  1/,  U  ..  .l«'  zerlegt  und  nach  denselben 
Bestimmungen  seien  die  Körper  K^',  K»  ...K,-.!',  K.'  einge- 
schoben, wo  Kg'  und  Kt  als  identisch  angesehen  werden  mögen. 
Dann  übersieht  man  unmittelbar,  dafs  die  auf  die  zweite  Weise 
vermittelte  Bewegung  jedesmal  dieselbe  ist,  von  welcher  Bewegung 
des  Körpers  Ki  man  auch  ausgehen  mag.  Dasselbe  gilt  von  den 
einzelnen  Körpern,  welche  an  irgend  einer  andern  Stelle  der  Linie 
angebracht  werden;  die  Linie  selbst,  die  Richtung,  in  der  sie 
durchlaufen  wird,  und  die  Strecke,  welche  man  auf  ihr  zurück- 
gelegt hat,  bestimmen  durchaus  eindeutig  die  Bewegung  für  jeden 
Körper,  welcher  das  Ende  der  gewählten  Strecke  deckt.  Ordnen 
wir  also  jedem  Teile  des  Raumes,,  der  in  einer  gewissen  Um- 
gebung des  Linienzuges  liegt,  diejenige  Transformation  zu,  durch 
welche  die  Bewegung  eines  in  ihm  enthaltenen  Körpers  bestimmt 
wird,  so  wird  dadurch  jedem  Raumteil  eine  bestimmte  Trans- 
formation zugeordnet.  Allerdings  können  dabei  demselben  Raum- 
teile verschiedene  Transformationen  zugeordnet  werden ;  aber 
dann  kann  man  diese  durch  die  zugehörigen  Teile  des  Linien- 
zuges unterscheiden.  Somit  darf  man  in  uneigentHchem  Sinne 
auch  von  einer  durch  den  Linienzug  bestimmten  Bewegung  des 
Raumteiles  sprechen. 

Wenn  eine  gerade  Linie  durch  denselben  Punkt  P  zweimal 
hindurchgeht,  sei  es,  dafs  sie  geschlossen  ist  oder  sich  selbst  in 
diesem  Punkte  durchschneidet,  so  kann  die  Länge  PP  in  keinem 
Körper  vorkommen;  denn  sonst  müfste  es  mögHch  sein,  dem 
Körper  eine  Lage  zu  geben,  bei  welcher  verschiedene  Punkte  des 
Körpers  denselben  Punkt  des  Raumes  decken,  was  nicht  angeht. 
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Die  Länge  PP  darf  also  nicht  unter  eine  fest  bestimmte  Gröfse 
sinken,  von  welcher  Stelle  des  Raumes  man  auch  ausgeht  und 
welche  Gerade  man  auch  wählt.  Von  dieser  Bemerkung  werden 
wir  oft  Gebrauch  machen  müssen. 

§  5. 

Analytische  Bestimmung   der  allgemein   in  sich  beweglichen 

Banmformen. 

Im  Anschlufs  an  die  §§  24  und  25  des  ersten  Abschnitts 
und  an  die  Ergebnisse  des  zweiten  Abschnitts  ist  in  §  14  des 
dritten  Abschnitts  gezeigt  worden,  dafs  für  einen  gewissen  end- 
lichen Bereich,  der  in  einem  n - dimensionalen  Räume  passend 
abgegrenzt  ist,  sich  nur  drei  Möglichkeiten  ergeben  und  dafs  jede 
von  ihnen  durch  eine  gewisse  Konstante  l:k*,  welche  als  das 
Krümmungsmafs  bezeichnet  wird,  charakterisiert  werden  kann. 
Dann  ist  es  möglich,  innerhalb  dieses  Bereiches  die  Lage  eines 
jeden  Punktes  durch  n  Gröfsen  (xi  ...Xn),  die  Koordinaten,  zu 
bestimmen,  in  dem  Sinne,  dafs  jedem  Punkte  des  Bereiches  ein 
einziges  Wertsystem  und  jedem  hierbei  erhaltenen  Wertsystem 
ein  einziger  Punkt  entspricht.  Zu  dem  Zwecke  konstruieren  wir 
n  Ebenen  von  n  —  1- Dimensionen,  welche  sich  in  einem  Punkte 
des  Bereiches  schneiden  und  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
fällen  von  dem  zu  bestimmenden  Punkte  die  Senkrechten  pi, 
Pf  . . .  p„  auf  diese  Ebenen.  Für  ein  verschwindendes  Krümmungs- 
mafs nehmen  wir  die  Längen  dieser  Senkrechten  selbst  zu  Koor- 
dinaten, bei  einem  endlichen  Werte  von  k*  aber  die  Funktionen 

k  sin  ~ . . .  k  sin  '^  •  Allerdings  haben  wir,  um  die  Formeln  mög- 
lichst einfach  zu  machen,  noch  eine  Gröfse  Xo  hinzugefügt, 
aber   diese    ist   eine    Funktion    der   n    übrigen,    nämlich   gleich 


/ 


^         Xi  *  +  Xg  ^  +  .  .  .  +  Xn* 


k^ 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  auch  jedem  andern  Punkte  des 
Raumes  diejenigen  Koordinaten  zuzuordnen,  welche  den  obigen 
Festsetzungen  entsprechen.  Wir  könnten  daran  denken,  die  ein- 
zelnen Koordinaten -Ebenen  zunächst  immer  weiter  auszudehnen 
und  dann  wieder  die  Senkrechten  hierauf  zu  fällen.     Aber  abge- 
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III.  Für  einen  Köq)er  ist  die  Lage  eines  jeden  seiner  Punkte 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt,  sobald  die  Lage  aller  einem 
beliebigen  Teile  des  Körpers  angehörigen  Punkte  bestimmt  ist. 

Diese  Gesetze  möchten  wir  auch  den  weiteren  tintersuchungen 
über  den  Raum  zu  Grunde  legen.  Das  dritte  Gesetz,  welches 
uns  hier  vor  allem  beschäftigen  soll,  kann  auch  folgenden  Aus- 
spruch erhalten: 

Bewegen  wir  einen  Körper,  so  ist  dadurch  auch  für  jeden 
andern  Körper,  welcher  mit  dem  ersten  fest  verbunden  ist,  eine 
gewisse  Bewegung  eindeutig  bestimmt. 

Wir  betrachten  demnach  einen  starren  Körper  und  denken 
uns  unbegrenzt  weitere  Körper  damit  fest  verbunden.  Hierbei 
wird  keineswegs  vorausgesetzt,  dafs  es  möglich  sein  mufs,  diese 
Körper  sämtlich  zugleich  im  Räume  anzubringen;  es  genügt 
vorauszusetzen,  dafs  je  zwei  zusammenstofsende  Körper  zugleich 
im  Räume  liegen.  Alsdann  bedingt  die  Bewegung  des  ersten 
Körpers  auch  die  eines  jeden  damit  fest  verbundenen,  und  zwar 
gelangt  man,  wenn  die  Bewegung  des  ersten  und  die  Verknüpfung 
der  einzelnen  Körper  gegeben  ist,  für  jeden  weiteren  Körper  zu 
einer  einzigen  Bewegung.  So  mögen  die  Körper  Ki  und  Kg 
keinen  Zusammenhang  haben;  es  seien  aber  die  Körper  K»,  Ks  . . . 
Kg_i  derartig  hinzugefügt,  dafs  je  zwei  auf  einanderfolgende 
zugleich  im  Räume  liegen,  und  dafs  Ki  mit  K2,  Kg  mit  K3 ..., 
Ki_i  mitKi...,  Kg-i  mit  Kg  fest  verbunden  ist.  Dann  ist  durch 
die  Bewegung  von  Ki  und  durch  die  Körper  K2  . . .  Kg  auch  die 
Bewegung  von  Kg  eindeutig  bestimmt.  Nachdem  die  Anfangs- 
lagen von  Kl  und  K.  und  die  Bewegung  von  Ki  gegeben  sind, 
wird  die  Bewegung  von  Kg  auch  wieder  eindeutig  bestimmt  sein, 
wenn  zwischen  Ki  und  Kg  irgend  andere  Körper  K2'...Kp  in 
der  bezeichneten  Weise  eingeschoben  sind.  Dieselbe  Bewegung 
von  Kl  bedingt  also  einmal  infolge  der  Einschiebung  von  Kg . . .  Kg_i 
eine  bestimmte  Bewegung,  und  dann  eine  zweite  Bewegung  in- 
folge der  Einschiebung  von  K^\.,Kp',  Jetzt  ist  die  eine  Mög- 
lichkeit offenbar  vorhanden,  dafs  Kg  beidemal  dieselbe  Bewegung 
macht,  wie  auch  immer  die  andern  Körper  eingeschoben  sind. 
Diese  Annahme  ist  die  einfachste  und  liegt  den  Untersuchungen 
der  drei  ersten  Abschnitte  stillschweigend  zu  Grunde. 

Unter  dieser  Annahme  ist  durch  die  Bewegung  eines  Körpers 
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Kl  für  jeden  an  irgend  einer  andern  Stelle  liegenden  Körper  Kg 
eine  einzige  Bewegung  bestimmt.  Läfst  man  aber  Kg  die  hier- 
durch gefundene  Bewegung  machen,  so  wird  für  Ki  diejenige 
Bewegung  bestimmt,  von  der  wir  ausgingen.  Dadurch  wird  die 
Bewegung  von  dem  gewählten  Körper  ganz  unabhängig  und  durch 
diejenige  Stelle  des  Raumes  bestimmt,  welche  der  Körper  in  der 
Ruhelage  deckt.  Man  spricht  daher  wohl  von  einer  Bewegung 
des  Raumes,  nicht  als  wollte  man  dessen  Beweglichkeit  behaupten, 
sondern  nur,  um  anzudeuten,  dafs  man  für  jeden  Körper  eine 
eindeutig  bestimmte  Bewegung  erhält,  sobald  man  die  Stelle  des 
Raumes  kennt,  welche  er  in  der  Anfangslage  deckt.  Diese  Be- 
ziehung ist  so  wichtig,  dafs  man  verlangen  mufs,  sie  durch  einen 
kurzen,  wenn  auch  etwas  ungenauen  Ausdruck  bezeichnen  zu 
können. 

Man  kann  aber  mit  dem  Ausdruck  noch  eine  zweite  Vor- 
stellung verbinden.  A  und  A'  seien  zwei  Lagen  desselben  festen 
Körpers  Ki ;  wenn  Kj  die  erste  Lage  einnimmt,  möge  ein  damit 
in  der  bezeichneten  Weise  verbundener  Körper  Kg  die  Lage  B 
decken.  Gelangt  nun  Ki  durch  die  Bewegung  in  die  Lage  A', 
so  wird  auch  Kg  eine  bestimmte  zweite  Lage  B'  erhalten.  So 
wird  jedem  Punkte  P  des  Raumes,  wofern  er  als  der  ersten  Lage 
eines  mit  Ki  durch  Vermittlung  beliebiger  Körper  in  Zusammen- 
hang gebrachten  Körpers  Kg  angehörig  betrachtet  wird,  ein  zweiter 
Punkt  P'  entsprechen,  in  welchen  derjenige  Punkt  von  Kg  gelangt, 
welcher  in  der  ersten  Lage  den  Punkt  P  deckt.  Hierdurch  ist 
eine  Zuordnung  der  sämtlichen  Punkte  des  Raumes  unter  einander 
festgesetzt,  indem  jedem  Punkte  P  ein  bestimmter  Punkt  P'  ent- 
spricht. Gerade  wie  hier  mit  einer  bestimmten  zweiten  Lage 
geschehen,  läfst  sich  jede  bei  der  Bewegung  erlangte  Lage  und 
die  dadurch  bedingte  Zuordnung  der  Punkte  betrachten.  Man 
erhält  also  im  vorliegenden  Falle  eine  stetige  Folge  von  Zuord- 
nungen der  Punkte  des  Raumes;  diese  Folge  von  Zuordnungen 
ist  durch  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  bedingt;  sie  folgt 
denselben  Gesetzen  und  bestimmt  für  jeden  festen  Körper  selbst 
wieder  eine  Bewegung.  Alle  diese  Beziehungen  sollen  durch  den 
Ausdruck:  Bewegung  des  Raumes,  angedeutet  werden. 

Aber  die  Voraussetzung,  auf  der  die  Zulässigkeit  dieses  Aus- 
drucks begründet    war,    nämlich  die  Annahme,    dafs  die  einem 
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Körper  vermittelte  Bewegung  unabhängig  sei  von  den  vermittelnden 
Körpern,  ist  keineswegs  notwendig ;  vielmehr  hat  uns  der  vorige 
Paragraph  bereits  Raumformen  kennen  gelehrt,  in  denen  diese 
Annahme  nicht  mehr  allgemein  gemacht  werden  kann.  Wir 
wählen  die  einfachste  unter  den  dort  betrachteten  Raumformen, 
nämlich  diejenige,  in  welcher  der  Punkt  (x  +  a,  y,  z)  mit  dem 
Punkte  (x,  y,  z)  identisch  ist,  während  keine  hiervon  unabhängige 
Substitution  das  Zusammenfallen  von  Punkten  anzeigt. 

Um  den  Beweis  zu  führen,  teilen  wir  die  Strecke  der  X-Achse 
von  0  bis  a  in  ^  gleiche  Teile  und  nehmen  jeden  Teil  zur  Achse 
eines  geraden  Kreis-Cylinders  mit  einem  konstanten  Radius;  die 
einzelnen  Cylinder  mögen  mit  0,  1,  2 ...  (>  —  1  bezeichnet  werden. 
Den  ersten  Cylinder  (0)  lassen  wir  eine  Drehung  um  die  Y-Achse 
ausführen.  Da  die  Cylinder  0  und  1,  1  und  2 . . .  tf  —  1  und  o' 
(für  o'  <C  q)  je  zusammenhangen,  so  wird  die  durch  diese  Körper 
vermittelte  Bewegung  des  Cylinders  a  erhalten,  indem  man  in 
die  Gleichungen 

x'  =  X  cos  t  —  z  sin  t 

(1)  y'  =  y 

z'  =  X  sin  t  +  z  cos  t 

für  X   die  Werte  zwischen  -  a  und  -  -      a  einsetzt,   während  v 

Q  9  " 

und  z  von  a  unabhängige  Werte  erhalten. 

Nun  teile  man  die  Strecke  zwischen  (0,  0,  0)  und  ( —  a,  0,  0) 
in  Q  gleiche  Teile  und  denke  auch  um  diese  Linie  Cylinder  der 
angegebenen  Art  gelegt,  welche  mit  —  1,  —  2  . ..  —  q  bezeichnet 
werden  mögen.  Dann  ist  der  Cylinder  —  r  identisch  mit  dem 
Cylinder  ^— r,  also  (o)  identisch  mit  (— ^4-ö")-  Man  erhält 
also  eine  zweite  Verbindung  der  Körper  (0)  und  (tf)  durch  die 
Körper  ( — 1),  ( — 2)...  (-(>  +  o*+l).  Die  hierdurch  ver- 
mittelte Bewegung  erhält  man  aber,  wenn  man  in  die  Gleichungen 

(1)  für  X  die  Werte  zwischen      -^— ^     -      a  und  -  -  ^-a  ein- 

setzt.     Diese  Bewegungen  sind  aber  in   der  That  von    einander 
verschieden. 

Wir  müssen  also  die  Voraussetzung  zulassen,  dafs,  wofern 
man  von  einer  bestimmten  Bewegung  eines  festen  Körpers  ausgeht 
und    einem   zweiten    Körper    durch    Vermittlung    anderer    eine 
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Bewegung  zuordnet,  diese  letztere  von  der  Wahl  der  vermittelnden 
Körper  abhängig  ist.  Um  diese  Voraussetzung  auf  eine  andere 
Form  zu  bringen,  gehen  wir  wieder  auf  die  beiden  oben  be- 
trachteten Reihen  Ki,  K»,  K»  . . .  Kg«  ,  K»  und  Ki,  K/,  Ka'.-.Kp', 
Kg  zurück,  und  nehmen  jetzt  an,  die  erste  Reihe  vermittle  bei 
derselben  Bewegung  von  Ki  für  K,  eine  andere  Bewegung  als 
die  zweite.  Jetzt  betrachten  wir  die  geschlossene  Reihe  KiKg 
Ks  . . .  Kg-iKgKp' ...  K3' Kg 'Kl.  Da  je  zwei  auf  einander  folgende 
Körper  festen  Zusammenhang  haben,  so  wird  man  vermittelst 
dieser  Reihe  dem  Körper  Ki  eine  Bewegung  zuordnen.  Diese 
zweite  Bewegung  mufs  aber  von  der  ersten  verschieden  sein; 
wäre  sie  nämlich  mit  der  ersten  identisch,  so  würde  auch  für 
Kj'  sich  dieselbe  Bewegung  aus  der  Reihe  KiK^ . . .  KgKp'...K2' 
wie  aus  der  direkten  Verbindung  mit  Ki  ergeben,  und  daraus 
würde  folgen,  dafs  die  beiden  Reihen  KiK, . . .  Kg__i  und  Ki  K,' . .  .Kp' 
für  Kg  dieselbe  Bewegung  vermitteln.  Die  oben  angegebene 
Voraussetzung  kommt  also  auf  die  folgende  hinaus:  es  mufs 
möglich  sein,  eine  Reihe  von  Körpern  Ki,  Kj,  K3...Kt_i,  Kt, 
wo  Kt  mit  Kl  identisch  ist,  so  zu  bestimmen,  dafs  je  zwei  auf 
einander  folgende  zusammenhangen  und  dafs  die  durch  diese 
Reihe  für  Kt  vermittelte  Bewegung  von  der  dem  Ki  beige- 
legten verschieden  ist. 

Auch  hierfür  liefert  die  vorhin  gewählte  Raumform  ein 
passendes  Beispiel.  Die  oben  mit  (0),  (1),  (2)  . . .  {q)  bezeich- 
neten Körper  bilden  eine  Reihe,  wie  wir  sie  so  eben  betrachtet 
haben,  worin  je  zwei  auf  einander  folgende  Körper  zusammen- 
hangen und  worin  der  letzte  Körper  mit  dem  ersten  identisch 
ist.  Die  Bewegung,  welche  dem  Körper  (0)  anfangs  beigelegt 
wird,  möge  erhalten  werden,  indem  man  in  die  Gleichungen  (1) 

für  X  die  Werte  zwischen  0  und  -  a  einsetzt.    Um  die  durch  die 

e 

Einschiebung  vermittelte  Bewegung    analytisch    darzustellen,   hat 

0+  1 
man  der  Variabein  x  die  Werte  zwischen  a  und  -     -    a  zu  geben. 

9 
Diese  beiden  Bewegungen  sind  aber  von  einander  verschieden. 

Jetzt  kann  man  sich  von  der  Wahl  der  vermittelnden  Körper 
in  etwa  unabhängig  machen.  Sind  zwei  Körper  K,  und  Kt  ge- 
geben, (wo  Kt  auch  mit  Ki   identisch  sein  kann),  so  ziehe  man 
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einen  Linienzug  von  einem  Punkte  von  Ki  nach  einem  Punkte 
von  Kt  und  setze  fest,  dafs  er  in  der  Richtung  von  Ki  nach  Kt 
durchlaufen  werden  soll.  Dieser  Linienzug  kann  ganz  beliebig 
sein  und  sich  öfters  schneiden;  nur  mufs  in  jedem  mehrmals 
durchlaufenen  Punkte  die  Richtung  des  weiteren  Fortschreitens 
fest  bestimmt  sein.  Man  zerlege  ihn  in  hinreichend  kleine  Teile 
li,  U  ...Ij,  li4i...lt_i,  lt.  Für  jeden  Teil  bestimmt  man  einen 
Körper  K|,  welcher  den  ganzen  Teil  1|  der  Linie  enthält;  die 
Wahl  mufs  so  getroffen  werden,  dafe  für  jedes  i  die  zwei  auf 
einander  folgenden  Körper  K|  und  Ki4.i  als  Teile  eines  einzigen 
Körpers  angesehen  werden  können.  Dieser  Linienzug  sei  auf 
andere  Weise  in  die  Teile:  U',  I2  ..  -V  zerlegt  und  nach  denselben 
Bestimmungen  seien  die  Körper  Ki',  K»'...K8_i',  K.'  einge- 
schoben, wo  Kg'  und  Kt  als  identisch  angesehen  werden  mögen. 
Dann  übersieht  man  unmittelbar,  dafs  die  auf  die  zweite  Weise 
vermittelte  Bewegung  jedesmal  dieselbe  ist,  von  welcher  Bewegung 
des  Körpers  Ki  man  auch  ausgehen  mag.  Dasselbe  gilt  von  den 
einzelnen  Körpern,  welche  an  irgend  einer  andern  Stelle  der  Linie 
angebracht  werden;  die  Linie  selbst,  die  Richtung,  in  der  sie 
durchlaufen  wird,  und  die  Strecke,  welche  man  auf  ihr  zurück- 
gelegt hat,  bestimmen  durchaus  eindeutig  die  Bewegung  für  jeden 
Körper,  welcher  das  Ende  der  gewählten  Strecke  deckt.  Ordnen 
wir  also  jedem  Teile  des  Raumes,,  der  in  einer  gewissen  Um- 
gebung des  Linienzuges  liegt,  diejenige  Transformation  zu,  durch 
welche  die  Bewegung  eines  in  ihm  enthaltenen  Körpers  bestimmt 
wird,  so  wird  dadurch  jedem  Raumteil  eine  bestimmte  Trans- 
formation zugeordnet.  Allerdings  können  dabei  demselben  Raum- 
teile verschiedene  Transformationen  zugeordnet  werden;  aber 
dann  kann  man  diese  durch  die  zugehörigen  Teile  des  Linien- 
zuges unterscheiden.  Somit  darf  man  in  uneigentlichem  Sinne 
auch  von  einer  durch  den  Linienzug  bestimmten  Bewegung  des 
Raumteiles  sprechen. 

Wenn  eine  gerade  Linie  durch  denselben  Punkt  P  zweimal 
hindurchgeht,  sei  es,  dafs  sie  geschlossen  ist  oder  sich  selbst  in 
diesem  Punkte  durchschneidet,  so  kann  die  Länge  PP  in  keinem 
Körper  vorkommen;  denn  sonst  müfste  es  möglich  sein,  dem 
Körper  eine  Lage  zu  geben,  bei  welcher  verschiedene  Punkte  des 
Körpers  denselben  Punkt  des  Raumes  decken,  was  nicht  angeht. 
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Die  Länge  PP  darf  also  nicht  unter  eine  fest  bestimmte  Gröfse 
sinken,  von  welcher  Stelle  des  Raumes  man  auch  ausgeht  und 
welche  Gerade  man  auch  wählt.  Von  dieser  Bemerkung  werden 
wir  oft  Gebrauch  machen  müssen. 

§  5. 

Analytische  Bestimmung   der  allgemein   in  sieh  beweglichen 

Banmformen. 

Im  Anschlufs  an  die  §§  24  und  25  des  ersten  Abschnitts 
und  an  die  Ergebnisse  des  zweiten  Abschnitts  ist  in  §  14  des 
dritten  Abschnitts  gezeigt  worden,  dafs  für  einen  gewissen  end- 
lichen Bereich,  der  in  einem  n-dimensionalen  Räume  passend 
abgegrenzt  ist,  sich  nur  drei  Möglichkeiten  ergeben  und  dafs  jede 
von  ihnen  durch  eine  gewisse  Konstante  l:k*,  welche  als  das 
Krümmungsmafs  bezeichnet  wird,  charakterisiert  werden  kann. 
Dann  ist  es  möglich,  innerhalb  dieses  Bereiches  die  Lage  eines 
jeden  Punktes  durch  n  Gröfsen  (xi  ...Xn),  die  Koordinaten,  zu 
bestimmen,  in  dem  Sinne,  dafs  jedem  Punkte  des  Bereiches  ein 
einziges  Wertsystem  und  jedem  hierbei  erhaltenen  Wertsystem 
ein  einziger  Punkt  entspricht.  Zu  dem  Zwecke  konstruieren  wir 
n  Ebenen  von  n  —  1- Dimensionen,  welche  sich  in  einem  Punkte 
des  Bereiches  schneiden  und  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
fällen  von  dem  zu  bestimmenden  Punkte  die  Senkrechten  pi, 
Pt . . .  Pn  auf  diese  Ebenen.  Für  ein  verschwindendes  Krümmungs- 
mafs nehmen  wir  die  Längen  dieser  Senkrechten  selbst  zu  Koor- 
dinaten, bei  einem  endlichen  Werte  von  k*  aber  die  Funktionen 

k  sin  j^- ...  k  sin  "j "  •    Allerdings  haben  wir,  um  die  Formeln  mög- 

liehst  einfach  zu  machen,  noch  eine  Gröfse  Xo  hinzugefügt, 
aber   diese    ist   eine    Funktion    der   n    übrigen,    nämlich    gleich 


/ 


^       Xi  »  +  Xg  ^  +  .  ..  -f  x„ 


k^ 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  auch  jedem  andern  Punkte  des 
Raumes  diejenigen  Koordinaten  zuzuordnen,  welche  den  obigen 
Festsetzungen  entsprechen.  Wir  könnten  daran  denken,  die  ein- 
zelnen Koordinaten -Ebenen  zunächst  immer  weiter  auszudehnen 
und  dann  wieder  die  Senkrechten  hierauf  zu  fällen.     Aber  abge- 
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sehen  davon,  dafs  wir  nicht  von  vorn  herein  beweisen  können, 
dafs  von  jedem  Punkte  eine  einzige  Senkrechte  auf  eine  Ebene 
gefällt  werden  kann,  dieser  Satz  vielmehr  nicht  in  voller  Allge- 
meinheit besteht,  würden  wir  gezwungen  sein,  neue  Annahmen 
zu  machen,  also  das  Prinzip  verlassen,  nach  welchem  es  geboten 
erscheint,  die  Axiome  auf  die  geringste  Zahl  zurückzuführen. 
Auch  in  der  Praxis  gelingt  es  meistens  nicht,  die  Senkrechten 
unmittelbar  zu  messen ;  vielmehr  ist  es  bei  gröfseren  Entfernungen 
notwendig,  die  Koordinaten  auf  einem  indirekten  Wege  zu  be- 
stimmen. 

Wir  suchen  also  nach  Merkmalen,  welche  uns  erkennen 
lassen,  dafs  die  für  neue  Punkte  erhaltenen  Koordinaten  als  Fort- 
setzung der  früheren  gelten  können.  Dazu  ist  an  erster  Stelle 
die  Stetigkeit  notwendig;  d.  h.  wenn  Punkte  eine  stetige  Mannig- 
faltigkeit im  Räume  bilden,  so  müssen  ihre  Koordinaten  auch 
eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  Wertsystemen  bilden.  Diese 
Bedingung  allein  genügt  aber  nicht;  vielmehr  mufs  eine  zweite 
hinzutreten,  in  welcher  die  erste  schon  eingeschlossen  ist.  Man 
lasse  einen  Körper  Ki,  welcher  in  der  Ruhelage  dem  zuerst  be- 
trachteten Raumteile  angehört,  eine  gewisse  Bewegung  machen; 
durch  Vermittlung  der  Körper  Kg,  K3  ...  Kg. i  sei  man  zu  einem 
Körper  K<  gelangt  und  habe  den  sämtlichen  Punkten,  welche  von 
Kg,  K3...K8_i,  Ks  in  der  Ruhelage  gedeckt  werden,  Koordinaten 
zugeordnet.  Läfet  man  Ki  eine  Bewegung  machen,  so  werden 
seine  Koordinaten  Veränderungen  unterworfen,  welche  durch 
gewisse  lineare  Gleichungen  angegeben  werden;  dann  soll  die 
hierdurch  für  Kg,  K8...K8_i,  Kg  hergeleitete  Bewegung  ana- 
lytisch dadurch  ausgedrückt  werden,  dafs  man  die  für  Ki  (i  =  2..  .s) 
aufgestellten  Koordinaten  in  dieselben  Gleichungen  einsetzt.  Wir 
wollen  zeigen,  dafs  eine  solche  Zuordnung  allgemein  möglich  ist. 
Nur  mufs  vorläufig  die  Frage  unerörtert  bleiben,  ob  demselben 
Punkte  nicht  verschiedene  Koordinatenwerte  entsprechen  können. 

Am  übersichtlichsten  läfst  sich  diese  Aufgabe  für  ein  ver- 
schwindendes Kümmungsmafs  lösen.  Man  gehe  von  einem  Körper 
aus,  der  in  seinem  Innern  den  Anfangspunkt  enthält.  Zu  allen 
Punkten,  welche  der  Körper  in  der  Ruhelage  deckt,  mögen  die 
Koordinaten  bestimmt  sein,  und  jedem  so  erhaltenen  Wertsystem 
(xi  . . .  Xn)  soll  nur  ein  einziger  Punkt  entsprechen.     Mit  diesem 
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Köq)er  führe  man  eine  Verschiebung  längst  der  ersten  Achse 
(xj  =  X3  =  . . .  =Xn  =  0)  aus.  Von  dieser  Achse  liegt  nur  ein 
gewisses  Stück  innerhalb  der  Ruhelage  des  Körpers;  somit  ist 
auch  nur  eine  endliche  dieser  Achse  angehörende  Strecke  gegeben, 
nämlich  diejenigen  Punkte,  für  welche  die  Koordinate  Xi  hin- 
länglich kleine  positive  und  negative  Werte  erhält.  Betrachten 
wir  aber  eine  zweite  durch  die  Verschiebung  erhaltene  Lage,  und 
zwar  eine  solche,  bei  welcher  ein  Teil  des  Körpers  noch  dem 
in  der  Ruhelage  gedeckten  Räume  angehört:  so  werden  hierfür 
die  Koordinaten  Xs...Xq  ungeändert  bleiben,  alle  Xi  aber  um 
dieselbe  (positive  oder  negative)  Gröfsc  wachsen.  Wir  müssen 
daher  dieselbe  Bestimmung  auch  für  die  neu  gedeckten  Punkte 
treflfen.  Wenn  also  irgend  ein  Punkt  des  Körpers  in  der  Anfangs- 
lage den  Punkt  (xi ,  x^ . . .  x«)  des  Raumes  deckt,  so  müssen  wir 
demjenigen  Punkte,  mit  dem  er  in  der  zweiten  Lage  zusammen- 
fällt, die  Koordinaten  (xi  +  ?i  >  xg . . .  Xn)  beilegen ,  wo  ?i  von 
X|  . . .  Xn  ganz  unabhängig  und  nur  durch  die  zweite  Lage  bestimmt 
ist  Auf  dieselbe  Weise  können  wir  aber  beliebig  fortfahren;  wir 
vergröisem  die  gewählte  Achse  immer  mehr  und  nehmen  längs 
des  neu  erhaltenen  Stückes  eine  Verschiebung  vor.  Somit  kann 
die  Gröfse  fi,  um  welche  alle  Xi  wachsen  sollen,  ganz  beliebig 
angenommen  werden,  und  man  kann  den  Koordinaten  Xi ,  x^  . . .  Xn 
auch  dann  noch  einen  Punkt  zuordnen,  wenn  Xi  beliebig  grofs 
ist,  wofern  nur  die  Gröfsen  x« ,  X3  . . .  Xn  unterhalb  derjenigen 
Grenzen  bleiben,  welche  sich  aus  der  Ruhelage  des  Körpers  er- 
geben. Durch  die  vorgenommene  Verschiebung  möge  derjenige 
Punkt,  welcher  anfangs  den  Nullpunkt  deckte,  in  den  Punkt 
(fi>  Oy  0,  ...0)  gelangen.  In  dieser  Lage  gehört  dem  Körper 
eine  gerade  Strecke  an,  deren  Punkte  den  Gleichungen  genügen 
(x3  =  X4  = : . .  =  Xn  =  0,  Xi  =  f  1 ).  Längs  dieser  Geraden  kann 
wieder  eine  Verschiebung  des  Körpers  vorgenommen,  dadurch 
die  Gerade  selbst  verlängert  und  das  hinzugekommene  Stück 
wieder  als  Achse  einer  Verschiebung  gewählt  werden.  Auch 
diese  Operation  darf  man  beliebig  fortsetzen.  Dabei  bleiben  die 
Koordinaten  werte  xs,  X4  . .  .x«,  xi  ungeändert,  während  der  Wert 
von  X2  um  eine  gewisse  Konstante  ?2  zunimmt.  Derjenige  Punkt 
des  Körpers,  der  bei  Beginn  der  ersten  Bewegung  den  Anfangs- 
punkt   (0,   ()...0)    deckt,    hat    durch   die   beiden   auf  einander 
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folgenden  Bewegungen  eine  Lage  erhalten,  die  durch  die  Koor- 
dinaten (xi  =  ?i ,  X»  =  J2>  xs  =  . . .  —  Xn  =  0)  angegeben  wird ; 
überhaupt  erhält  jeder  Punkt  des  Körpers,  der  anfangs  die  Koor- 
dinaten (xi,  X2,  xs...Xn)  hatte,  die  Lage  (xi+?i>  xj+?i> 
X3 . . .  Xn).  In  dieser  neuen  Lage  gehört  dem  Körper  eine  gerade 
Strecke  an,  deren  Punkte  die  Koordinaten  besitzen  X4  ==■...  =  Xn 
=  0,  Xi  =?i,  X2  =f2.  Man  verschiebe  den  Körper  längs  dieser 
Geraden  und  wiederhole  mehrmals  den  früher  vorgenommenen 
Prozefs;  hierdurch  kann  man  jedem  Wertsystem  Xi  =fi,  x»  ==  ?• 
. . .  Xn  =  ?n  für  beliebige  Werte  von  Ji . . .  ?n  einen  einzigen  Punkt 
zuordnen. 

Auf  der  ersten  Achse  denke  man  Körper  Ki ,  Kj . . .  Kg— i, 
K,  so  neben  einander  gelegt,  dafs  je  zwei  auf  einander  folgende 
zusammen  hangen  und  dafs  der  erste  den  Punkt  (0,  ...0),  der 
letzte  den  Punkt  (f  1 ,  0 . . .  0)  enthält.  Bei  der  Verschiebung 
längs  der  Geraden  (X3  =  X4  =...=—  Xn  =  0,  xi  =  ?i)  bleiben 
zunächst  für  Kg  und  im  Anschlufs  daran  für  K8-i...Ks,  Ki  die 
Koordinaten  xs,  X4...Xn,  Xi  ungeändert;  folglich  wird  auf  dem 
bezeichneten  Wege  für  Ki  eine  Verschiebung  längs  der  Achse 
(xa  =  X4  =  ...=»  Xn  =  xi  =  0)  vermittelt.  Überträgt  man  die- 
selbe Betrachtung  auf  die  weiteren  Bewegungen,  schiebt  man  also 
zunächst  Körper  auf  der  Linie  X3  =X4  = . . .  =  Xn  =0,  xi  =  Ji 
zwischen  die  beiden  Endlagen  ein,  und  entsprechend  auf  den 
andern  Linien,  längs  deren  eine  Verschiebung  vorgenommen  ist, 
so  erhält  man  folgende  Sätze: 

L  Hätte  man  erst  eine  Verschiebung  längs  der  Achse 
Xi  =  . . .  =  Xi_i  =Xi  j  1  = . .  .=Xn=0  vorgenommen  und  dadurch 
die  Xi  um  ?i  vergröfsert,    dann    den  Körper  längs  der  Geraden 

Xi  =  fi,    Xi  =  .  .  .  =  Xi_i  =  Xi^i  =  .  .  .  =3  Xk_i  =  Xk-i-i  =. . .  =0 

um  ?k  verschoben ,  so  würde  durch  die  Koordinaten  f  1  . . .  Jn 
derselbe  Punkt  bestimmt,  wie  durch  die  erste  Reihenfolge. 

2.  Die  sämtlichen  Punkte,  welche  der  Gleichung  Xi  =  ?i  für 
einen  gegebenen  Wert  von  fi  genügen,   liegen  auf  einer  Ebene. 

3.  Vom  Punkte  (J|  ...?n)  kann  man  nach  der  Ebene  xi  =  0 
eine  Gerade  ziehen,  welche  gleich  fi  ist  und  auf  der  Ebene  senk- 
recht steht. 

4.  Vom  Punkte  (f  1  ...  i'n)  kann  man  auf  die  Ebene  Xi  =  pi  eine 
Senkrechte  ziehen,  deren  Länge  gleich  Ji  —  pi  (oder  pi  —  f i)  ist. 


Die  Clifford-KIeinschen  Raumformen.  299 

Im  Anschlüsse  hieran  beweisen  wir  folgende  Behauptung: 

»Wenn  in  einem  Bereiche  die  Punkte  Ä*  x*  =  b  einer  Ebene 
angehören,  so  genügen  die  Koordinaten  für  die  Punkte  eines 
benachbarten  Bereiches,  welche  auf  der  Erweiterung  der  Ebene 
liegen,  derselben  Gleichung.« 

Zum  Beweise  betrachte  man  einen  Bereich  C,  welcher  zum 
Teil  mit  dem  ersten  Bereich  A  und  zum  Teil  mit  dem  zweiten 
B  zusammenfällt,  mit  dem  ersteren  den  Teil  C,  mit  dem  zweiten 
den  Teil  C  gemeinschaftlich  hat.  Dann  gilt  die  Beziehung  für 
den  Teil  C.  Wir  wählen  ein  Koordinatensystem,  dessen  Anfangs- 
punkt innerhalb  C  liegt,  so,  dafs  die  neuen  Koordinaten  sich  von 
den  ursprünglich  gewonnenen  nur  um  gewisse  Konstanten  unter- 
scheiden. Dann  können  wir  für  alle  Punkte  von  C  die  Koor- 
dinaten bestimmen  und  die  Gleichung  der  genannten  Ebene  in 
den  neuen  Koordinaten  herleiten.  Diese  ist  für  den  ganzen 
Bereich  von  C  linear  und  unterscheidet  sich  von  der  zu  Grunde 
gelegten  Form  nur  durch  den  Wert  der  Konstanten  b.  Hiernach 
wählt  man  in  B  das  Koordinaten  -  System  in  passender  Weise, 
und  da  sich  die  Form  der  Gleichung  für  den  in  C'  liegenden 
Teil  der  Ebene  unmittelbar  ergiebt,  so  gilt  dieselbe  Gleichung 
auch  für  den  ganzen  Bereich  B.  Gehen  wir  aber  jetzt  zu  den 
ursprünglichen  Koordinaten  zurück,  so  bleiben  die  Koeffizienten 
ai...an  ungeändert,  während  die  Konstante  b  ihren  ursprüng- 
lichen Wert  wieder  annimmt. 

Dasselbe  gilt  für  die  Gerade  und  für  die  Ebenen  von  2, 
3  . . .  n  —  2  Dimensionen. 

Auf  dieselbe  Weise  zeigt  man,  dafs,  wenn  für  einen  Bereich 
durch  eine  Bewegung  die  Koordinaten  stetig  nach  den  Gleichungen 
umgestaltet  werden: 

(1)  yi  =  2zix\x'\-hi 

auch  die  hierdurch  für  einen  benachbarten  Bereich  vermittelte 
Bewegung  durch  dieselben  Gleichungen  bestimmt  wird.  Zwischen 
den  Koeffizienten  bestehen  die  Relationen: 

(2)  2üifi2ix(}='^tx  (=1  oder  =0)  und 
(3)  Det.  ^aixi  =  1. 
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Wir  haben  nur  zwei  zusammenhangende  Körper  Ko  und  K| 
zu  betrachten  und  diese  durch  einen  Körper  K'  zu  ersetzen, 
welcher  zum  Teil  den  (früheren)  Raum  von  K«  und  den  von 
Kl  einnimmt.  Für  einen  Teil  dieses  Körpers  gelten  die  Gleichungen 
(1)  mit  den  Beziehungen  (2)  und  (3);  dann  leitet  man  die  Gültig- 
keit auch  für  den  andern  Teil  von  K'  her;  somit  müssen  diese 
Gleichungen  für  den  Körper  Ki   gelten. 

Die  Punkte  eines  Körpers  Ki  mögen  in  der  Anfangslage  die 
Koordinaten  Xi<^> . ..  Xn^*^  haben,  und  man  sei  durch  stetige  Ver- 
änderung dieser  n  Gröfsen  zu  Koordinaten  Xi ^^K, , Xn^*'^  gelangt, 
welche  von  einem  Körper  Kv  eingenommen  werden.  Man  schiebe 
Körper  K^  . . .  Kv-i  ein,  welche  imstande  sind,  den  oben  bezeich- 
neten Übergang  zu  vermitteln;  d.  h.  wenn  die  Koordinaten  von 
K2  sind  xi^2)  ^  ^  ^  x„<-J . . .  und  von  Kr_i  :  Xi  ^^'-^^ . . .  Xn^*'"~^^ ,  so 
mögen  auch  je  auf  einander  folgende  Wertsysteme  Zusammen- 
hang  haben,  und  jedes  Wertsystem,  welches  vorher  den  Über- 
gang von  Xi  '^J . . .  x,/*'  zu  xi^''^ . . .  Xn^*')  vermittelte ,  soll  einem 
Punkte  eines  der  Körper  K^ . . .  Ki_i  entsprechen.  Läfst  man  jetzt 
den  Körper  K,  eine  Bewegung  machen  und  wird  diese  Bewegung 
dadurch  dargestellt,  dafs  man  in  die  Gleichungen  (1)  die  Werte 
x^*'  einsetzt,  so  wird  die  für  Kv  vermittelst  der  Körper  K2...Kv_i 
hergeleitete  Bewegung  dadurch  analytisch  dargestellt,  dafs  man 
in  dieselben  Gleichungen  die  Werte  x^^')  einsetzt. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  kann  man  noch  übersicht- 
licher machen  durch  eine  Anordnung,  welche  wir  zunächst  für 
den  dreidimensionalen  Raum  darlegen  wollen.  Wir  gehen  aus 
von  einem  Würfel,  der  so  klein  ist,  dafs  der  mit  der  doppelten 
Kante  konstruierte  Würfel  noch  ganz  in  dem  anfänglich  unter- 
suchten Bereiche  liegen  kann.  Diesen  Würfel  legen  wir  mit 
einem  Eckpunkt  in  den  Anfangspunkt  und  mit  drei  Flächen  in 
die  Koordinatenebenen  hinein.  Solcher  Würfel  konstruiert  man 
beliebig  viele  so,  dafs  je  zwei  mit  einer  Fläche  und  in  vier  Ecken 
zusammenstofsen,  und  stellt  die  angegebenen  Untersuchungen  nur 
stets  für  zwei  derartig  an  einander  liegende  Würfel  an.  Im 
n-dimensionalen  Räume  ersetzt  man  den  Würfel  durch  denjenigen 
regelmäfsigen  Körper,  welcher  2°  Ecken  hat  und  von  2n  regel- 
mäfsigen  (n  —  l)-dimensionalen  Gebilden  eingeschlossen  wird. 

Wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 
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Wenn  ein  gewisses  endliches  Gebiet  des  Raumes  die  Eigen- 
schaften eines  n-dimensionalen  euklidischen  Raumes  besitzt,  so 
dafs  die  Winkelsumme  für  jedes  darin  enthaltene  Dreieck  zwei 
Rechte  beträgt,  so  kann  man  jedem  Wertsystem  (xi  . . .  Xn)  einen 
Punkt  in  der  Weise  zuordnen,  dafs  alle  einer  linearen  Gleichung 
zwischen  Xi  ...Xn  genügenden  Punkte  auf  einer  (n — l)-dimen- 
sionalen  Ebene  liegen,  und  dafs  die  gleichzeitige  Bewegung  zweier 
fest  mit  einander  verbundener  Körper  durch  dieselben  Gleichungen 
dargestellt  wird. 

Hier  entspricht  jedem  Wertsystem  (xi  . . .  Xn)  ein  einziger 
Punkt.  Es  ist  offenbar  gestattet,  auch  umgekehrt  jedem  Punkte 
nur  ein  einziges  Wertsystem  zuzuordnen.  Aber  wir  haben  die 
Frage  zu  stellen,  ob  diese  Zuordnung  auch  notwendig  ist.  Mit 
der  Beantwortung  dieser  Frage  wollen  wir  uns  in  den  folgenden 
Paragraphen  eingehend  beschäftigen.  Jetzt  stellen  wir  für  die 
Raumform  die  Bedingung,  als  Ganzes  allgemein  bewegt  werden 
zu  können;  d.  h.  wenn  wir  von  einer  beliebigen  Bewegung  eines 
festen  Körpers  ausgehen,  so  soll  die  hieraus  für  einen  zweiten 
festen  Körper  hergeleitete  Bewegung  unabhängig  sein  von  den 
vermittelnden  Körpern.  Dieser  Forderung  genügt  man  offenbar, 
wenn  man  jedem  Punkte  ein  einziges  Wertsystem  (xi  . . .  x«) 
zuordnet;  wir  wollen  nachweisen,  dafs  man  die  aufgestellte  For- 
derung auf  keine  andere  Weise  befriedigen  kann.  Zu  dem  Ende 
nehmen  wir  an,  die  Koordinaten  (xi'...Xn')  und  (xi"...Xu') 
stellten  denselben  Punkt  dar.  Dann  mufs  bei  jeder  Bewegung, 
bei  der  (xi'...Xn')  in  Ruhe  gehalten  wird,  auch  (xi'.  ..Xn')  in 
Ruhe  bleiben.  Jede  derartige  Bewegung  läfst  sich  durch  Zusammen- 
setzung von  --—-^ Drehungen  erhalten,  von  denen  jede  durch 

die  Gleichungen  dargestellt  wird: 

yi  —  x/  =  (xi  —  xi)  cos  fp  —  {\x  —  xx)  sin  r/ 
yx  —  \x'  =  (xi  — Xi)  sin  (f  -\-(xx  —  x;f')cos9: 

y;f  =— XA    (für  ^  "^  '  ^  3«;  ',  *,  A  =  1 . . .  n). 

Soll  hier  für  xi  =  Xi '' . . .  Xn  =  Xn'  anch  yi  =« xi " . . . yn  =  Xn ' 
sein,  so  mufs  entweder  die  Gleichung  2  —  2cosy  =  0  bestehen 
oder  es  mufs  sein  xx"  =  xx',  x/'  =  X4'.  Da  aber  für  ein  belie- 
biges (p  die  erste  Gleichung  nicht  befriedigt  werden  kann,   so 
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folgt  Xi'  =  Xi '  fiiir  i=  1 . . .  n.  Somit  entspricht  jedem  Punkte 
nur  ein  einziges  Wertsystem,  und  es  zeigt  sich,  dafe  nur  die 
euklidische  Rauraform  den  gestellten  Forderungen  genügt. 

Die  vorstehend  für  einen  Raum  von  verschwindender  Krüm- 
mung durchgeführte  Entwicklung  läfst  sich  nicht  unmittelbar  auf 
die  übrigen  Raumformen  übenragen.  Statt  die  Änderungen  im 
einzelnen  anzugeben,  ziehen  wir  es  vor,  einen  zweiten,  durchaus 
selbständigen  Weg  zu  verfolgen,  welcher  ftir  alle  Raumformen 
gleichmäfsig  gilt  und  nur  den  einen  Nachteil  besitzt,  nicht  so 
anschaulich  zu  sein,  wie  der  mitgeteilte.  Bei  der  Darstellung 
werden  wir  stets  einen  endlichen  Wert  von  k*  voraussetzen;  die 
Änderungen,  welche  für  einen  unendlich  grofsen  Wert  angebracht 
werden  müssen,  sind  so  geringfügig,  dafs  sie  nicht  erwähnt  zu 
werden  brauchen. 

In  den  §§  24  und  25  des  ersten  Abschnittes  (S.  80)  sind 
wir  von  einem  Bereich  ausgegangen,  w^elcher  die  Eigenschaft 
besitzt,  dafs  durch  je  zwei  Punkte  desselben  nur  eine  einzige 
ganz  dem  Bereich  angehörige  gerade  Strecke  gelegt  werden  kann. 
Ein  solcher  Bereich  soll  auch  den  folgenden  Untersuchungen  zu 
Grunde  liegen.  Wie  wir  dort  bewiesen  haben,  gelten  für  jedes 
hierin  enthaltene  geradlinige  Dreieck  die  trigonometrischen  Formeln; 
namentlich  werden  wir  von  den  Gleichungen  (8),  (9),  (10)  des 
§  24  vielfachen  Gebrauch  machen.  Wir  haben  zunächst  nach- 
zuweisen, dafs  dieselben  Gleichungen  für  jedes  geradlinige  Dreieck 
gelten.     Zu  dem  Ende  legen  wir  zwei  Dreiecke  ABC  und  ABC 

zu  Grunde,  welche  eine  Seite  AB 
gemeinschaftlich  haben  und  in  denen 
die  Seite  AC  des  zweiten  auf  der 
Verlängerung  CA  des  ersten  liegt. 
C'  Wir  nehmen  femer  an,  dafs  für 
jedes  dieser  Dreiecke  die  entwickelten 
Gleichungen  gelten,  und  wollen  nachweisen,  dafs  auch  die  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks  BCC  durch  dieselben  Beziehungen  mit 
einander  verbunden  sind. 

Die  Seiten  BC,  CA,  AB  und  die  gegenüberliegenden  Winkel 
A,  B,  C  des  ersten  Dreiecks  mögen  der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c ; 
a,  ßy  Y  und  die  entsprechenden  Seiten  und  Winkel  des  zweiten 
mit  a,  b',  c';  «',  /?',  y'  bezeichnet  werden.   Nach  unserer  Annahme 
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ist  c'  =  c,  a  -j-  tt'  =  -T,  also  sin  «'  =  sin  a,  cos  u   =  —  cos  a. 

Dann  folgt  unmittelbar: 

a  c  c  1 

sin  r  sin  y  =  sin  ,  sin  n  =  sin  ,  sin  «'  =  sin  '-  sin  /. 

Ferner  ist: 

a  b        c    ,     .    b  .    c 

cos  ,  =  cos  r  cos  r  +  sin  r  sin  r  cos  a 
k  k        k  k       k 

b        c'         .    b   .    c 
=  cos  r  cos  r  —  sin  r  sin  r  cos  a  . 

Setzt  man  hierin  für 

c'  b'        a         .    b'   .    a' 

cos  j-  den  Wert  cos  y^  cos  ^  +  sin  ,   sin ,    cos  y 

und  für 

c'  .    b'        a'        .    a         b' 

sin  r:  cos  «'  den  Wert  sin  r  cos  ,  -  —  sin  '^  cos  ,   cos  y' 

ein,  so  folgt  unmittelbar: 

a  b  +  b'        a'   ,     .    b+b    .    a 

cos  ,=  cos  — —  cos ,-  +  sin  —, —  sm ,-  cos  y . 
k  k  k  k  k 

Genau  so  leitet  man  die  Gleichungen  für  cos  ,  ,  cos  y  und 

cos  y   her.     Diese  Formeln  genügen  aber,  um  auch  die  weiteren 

Beziehungen  zwischen  a,  a',  b  +  b',   y,  y',  ß  -^-ß'  zu  entwickeln. 

Es  ist  aber  vielleicht  ganz  gut,  auch  die  weiteren  Gleichungen 

direkt  zu  verifizieren.    So  erhält  man  durch  Multiplikation: 

b        b'            a        a  a        a    .    _c 

cos  r  cos  ,  =  cos  r  cos  , cos ,  cos ,-  sin  *,- 

k        k  k        k  k        k  k 

aa'        c       c  aa.c        c 

+  cos  r  sin ,   cos  r  sin  r  cos  ß'  +  cos ,   sin  *r  sin  ^  cos  r  cos  ß 

a       a'  .    a   .    a'  c 

+  sin  r  sin  r  cos  ß  cos  ß'  —  sin  r  sin ,    cos  *  r  cos  ß  cos  /?'. 

Im  zweiten  Gliede  der  rechten  Seite  setze  man: 

a       c  b  IC 

cos  r  sin ,   =  sin  r  cos  (x  -\-  sin  j-  cos  r  cos  /:? 

iL        c  o  a         c 

und  cos  |-  sin  r  =  —  sin  j-  cos  «  +  sin  ,   cos  r  cos  ß'. 

Dadurch  erhält  man: 

b        b'  a        a'        .    a   .    a         ,       j,  ,    .   b  .   b'       _ 

cos  r  cos  r  =  cos  r  cos  f^  +  sm  r  sin ,   cos  ß  cos  ß  +  sm ,  sm  ^  cos  *«, 
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da  die  beiden  Produkte: 

.    a        c        ö/  .    b'  r  a'        c       ^,  ,        a    .    c\ 

sin  rcos  ,  cos/!?  f  sin  j-cosa  —  sm,   cosrcosß  +cos,-sinr  J 

und 

a'c  /.D  .ac  ac\ 

sin,   cos  .  cos/?'f  — sin.  cos«  —  sin^cosrCOS<5-|-cosr: sinr  ] 

b         b' 

als  verschwindend  wegfallen.    Durch  Subtraktion  von  sin  r  sin  r 

folgt  hieraus: 

b  +  b'  a        a,     .   a    .   a'        .       _,       .   b  .    b'    .    ^ 

cos — i      =  cos  ,  cos  j-  +  suij-  sin.  cos/? cos /S  — sin j-sin  ,-  sin  *«, 

welche  Gleichung  infolge  der  Beziehung: 

b        b'  a       a' 

sin  j-  sin  r  sin  *«  =  sin .  sin ,    sin  ß  sin  ß' 

tibergeht  in 

b  +  b'  b        b'         .    a    .    a         ro   i    o'\ 

cos    — —  =  cos  r  cos  j-  +  sin  r  sin  .  cos  (p  +  /?  ). 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  weiteren  Gleichungen 
verifizieren. 

Nun  lasse  man  von  einem  Punkte  0  zwei  gerade  Linien  OA 
und  OB  ausgehen  und  nehme  an,  es  sei  möglich,  auf  jeder  dieser 
Linien  p  Punkte  Ai,  Aj,  A3 . . .  A,,  und  Bi,  Bg,  B3  . .  .Bp,  wo 
Ap  mit  A  und  Bp  mit  B  zusammenfällt,  so  anzunehmen,  dafs  je 

^  T? «  Bt»  ^^^^  zusammengehörige  Punkte- 
paare AiAiii,  B|B^i  für  i  = 
1 . . .  p  —  1  einem  Bereiche  von 
der  vorausgesetzten  Beschaffen- 

, heit  angehören   und    dafs   das- 

A,       Ai,  A'Ayi  ggibg  füj.  jig  jrei  Punkte  O Ai  Bi 

gilt  (Fig.  39).  Dann  ist  die  Gültigkeit  der  trigonometrischen 
Formeln  direkt  erwiesen  für  OAiBi  und  für  jedes  Dreieck 
AiAifiBi  und  Aj^i  BiBi-ii.  Somit  gelten  diese  Gleichungen  auch 
für  das  Dreieck  OA2B1  und  indem  man  hierzu  AjBiB,  hinzu- 
nimmt, für  OA2B2.  Auf  gleiche  Weise  kann  man  zu  jedem 
Dreieck  OAiBi  erst  AiAi^iBi  und  dann  Ai-^.iBiBi_^i  hinzunehmen 
und  beweist  dadurch  schliefslich  die  Gültigkeit  auch  für  das 
Dreieck  OAB.  Mit  diesem  Dreieck  kann  man  aber  wieder  ein 
Dreieck   OBB'   vereinigen,    wo    die    Punkte    ABB'    in   derselben 
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geraden  Linie  liegen  und  wo  das  zweite  Dreieck  gewissen  Be- 
schränkungen unterliegt.  Dadurch  zeigt  man  allmählich,  dafs  die 
trigonometrischen  Formeln  für  jedes  Dreieck  gelten. 

Um  jetzt  die  Koordinatenbestimmung  ganz  allgemein  durch- 
zufuhren, gehen  wir  wieder  von  einem  allseitig  begrenzten  Gebiete 
aus,  welches  die  angegebenen  Eigenschaften  besitzt.  Einen  Punkt 
desselben  wählt  man  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  und  bestimmt  geometrisch  auf  dem  öfters 
angegebenen  Wege  für  die  Punkte  des  Gebiets  die  Koordinaten 
Xo,  Xi  ...Xn.  So  sei  in  diesem  Bereiche  ein  Punkt  (go,  gi...gn) 
angenommen  und  durch  diesen  Punkt  und  den  Anfangspunkt 
eine  gerade  Linie  gelegt.  Diese  Linie  kann  unbegrenzt  verlängert 
werden,  wofern  man  davon  absieht,  dafs  möglicherweise  die 
Gerade  wieder  durch  einen  fiühern  Punkt  hindurchgeht.  Man 
kann  also  auf  der  Geraden  jede  beliebige  Länge  1  vom  Nullpunkte 
aus  erhalten.  So  lange  die  Punkte  (x^,,  xi  ...Xn)  innerhalb  des 
gewählten  Bereiches  liegen,  mufs  die  Beziehung  bestehen: 

Xi  :  Xj  : . . . :  Xn  ==>  §1  :  §8  : . . . :  §n* 
Wird  die  Länge  vom  Nullpunkte   bis  zum  Punkte  §  mit  A 
bezeichnet,  so  mufs,  wofern  die  Länge  1  noch  ganz  dem  gewählten 
Bereiche  angehört,  sein: 

1             ^'^'"^k  .     1    . 

(4)  Xo  -=  cos  r ,  X£  = j  -  =  k  sin  r  sin  «i , 

sin  r 
k 

wo  «1  den  Winkel  bezeichnet,  unter  dem  das  zunächst  gewählte 
Stück  der  Geraden  gegen  die  Ebene  xt  =  0  geneigt  ist.  Diese 
Beziehungen  müssen  aber  fiir  jede  Länge  1  gelten;  sie  sind  also 
geeignet,  jedem  Punkte,  zu  dem  man  durch  die  Verlängerung 
der  geraden  Linie  gelangt,  ein  Wertsystem  Xo,  Xi...Xn  zuzu- 
ordnen. Nur  diejenigen  Punkte  müssen  vorläufig  ausgeschlossen 
werden,  fiir  welche  1  =  /tk/r  bei  einem  ganzzahligen  Werte 
von  ju  ist,  da  infolge  der  Multiplikation  mit  null  die  anfangs  be- 
nutzten Gröfsen  gi  . . .  gn  >  resp.  aj  ...  an  ganz  ausfallen.  Im 
übrigen  ist  durch  den  Wert  von  1  und  durch  die  von  «i  . . .  «n 
ein  einziger  Punkt  bestimmt. 

Die  Werte  von  Xo,  Xi  ...Xn  können  nicht  beliebig  gewählt 
werden.     Aus  der  bereits  bewiesenen  Gleichung: 

Killing,  Grnndla^n  der  Geometrie.    I.  20 
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folgt 


gi2  +  ...+go«  =  k*sin*^ 


Xi*  + .. .  +Xn*  =  k*sin*r 


und  daraus: 


(5)  k«Xo«  +  Xi*  +  ...+x„*  — k». 

Nachdem  xo,  xi  ...  x»  so  gewählt  sind,  dafs  sie  dieser  Gleichung 
genügen,  kann  man  bei  einem  positiven  Werte  von  k*  eine  Reihe 
von  Werten  für  1  hieraus  berechnen  und  jedem  solchen  (mit 
Ausnahme  eines  Wertes  jukTr)  einen  einzigen  Punkt  zuordnen. 
Für  ein  negatives  k*  mufs  der  Wert  von  Xo  positiv  und  gröfser 
als  eins  sein ,  und  wenn  dann  noch  Xi  . . .  Xn  so  gewählt  sind, 
dafs  sie  der  Relation  (5)  genügen,  so  folgt  ein  einziger  Wert 
von  1;  hier  wird  also  durch  beliebige  Werte  von  X|  ...Xn  stets 
ein  einziger  Punkt  bestimmt. 

Obwohl  es  für  das  folgende  nicht  notwendig  ist,  möchte  ich 
daraufhinweisen,  dafs,  wofern  für  die  Punkte  einer  (n — l)-dimen- 
sionalen  Ebene,  soweit  sie  dem  zu  Grunde  gelegten  Bereiche  an- 
gehören, die  Gleichung  besteht: 

ajXi  +  ...-fa„xo  =0, 

diese  Gleichung  auch  für  die  durch  Erweiterung  der  Ebene  er- 
haltenen Punkte  gilt.  Zieht  man  nämlich  durch  den  Anfangspunkt 
eine  beliebige  Gerade  in  dieser  Ebene,  so  mufs  diese  Gerade 
ganz  in  der  Ebene  liegen.  Da  aber  die  Koordinaten  Xi . . .  Xo 
für  alle  Punkte  der  Geraden  mit  derselben  GröCse  multipliziert 
werden,  so  genügen  auch  die  Koordinaten  der  neu  erhaltenen 
Punkte  derselben  Gleichung.  Speziell  stellt  die  Gleichung  x«  =  0 
eine  Koordinatenebene  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  dar. 

Durch  den  oben  angegebenen  Prozefs  sei  man  vom  Anfangs- 
punkte O  aus  zu  zwei  Punkten  A  und  B  gelangt,  wo  1  und  1' 
die  entsprechenden  Längen,  und  «i...an  die  Neigungswinkel 
der  Geraden  OA,  a^' ,,  ,a^  die  von  OB  gegen  die  Koordinaten- 
ebenen sind.  Für  A  mögen  sich  die  Koordinaten  xo,  xi  ...Xn 
und  für  B  die  xq',  xi'...Xn'  ergeben.  Zieht  man  eine  gerade 
Strecke  von  A  nach  B  und  bezeichnet  ihre  Länge  mit  a,  so  mufs 
die  Gleichung  bestehen.* 


Die  ClifTord-Kleinschen  Raumformen.  307 

k*  cos  r  =»»  k*  cos  r  cos  ^  +  k*  sin  r  sin  r  cos  y, 

wo  q>  den  Winkel  AOB  bezeichnet.  Wählt  man  auf  OA  in 
hinlänglicher  Nähe  l  von  O  einen  Punkt  g  und  ebenso  auf  OB 
in  hinlänglicher  Nähe  l'  von  O  einen  Punkt  g',  so  ist,  wie  wir 
früher  bewiesen  haben: 

l      X' 

k«  sin^sin^.cosy  —  gi§i'+...  +  gngn'. 

Infolge  der  Gleichung  (4)  ist 

.1.1' 
sm  r  sm  r 

XkXk   — * Y~      X'  ^^^"^  * 

sin  r  sin  -r 
und  somit 

.  1  .  r 

k^siursiur  cos  y  =«  Xj  Xi '  +  .. .  +  XnXn'. 
Da  zudem 

1  r 

cos  r  =  Xo,  cos  r  =  Xo 

ist,  SO  folgt: 

(6)    k*  COS  r  =  k'Xo  X,) '  +  Xi  Xi    -f-  .  .  .  +  XnXn'. 

Aus  dieser  Betrachtung  erhellt,  dafs  die  obige  Zuordnung 
der  Punkte  zu  den  Koordinatenwerten  stetig  ist.  Nimmt  man 
nämlich  die  Wertsysteme  x,i,  Xi  ...Xn  und  xo',  Xi'...Xn',  sowie 
die  Längen  1  und  1'  hinreichend  wenig  von  einander  verschieden 
an,  so  wird  auch  der  Abstand  der  entsprechenden  Punkte  be- 
iiebig  klein  gemacht  werden  können. 

Femer  geht  hieraus  hervor,  dafs  die  Zuordnung  auch  für 
die  vorläufig  ausgeschlossenen  Werte  l  =  juk;r  bei  ganzzahligem 
fc  gültig  bleibt.  Nimmt  man  nämlich  die  Punkte  A  und  B  so 
an,  dafs  1  und  1'  beide  dem  Werte  juk/r  hinlänglich  nahe  kommen, 
so  wird  der  Abstand  a  sich  beliebig  klein  machen  lassen.  Folglich 
kann  der  Entfernung  iikn  nur  ein  einziger  Punkt  entsprechen. 

Das  System  der  in  der  angegebenen  Weise  bestimmten 
Gröfsen  xo,  xi . . .  Xn  nennen  wir  ein  Weierstrafssches  Koordinaten- 
System.  Ersetzen  wir  die  gewählten  Ebenen  durch  n  andere, 
die  ebenfalls  auf  einander  senkrecht  stehen,   und  bestimmen  mit 

20* 


308  Vierter  Abschnitt.    §  5. 

ihrer  Hülfe  die  neuen  Koordinaten  yo,  yi  ...yn,  so  gelten  auch 
für  diese  die  Beziehungen  (5)  und  (6).  Statt  also  die  Gröfeen 
xo,  xi . . .  Xn  und  yo,  yi  . . .  yn  vermittelst  geometrischer  Betrach- 
tungen in  einander  überzuführen,  kann  man,  wie  wir  in  III  §  i^ 
S.  205  gethan  haben,  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  benutzen, 
deren  allgemeine  Gültigkeit  wir  bewiesen  haben.  Aus  den  Formeki, 
die  zwischen  den  Variabehi  in  zwei  verschiedenen  Weierstrafsschen 
Koordinatensystemen  bestehen,  läfst  sich  ein  sehr  ein£icher  Beweis 
dafür  herleiten,  dafs  die  Formeki  der  analjrtischen  Geometrie  ganz 
allgemein  gelten.  Indessen  ist  es  auch  nicht  schwer,  die  wich- 
tigsten Beziehungen  direkt  zu  entwickeln. 

So  seien  zwei  Punkte  x'  und  x'  hinreichend  nahe  bei  einander 
gegeben.  Sucht  man  die  Gesamtheit  derjenigen  Punkte,  welche 
von  ihnen  gleichen  Abstand  haben,  so  erhält  man  die  homogen 
lineare  Gleichung: 

(7)    k'Xo  (Xo'  —  Xo")  +  Xi  (Xi '  —  Xi")  +  .  .  .  +  Xn(Xn'  — Xn")  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  also  in  der  Umgebung  der  Punkte  x 
und  x"  eine  Ebene  dar.  Ersetzt  man  den  Punkt  x'  durch  irgend 
einen  andern  Punkt  des  Bereiches,  so  kann  man  einen  Punkt  x" 
so  bestimmen,  dafs  die  Gleichung  (7)  nur  mit  einem  konstanten 
Faktor  multipliziert  wird,  wofern  nian  die  Punkte  x'  und  x'  hierin 
durch  das  neue  Punktepaar  ersetzt.  Der  gewählte  Bereich  möge 
mit  M  bezeichnet  werden;  N  sei  ein  zweiter  derartiger  Bereich, 
welcher  mit  M  teilweise  zusammenfällt.  Wählt  man  zwei  Punkte 
y'  und  y '  in  gleichem  Abstände  von  der  Ebene  und  in  dem  Teile, 
welcher  M  und  N  gemeinschaftlich  ist,  so  wird  man  als  geome- 
trischen Ort  der  Punkte  gleichen  Abstandes  (bis  auf  einen  kon- 
stanten Faktor)  wieder  die  Gleichung  (7)  erhalten.  Diese  Gleichung 
gilt  dann  sowohl  für  den  Bereich  M  wie  für  N;  also  genügt  die 
Fortsetzung  der  Ebene  in  den  Bereich  N  wieder  der  obigen 
Gleichung.  Auf  diese  Weise  kann  man  beliebig  fortfahren  und 
findet,  dafs  die  ganze  Ebene  der  Gleichung  (7)  genügt. 

Setzt  man  zwischen  den  Koeffizienten  in  der  Gleichung  einer 
Ebene: 

(8)  aoXo  +  aiXi  +  . . .  -f-  anXn  =  0 
die  Beziehung  fest: 


Die  Clifford-Kleinschen  Raumformen.  309 

SO  gilt  für  jeden  Punkt  y  des  Raumes  die  Beziehung: 

aoyo  +  aiyi  + . . .  +  any«  =  k  sin  ^, 

wo  r  den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  von  der  Ebene  be- 
zeichnet. Das  folgt  einfach  daraus,  dafs  die  trigonometrischen 
Formeln  ganz  allgemein  gelten.  Somit  ist  für  jeden  Punkt  des 
Raumes : 

k 
wo  p*  die  Länge  einer  geraden  Strecke  ist,  welche  vom  Punkte 
X  ausgeht,  bis  zur  Ebene  Xi  =  0  reicht  und  auf  ihr  senkrecht  steht. 

Setzen  wir  jetzt  für  einen  Körper  in  irgend  einem  Teile  des 
Raumes  eine  Bewegung  voraus,  so  wird  diese  für  den  Körper 
selbst  durch  die  bekannten  Gleichungen  angegeben,  in  denen  die 
Koeffizienten  Funktionen  der  Zeit  sind.  Wir  ersetzen  den  Körper 
durch  einen  andern,  welcher  in  seiner  Anfangslage  nur  einen 
Teil  desjenigen  Raumes  deckt,  den  der  zuerst  gewählte  Körper 
in  der  Anfangslage  einnahm.  Auch  jetzt  wird  die  Bewegung 
wieder  durch  dieselben  Gleichungen  bestimmt;  diese  gelten  also 
auch  für  diejenigen  Punkte,  welche  nur  dem  zweiten,  aber  nicht 
dem  ersten  Körper  in  der  Anfangslage  angehören.  In  dieser 
Weise  können  wir  aber  beliebig  fortfahren,  und  wir  erhalten  stets 
dieselben  Gleichungen.  Dadurch  können  wir  für  jeden  beliebigen 
zweiten  Körper  eine  einzige  Bewegung  erhalten.  Diese  Bewegung 
des  zweiten  Körpers  wird  aber  jedesmal  hergeleitet,  wenn  die 
Einschiebung  neuer  Körper  zwischen  die  beiden  gegebenen  in 
einer  Weise  erfolgt,  w^ie  sie  dem  anal3rtischen  Übergange  von 
den  Koordinaten  des  ersten  zu  denen  des  zweiten  Körpers  ent- 
spricht.   Daraus  folgt  der  Satz: 

»Sind  zwei  Körper  Ki  und  Kg  beliebig  im  Räume  und  ist 
für  Kl  irgend  eine  Bewegung  gegeben,  so  kann  man  stets  zwischen 
Kl  und  K«  weitere  Körper  Kj,  ...Kg-i,  von  denen  je  zwei  auf 
einander  folgende  zusammenhangen,  so  einschieben,  dafs  die  hier- 
durch für  Kg  hergeleitete  Bewegung  durch  dieselben  Gleichungen 
bestimmt  wird,  wie  die  für  Ki  gegebene  Bewegung.« 

Wir  wollen  jetzt  nachweisen,  dafs  nach  Annahme  der  Koor- 
dinatenebenen und  der  Längeneinheit  durch  die  obige  Festsetzung 
jedem  Wertsystem  Xo,  Xi  . . .  Xn  nur  ein  einziger  Punkt  zugeordnet 
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ist.  Das  ist  an  sich  klar  für  ein  verschwindendes  Krümmungs- 
mafs;  denn  hierfür  gehen  die  Gleichungen  (4)  über  in:  xi  = 
1  sin  «i,  wo  flfi  den  Winkel  bezeichnet,  den  ein  vom  Nullpunkt  aus- 
gehendes Linienelement  mit  der  Ebene  Xi^aO  bildet.     Da  jetzt 

sin  'ofi  +  . . .  -j-  sin  *ofn  =■  1 
ist,  so  sind  durch  X|...Xn  die  Gröfsen  1,  ort... an  eindeutig 
bestimmt.  Ebenso  kann  man  für  ein  negatives  k*  den  Variabein 
xi  . . .  Xn  ganz  beliebige  reelle  Werte  beilegen.  Da  Xo  >  1  ist, 
so  folgt  hieraus  ein  einziger  Wert  von  x<»  und  von  1,  also  auch 
ein  einziger  Punkt.  Aber  für  ein  positives  k*  mufs  man  die 
Variabein  Xi  . . .  Xn  so  wählen ,  dafs  der  Wert  des  Ausdrucks 
Xi* +  . . . +Xn*^k*  ist;  dann  liefert  die  Gleichung  (5)  zwei 
verschiedene  Werte  von  xo,  und  nachdem  einer  von  diesen 
gewählt  ist,  erhält  man  für  die  Länge  1  noch  unendlich  viele 
Werte,  die  sich  um  Vielfache  von  2k7r  unterscheiden.  Wir  können 
aber  zeigen,  dafs  jede  gerade  Linie  in  sich  zurückkehrt,  wenn 
man  sie  um  eine  Strecke  2k.T  verschiebt. 

Zu  dem  Ende  bringen  wir  an  der  in  I  §  18,  h)  S.  56  durch- 
geführten Betrachtung  eine  kleine  Änderung  an,  die  wir  zunächst 
für  eine  zweidimensionale  Ebene  erläutern  w^oUen.  Von  einem 
Punkte  A  lassen  wir  eine  gerade  Strecke  AB  ausgehen,  deren 
Länge  Ikn  beträgt.  Ein  Körper  möge  in  der  Ruhelage  den 
Punkt  A,  ein  anderer  den  Punkt  B  enthalten;  wir  verbinden  die 
beiden  Körper  durch  eine  Reihe  von  Körpern,  die  zu  zweien 
zusammenhangen  und  von  denen  jeder  ein  Stück  der  Geraden 
AB  einschliefst.  In  A  errichten  wir  auf  der  Ebene  die  Senkrechte 
und  drehen  den  ersten  Körper  um  diese  Gerade.  Dadurch  wnrd 
für  den  durch  B  gehenden  Körper  eine  Bewegung  vermittelt,  bei 
der  der  Punkt  B  eine  Gerade  beschreibt.  Diese  Gerade  wnrd  in 
sich  verschoben,  und  wenn  man  den  ersten  Körper  eine  Drehung 
von  der  Gröfse  f/  machen  läfst,  so  beschreibt  jeder  Punkt  der 
durch  B  gehenden  Geraden  eine  Strecke  von  der  Gröfse  ^ky. 
Erreicht  die  Drehung  um  die  in  A  errichtete  Senkrechte  die 
Gröfse  2/T  (ist  eine  volle  Umdrehung  erfolgt),  so  gelangt  jeder 
Teil  des  ersten  Körpers  in  seine  Anfangslage ;  folglich  mufs  auch 
jeder  vermittelnde  Körper  wieder  die  Anfangslage  decken;  somit 
wird  auch  jeder  Punkt  der  von  B  beschriebenen  Geraden  wieder 
in  seine  Anfangslage  zurückkehren.     Dabei  hat  aber  jeder  Punkt 
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eine  Verschiebung  um    2k77   gemacht;    diese   führt  also   in   die 
An£ingslage  zurück. 

Im  dreidimensionalen  Räume  lassen  wir  einen  Körper  Ki 
sich  längs  einer  in  ihm  enthaltenen  Geraden  g  verschieben.  Durch 
g  legen  wir  eine  beliebige  Ebene,  errichten  in  ihr  auf  g  eine 
Senkrechte  h  und  schneiden  auf  ihr  vom  Fufspunkte  aus  eine 
Strecke  ^=»^\in  ab.  Man  legt  einen  Körper  Kg  so,  dafe  er  den 
Endpunkt  dieser  Linie  enthält,  und  nimmt  zur  Vermittlung  Körper 
Kj  . . .  Kg-i ,  auf  denen  je  zusammenstofsende  Stücke  der  Linie  h 
liegen.  Dadurch  wird  für  Kg  eine  Drehung  um  eine  gewisse 
Gerade  g'  bestimmt.  Wenn  jetzt  Ki  um  die  Länge  2k7r  ver- 
schoben wird,  so  vollendet  Kg  um  g'  eine  volle  Umdrehung; 
folglich  gelangt  jeder  Punkt  von  Kg  in  seine  Anfangslage  zurück. 
Somit  mufs  auch  zugleich  Ki  seine  Anfangslage  wieder  erlangen. 

Ähnliches  gilt  im  n-dimensionalen  Räume;  hier  entspricht 
einer  Verschiebung  längs  einer  Geraden  die  Drehung  um  eine 
(n — 2)-dimensionale  Ebene. 

Ein  zweiter  Beweis  berücksichtigt  nur  einen  einzigen  festen 
Körper  und  läfst  ihn  längs  einer  Geraden  verschoben  werden. 
Darauf  wollen  wir  jedoch  nur  hinweisen.  Wir  sehen,  dafs  jeder 
Punkt  wieder  erlangt  wird,  wenn  man  sich  in  irgend  einer  von 
ihm  ausgehenden  Geraden  um  die  Strecke  2k7r  bewegt,  dafs  also 
einem  gegebenen  Wertsystem  Xo,  Xi  ...Xn  nur  ein  einziger  Punkt 
entspricht. 

Dadurch  ist  der  Satz  gewonnen: 

»Wenn  ein  festes  Weierstrafssches  Koordinatensystem  zu 
Grunde  gelegt  wird,  so  ist  durch  n+1  Gröfsen  xo,  xi  ...Xn, 
welche  der  Bedingung  (5)  genügen,  in  der  angegebenen  Weise 
ein  einziger  Punkt  bestimmt.« 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  gelten  ganz  allgemein;  sie 
setzen  nur  voraus,  dafs  um  jede  Stelle  des  Raumes  ein  endliches 
Gebiet  abgegrenzt  werden  kann,  welches  den  von  Euklid  für  das 
Endliche  aufgestellten  Bedingungen  genügt.  Jetzt  fugen  wir  die 
Bedingung  hinzu,  dafs  jeder  Bewegung  eines  festen  Körpers  eine 
Bewegung  des  Raumes  entspricht,  oder  genauer  ausgedrückt,  dafs 
durch  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  auch  für  jeden  in 
irgend  einem  andern  Teile  des  Raumes  gelegenen  Körper  die 
zugeordnete   Bewegung    eindeutig  bestimmt    wird.      Wir    haben 
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aber  bereits  gesehen,  dafs  diese  Forderung  immer  erfüllt  wird, 
wenn  man  jedem  Wensystera  (xo,  xi . .  .Xn)  einen  einzigen  Punkt 
zuordnet.    Jede  Bewegung  wird  dann  durch  Gleichungen: 

(10)  yi—  yi  (xo,  xi  . . . Xn)  (i  ==»0,  1 . . .  n) 

bestimmt.  Wir  haben  zu  untersuchen,  ob  dieselbe  Bedingung 
auch  befriedigt  werden  kann,  wenn  man  einem  Punkte  verschie- 
dene Koordinatenwerte  beilegt.  Wenn  aber  derselbe  Punkt  sowohl 
durch  die  Koordinaten  (xo,  Xi  ...x»),  wie  durch  (xo',  Xi'...x„') 
bestimmt  wird,  so  mufs  sich  auch  durch  die  Gleichungen 

yi  =yi(xo',  xi'...x„') 

jedesmal  ein  Punkt  (yo',  yr...yn')  ergeben,  welcher  mit  dem 
Punkte  (yo,  yi  ...yn)  zusammenfällt.  Speziell  betrachte  man  alle 
diejenigen  Bewegungen,  bei  denen  ein  fest  gewählter  Punkt  in 
Ruhe  bleibt.  Wenn  die  Koordinaten  des  ruhenden  Punktes  sind 
(xo',  Xi'...Xn'),  so  mufs  für  die  entsprechenden  Bewegungs- 
gleichungen sein: 

(11)  xi'  =  yi (xo',  Xi ' . . .  Xn)  (i  =  0,  1, . . .  n). 

Nun  möge  derselbe  Punkt  auch  durch  Xo",  Xi"...Xn"  dar- 
gestellt werden;  dann  werden  alle  Bewegungsgleichungen,  welche 
der  Bedingung  (11)  genügen,  auch  befiriedigt  werden  für 

Xi   =  yi(xo ',  Xi' . . .  Xn")- 
Das  ist  aber   sowohl  für  k*  =  00   wie  für   k*<CO  unmöglich. 
Legt  man    z.  B.  für  k*  =  00   und  für  zwei  Dimensionen  die 
Gleichungen  zu  Grunde: 

yi  =  (xi  —  ai )  cos  if  —  (xg  —  aj)  sin  y  +  ^i 
yi  =  (xi  —  ai) sin  y  +  (xg  —  a,)  cosy  +  a^, 
so    wird  hierdurch    eine   Bewegung   bestimmt.      Soll    in   diesen 
Gleichungen  yi  =  Xi ,  y2  =  Xj  sein,  so  mufs  für  cos  y<C  1  not- 
wendig Xi  =«  ai ,  X2  =  ag  sein.   Ebenso  kann  man  bei  drei  Dimen- 
sionen zwei  Bewegungen  durch  die  Gleichungen  charakterisieren : 

yi  =xi 

y2  =  (x2  —  a2)  cos  y  —  (xa  —  aa)  sin  y  +  a^ 

ys  =  (x2  —  a2)  sin  y  +  (xa  —  ^3)  cos  y  +  as 
und  durch: 

zi  =  (xi  —  ai)  cos  4)  —  (x3  —  as)  sin  t/^  +  a,, 

Z2=X2 

zs  =  (xi  —  ai)  sin  «/^  +  (xj  —  as)  cos  ip  +  as. 
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Bei  der  ersten  Bewegung  bleiben  alle  Wertsysteme  X2=a2, 
X3=a3  ungeändert,  und  nur  diese;  bei  der  zweiten  xi  =ai, 
X3  =  a8.  Sollte  also  der  Punkt  (ai,  as,  as),  der  bei  beiden 
Bewegungen  in  Ruhe  bleibt,  auch  noch  die  Koordinaten  (b| ,  b^,  bs) 
haben,  so  müfsten  beide  Gleichungssysteme  auch  für  y^  =sx£  =  b« 
erfüllt  werden,  was  unmöglich  ist. 

Ebenso  denke  man  sich  für  ein  negatives  k*  bei  drei  Dimen- 
sionen von  einem  Punkte  aus  zwei  gerade  Linien  gezogen  und 
um  jede  von  diesen  eine  Drehung  ausgeführt.  Die  beiden  Systeme 
von  Bewegungsgleichungen  lassen  nur  ein  einziges  Quadrupel 
von  Koordinaten  ungeändert;  da  jedem  Quadrupel,  wie  wir  bereits 
wissen,  ein  einziger  Punkt  entspricht,  für  verschiedene  Quadrupel, 
die  zu  demselben  Punkte  gehören,  alle  Bewegungsgleichungen 
dieselben  Werte  liefern  müssen,  so  ist  die  Beziehung  zwischen 
den  Koordinaten  und  den  Punkten  eindeutig.  Ähnliche  Betrach- 
tungen können  für  jede  Zahl  von  Dimensionen  angestellt  werden. 

Wenn  bei  einem  negativen  k*  die  Bewegungsgleichungen 
y^  =  ifi  (x„,  xt  . .  .Xn)  für  y£  =  x£  ==  x/  befi-iedigt  werden,  so 
genügt  man  diesen  Gleichungen  auch  für  y£=axr= — x/;  aber 
bei  einem  negativen  Werte  von  xo  stellen  x., ,  xi  . . .  Xn  keinen 
reellen  Punkt  dar.  Anders  ist  es  bei  einem  positiven  Werte  von 
k*;  hier  darf  man  also  annehmen,  (was  auch  schon  fi'üher  be- 
wiesen ist),  dafs  die  Punkte  (xo,  Xi  . .  .Xn)  und  ( — Xo,  —  xi  ... 
—  x„)  identisch  sind.  In  der  That  erhält  man  in  der  Gleichung 
(10)  statt  yo,  yi  ..  .yn  jedesmal  —  yo,  —  yi  . . .  -  yn,  wenn 
man  x.,  Xi  . . .  Xn  durch  —  x,,,  —  Xi  ...  —  x„  ersetzt.  Aber  andere 
Möglichkeiten  sind  nicht  vorhanden.  Wir  gelangen  also  zu  fol- 
gendem Resultate: 

»Es  giebt  nur  vier  Raumformen,  welche  als  Ganze  alle  Be- 
wegungen eines  festen  Körpers  fortsetzen  können,  nämlich  die 
Euklidische,  die  Lobatschewskysche,  die  Riemannsche  und  die 
Kleinsche  Raumform.« 

In  schärferer  Form  läfst  sich  dies  Resultat  folgendermafsen 
aussprechen : 

»Wenn  ein  Körper  bewegt  wird,  so  wird  dadurch  auch  für 
jeden  andern  Körper,  der  mit  ihm  vermittelst  weiterer  Körper 
verbunden  ist,  eine  einzige  Bewegung  bestimmt.     Die  auf  diese 
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Weise  dem  zweiten  Körper  vermittelte  Bewegung  ist  nur  in  den 
vier  genannten  Raumformen  von  den  die  Verbindung  herbei- 
führenden Körpern  unabhängig.« 

§  6. 

Über  die  Bestimmung  der  X^lifford  -  Kleinsohen  Baomformen 

auf  analytisohem  Wege. 

Nachdem  uns  der  vorige  Paragraph  alle  diejenigen  Raum- 
formen geliefert  hat,  welche  als  Ganze,  wie  wir  uns  kurz  aus- 
drücken, alle  Bewegungen  eines  starren  Körpers  ausfuhren  können, 
wollen  wir  jetzt  zu  denjenigen  Raumformen  übergehen,  bei  denen 
dies  nicht  möglich  ist,  oder  bei  denen  einer  Bewegung  eines 
festen  Körpers  für  einen  zweiten  Körper  verschiedene  Bewegungen 
zugeordnet  werden  können,  je  nach  der  Verbindung,  welche  man 
zwischen  den  beiden  Körpern  herstellt.  Diese  Raumformen,  von 
denen  eine  bereits  von  Clifford  kurz  erwähnt  war,  während  Herr 
Klein  ihre  Berechtigung  zuerst  allgemein  bewiesen  hat,  mögen 
als  Clifford  -  Kleinsche  bezeichnet  werden.  3*)  Wir  wollen  ver- 
suchen, ein  analytisches  Problem  aufzustellen,  dessen  Lösung  uns 
alle  diese  Raumformen  liefert.  Dabei  wird  die  Berechtigung  der 
neuen  Raumformen  wieder  deutlich  hervortreten. 

Wir  gehen  zu  den  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen 
zurück.  Für  ein  gewisses  Gebiet,  das  allseitig  begrenzt  ist,  läfst 
man  alle  Voraussetzungen  Euklids  bestehen ;  man  beweist  für  einen 
solchen  Bereich  die  Gültigkeit  der  trigonometrischen  Formeln  und 
gründet  darauf  ein  Weierstrafssches  Koordinatensystem.  Alsdann 
erweitert  man  das  Gebiet  unbegrenzt  und  zeigt,  dafs  man  auch 
den  neu  gewonnenen  Punkten  Koordinaten  Xq,  xj  . . .  Xn  zuordnen 
kann,  zwischen  denen  die  Beziehung  besteht: 

(1)    k%*  +  Xi«  +  ...  +  X„«  =  k«. 

Umgekehrt  ergiebt  sich,  dafs  jedem  Wertsystem,  das  dieser 
Gleichung  genügt  (und  worin  für  k*  <C  0  der  Wert  von  Xo 
positiv  ist),  ein  einziger  Punkt  entspricht.  Jeder  stetige  Übergang 
von  einem  Wertsystem  (xo,  Xi  . . .  Xn)  zu  einem  andern  (y,.. 
Vi  . . .  yn)  stellt  auch  geometrisch  einen  Weg  dar,  der  die  durch 
die  beiden  Wertsysteme  dargestellten  Punkte  verbindet.  Ver- 
mittelt man  die  Verbindung  zwischen  zwei  Körpern  in  einer 
Weise,  welche  dem  Übergange  der  zugehörigen  Koordinatenwerte 
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entspricht,  und  stellt  man  irgend  eine  Bewegung  des  ersten  Körpers 
durch  Gleichungen  dar,  so  gelten  dieselben  Gleichungen  auch  für 
die  durch  die  angegebene  Verbindung  vermittelte  Bewegung. 

Aus  diesen  Sätzen,  die  im  vorigen  Paragraphen  ausführlich 
bewiesen  sind,  folgt  schon,  dafs  nur  in  den  frei  beweglichen 
Raumformen  jedem  Punkte  ein  einziges  Wertsystem  der  Koor- 
dinaten oder  doch  nur  ein  einziges  System  der  Verhältnisse  der 
n-j-l  Grölsen  Xo,  X],...Xn  entsprechen  kann.  Sollen  also  die 
QifFord-Kleinschen  Raumformen  Berechtigung  haben,  so  mufs  es 
möglich  sein,  jedem  Punkte  verschiedene  Werte  der  Koordinaten 
zuzuordnen. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  derselbe  Punkt  werde  durch  die 
Koordinaten  (xo,  X|  ...Xn)  und  (yo,  yi  ...yn)  dargestellt.  Be- 
schränken wir  uns  für  die  Wertsysteme  (xo,  xi  .  ..Xn)  auf  einen 
Bereich,  wie  wir  ihn  immer  zu  Grunde  gelegt  haben,  so  sollen 
auch  die  Werte  (yo,  yi  ...  yn)  auf  denselben  Bereich  eingeschränkt 
sein.     Dabei  können  wir  setzen: 

y;f  =  '/'^pCxo,  Xi .  ..Xn)  für  x=— 0,  1  ...n. 

Wird  dem  Wertsystem  x'  durch  die  Gleichungen  yx  ==»  ^^;f  (x  ) 
das  Wertsystem  y'  zugeordnet,  so  mufs  der  Abstand  der  Punkte  x 
und  x'   derselbe  sein,   wüe    der  Abstand   der  Punkte  y  und  y' 
Demnach  mufs,   wie  auch   die  Punkte  x  und  x'  in  dem  ange- 
nommenen Gebiet  gewählt  sind,  stets  die  Beziehung  bestehen: 

k^yoyo'  +  yiyi '  +  .  .  .  +  ynyn'  =  k«XoXo'  +  XiXi '  -f  .  »  .  XnXn'. 

Daraus  folgt: 

yo  =  aoo  Xo  -f-  aoi  Xi  -r  • .  •  -p  aon  Xn 
yx  =  at  0  Xo  -j-  ai  1  Xi  -}"•••  "t"  **i  n  Xn 


(2) 


(3) 


yn  =  ^no  Xo  -}-  ani  Xj  -|-  .  .  .  -J-  annXn  > 

wo  die  Koeffizienten  den  Bedingungen  genügen: 

k%o»+a,o*  +  ...+ano*  =  k« 
k'ao;f»-f  ai;f*  +  ...-f  an;f*  =  1 
k*aoo*io;f +  ^10*11^  +  •  •  •  +  ano*in;f  =  0 

für  X,  A  =  1  . . .  n,  A  ^  X. 
Das  sind  dieselben  Beziehungen,  welche  für  die  Umwandlung 
eines  rechtwinkligen   Koordinatensystems  in    ein    anderes  recht- 
winkliges bestehen. 
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Aus  den  Entwicklungen  des  §  4  folgt  aber,  dafs  man  die 
Koordinaten  y  aus  den  x  durch  stetige  Umänderung  erhalten 
kann.  Dort  ist  nämlich  gezeigt  worden,  dafs  es  möglich  sein 
mufs,  mit  einem  Körper  Ki  weitere  Körper  Kj,  Ks.-.Kt— i,  von 
denen  je  zwei  auf  einanderfolgende  zusammenhangen  und  deren 
letzter  mit  Ki  selbst  wieder  in  Zusammenhang  steht,  so  zu  ver- 
binden, dafs  die  hierduch  für  Ki  vermittelte  Bewegung  von  der 
ihm  beigelegten  verschieden  ist.  Verfolgt  man  jetzt  die  Koor- 
dinaten durch  die  einzelnen  Körper  hindurch,  so  mufs  man  für 
Kl  Koordinaten  yo,  yi .. .  yn  erhalten,  welche  von  den  xo,  xi  ...Xn 
verschieden  sind.  Wären  nämlich  die  y  mit  den  x  identisch,  so 
würde  die  vermittelte  Bewegung  der  erteilten  notwendig  gleich 
sein.  Der  bezeichnete  Weg  liefert  aber  einen  stetigen  Übergang 
von  den  Werten  x  zu  den  y.  Dazu  ist  aber  noch  notwendig, 
dafs  die  Determinante 

Hqq  a^i  ...  aon 

/  i  \     "^l  0  ^l  1  •  •  •  ^l  n 

(*; ! =1 


1 


•^no  ^nl  •  •  •  a 


nn 


ist.  Denn  aus  den  Gleichungen  (3)  folgt,  dafs  das  Quadrat  dieser 
Determinante  den  Wert  eins  hat.     Sollen  aber  die  Werte  a/;p  aus 

den  Anfangswenen  a«i  =  l,  ai;r  =  0  für  '^^«  unter  steter  Gül- 
tigkeit der  Gleichungen  (3)  auf  stetigem  Wege  erhalten  werden, 
so  kann  ein  Wechsel  zwischen  den  beiden  Werten  -|- 1  und  —  1 
nicht  eintreten. 

Wir  legen  den  Veränderlichen  Xr>,  xi  ...Xn  feste  Werte  bei, 
die  der  Gleichung  (1)  genügen,  und  bestimmen  die  entsprechenden 
Werte  von  y  ,  Vi  ...Vn  durch  die  Gleichungen  (2).  Damit  die 
Gröfsen 

(5)  axp  +  bvo,  axi  -\-  bvi  . . .  axn  -j-  bvn 

für  konstante  Werte  von  a  und  b  wieder  die  Koordinaten  eines 
Punktes  sind,  mufs  infolge  der  Gleichung  (1)  die  Bedingung 
crtüllt  sein: 

09  a-+2abcos^+b«=l, 
wo  ist: 
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(7)  k«  cos ^  =  k«Xoyo  +  Xiyi  +  . . .  +  Xn}«. 

Alle  Punkte,  deren  Koordinaten  in  der  Form  (5)  dargestellt 
werden  können,  gehören  einer  geraden  Linie  an.  Läfst  man 
das  Wertepaar  (a,  b)  stetig  von  (1,  0)  in  (0,  1)  übergehen,  so 
wird  das  Wertsystem  (x.j,  Xi  ...Xn)  in  (yo,  yi  .-.yn)  umgewandelt; 
der  dargestellte  Punkt  bewegt  sich  in  gerader  Linie,  legt  auf  ihr 
eine  Strecke  von  der  Länge  e  zurück  und  kehrt  dadurch  in  seine 
Anfangslage  zurück.  Eine  solche  Länge  darf  aber  in  keinem 
festen  Körper  und  damit  auch  in  keinem  Gebiete,  das  unserer 
Untersuchung  von  Anfing  an  zu  Grunde  gelegt  werden  konnte, 
vorkommen.  Denn  die  gemachten  Voraussetzungen  fordern,  dafs 
ein  Punkt,  der  in  jenem  Gebiete  verbleibt  und  eine  gerade  Strecke 
zurücklegt,  nicht  wieder  durch  seine  Anfangslage  hindurchgeht. 

Diese  Betrachtung  gilt  aber  nicht  blofs  für  die  Punkte  des 
zunächst  ausgewählten  Bereiches,  sondern  bleibt  ganz  allgemein 
gültig.  Wir  wissen  schon,  dafs  jedes  Wertsystem  (xo,  Xi...Xn) 
einen  Punkt  darstellt,  und  zeigen  durch  einfache  Erwägungen, 
dafs  die  Gleichungen  (2),  (3),  (4)  ganz  allgemein  das  Zusammen- 
fallen von  Punkten  darstellen,  sobald  sie  dies  für  die  Punkte  eines 
gewissen  Bereiches  thun.  Geben  wir  also  in  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  (7)  den  Variabein  xo,  Xi  . .  .Xn  irgend  welche  der 
Gleichung  (1)  genügende  Werte  und  ersetzen  die  Gröfsen  yo, 
yi  ...yn  durch  ihre  aus  den  Gleichungen  (2)  folgenden  Werte, 
so  erhalten  wir  eine  Länge  e,  durch  deren  Zurücklegung  ein 
Punkt  wieder  in  seine  Anfangslage  auf  geradlinigem  Wege  zurück- 
kehren kann.     Hiernach  nimmt  die  Gleichung  (7)  die  Form  an : 

(8)  k*  cos  r  =•  k^aoo x© '+^1 1  Xi  •+ . . .  +aniiXn* 

+  (k*aoi  -faio)xoXi  -f  . . .  +  (^m  +  ani)xiXn  +  .. . 
Bestimmt  man  die  Gröfse  von  e  aus  dieser  Gleichung  für  irgend 
ein  reelles  Wertsystem,  so  darf  sie  nie  unter  eine  gewisse  Grenze 
sinken;  speziell  darf  die  vorstehende  Gleichung  weder  für  e=0 
noch  für  einen  beliebig  kleinen  Wert  von  e  befriedigt  werden. 
Hierdurch  ist  eine  neue  Bedingung  gegeben,  der  die  Transfor- 
mations-Koeffizienten zu  genügen  haben. 

Wenn  die  Koordinaten  (yo  . . .  yn)  denselben  Punkt  bezeichnen, 
wie  (xo...Xn),  wofern  die  Gleichungen  bestehen: 
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y;f  =  I/'*(xo...Xb), 

SO  erhält  man  offenbar  vermittelst  der  Gleichungen: 

neue  Koordinaten  Zo  . . .  Zn,  die  denselben  Punkt  darstellen.  Setzt 
man  aber  in  die  letzten  Gleichungen  für  yo  •  •  •  ya  die  Werte 
c^o(x)...  </'b(x)  ein^  so  erhält  man  neue  Gleichungen: 

Zar  =» X^O^  •  •  »Xb)» 

durch  welche  ebenfalls  ein  Zusammenfallen  von  Punkten  bezeichnet 
wird.  Da  die  Funktionen  ^»(x)  als  linear  homogen  vorausgesetzt 
und  zwischen  den  darin  vorkommenden  Koeffizienten  die  Be- 
ziehungen (3)  und  (4)  angenommen  werden ,  so  gilt  dasselbe 
von  den  Funktionen  Xjr(x).  Dagegen  bedarf  es  einer  besondem 
Untersuchung,  ob  auch  die  Gleichung  (8),  auf  die  neuen  Trans- 
formations-Koeffizienten  angewandt,  weder  einen  verschwindenden 
noch  einen  beliebig  kleinen  Wert  von  e  liefert. 

In  derselben  Weise  kann  man  aber  weitere  Koordinatenwerte 
herleiten,  durch  die  derselbe  Punkt  dargestellt  wird.  Um  den 
Weg,  auf  dem  dies  geschieht,  recht  deutlich  zu  übersehen,  schreibe 
man  x'  statt  v  und  setze: 

Xx'  «=»  2axp\p  =—  A;f'(Xo  .  .  .Xn). 

Jetzt  bilde  man  in  unbeschränkter  Folge  die  Gleichungen: 

Xjf    =^  Ax  (Xo    .  .  .  Xn  )  =  Ax'  (Xo  .  . .  Xn J 


X^(m)  ^  A;r(«-»>(Xo'  .  .  .  X«  )  =  A;r<™)  (Xo  .  .  .  X„). 

Dann  darf  die  durch  die  Gleichung: 

k«  cos  y  =  k«XoXo<">  +  Xi Xi ^»"^  +  .  . .  +  XnX„<«> 

bestimmte  Gröfse  Cm  nicht  beliebig  klein  werden,  wofern  nicht 
etwa  durch  die  Funktionen  Ax^^^  die  identische  Transformation 
dargestellt  wird,  also  für  x  =  0,  1 . . .  n  jedesmal  \x^^^  =  x«  wird. 
Wir  können  die  linearen  Funktionen  A;^^'"*  auch  leicht  für 
einen  negativen  Wen  von  m  definieren.  Aber  da  die  neue  Gröfse 
e_ni  =  eni  wird,  genügt  es  die  Werte  von  em  für  ein  positives 
m  zu  betrachten. 

Dadurch  haben  wir  folgendes  Resultat  erhalten: 
»Soll  eine  Transformation  imstande  sein,  das  Zusammenfallen 
von  Punkten  zu  bezeichnen,  so  mufs  sie 
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1.  denselben  Gesetzen  genügen,  wie  diejenigen  Transforma- 
tionen, durch  welche  starre  Bewegungen  dargestellt  werden; 

2.  die  durch  die  Gleichung  (8)  definierte  Gröfse  e  darf  weder 
verschwinden  noch  beliebig  klein  werden,  welche  Werte  xo, 
X|  ...Xn  auch  in  die  rechte  Seite  eingesetzt  werden; 

3.  die  zweite  Bedingung  mufs  auch  bei  jeder  nicht  identischen 
Transformation  erfüllt  werden,  welche  man  durch  Wiederholung 
der  gegebenen  Transformation  erhält. 

Wenn  umgekehrt  diese  drei  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  ist 
die  Transformation  geeignet,  das  Zusammenfallen  von  Punkten 
anzugeben.« 

Die  obigen  Formeln  (2)— (8)  gelten  zunächst  nur  für  einen 
endlichen  (positiven  oder  negativen)  Wert  von  k*;  indessen  sind 
die  Änderungen  bekannt,  welche  für  einen  unendlich  grofsen 
Wert  von  k*  an  ihnen  vorgenommen  werden  müssen. 

Es  wird  gut  sein,  die  vorstehenden  Erwägungen  in  einer 
"etwas  veränderten  Form  zu  wiederholen  und  einige  Punkte  be- 
sonders hervorzuheben,  die  in  den  angestellten  Entwicklungen 
enthalten  sind,  aber  mit  Stillschweigen  übergangen  werden  mufsten, 
damit  die  Beweisführung  keine  Unterbrechung  erlitte. 

Auch  für  die  neuen  Raumformen  ist  die  Konstante  k*  von 
hervorragender  Bedeutung.  Denn  bei  der  Herleitung  der  trigono- 
metrischen Formeln  kann  man  ein  beliebig  kleines  Gebiet  benutzen 
und  findet  drei  Möglichkeiten,  die  durch  den  Wert  der  angege- 
benen Konstante  unterschieden  werden.  Wie  die  fi^ei  beweglichen 
Raumformen  nach  ihrem  Krümmungsmafs  eingeteilt  werden,  hat 
man  auch  für  die  neuen  Raumformen  ein  positives,  verschwin- 
dendes und  negatives  Riemannsches  Krümmungsmafs  zu  unter- 
scheiden. Ebenso  kann  man  im  Anschlufs  an  die  Entwicklungen 
des  zweiten  Abschnitts  die  Clifford  -  Kleinschen  Raumformen  als 
elliptische,  parabolische  und  hyperbolische  unterscheiden.  Man 
braucht  ja  nur  den  Punkten  einer  geraden  Strecke  nach  der  dort 
angegebenen  Methode  Zahlen  zuzuordnen  und  die  Transformation 
zu  bestimmen,  durch  welche  die  Bewegung  dieser  Strecke  in  sich 
dargestellt  wird. 

Femer  wissen  wir,  dafs  jedem  Wertsystem  (xo . . .  Xn)  ein 
einziger  Punkt  entspricht,  dafs  dagegen  jedem  Punkte  mehrere 
Wertsysteme  zugeordnet  sind,  deren  Zahl  auch  unendlich   sein 
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kann.  •  Betrachten  wir  aber  die  Wertsysteme  (xo  . . .  Xb)  als  Koor- 
dinaten für  eine  frei  bewegliche  Raumform,  so  ist  die  letztere  eine 
Euklidische  oder  Lobatschewskysche  oder  Riemannsche.  Hierbei 
entspricht  jedem  Punkte  der  Clifford  -  Kleinschen  Raumform  ein 
einziger  Punkt  des  frei  beweglichen  Raumes;  die  crstere  ist  also 
auf  die  letztere  abgebildet.  Dabei  bleiben  alle  Langen  und  Winkel, 
und  hiermit  die  Gröfsen  von  Flachen  und  Körpern  ungeändert, 
genau  in  dem  Sinne,  wie  dies  für  die  Abwicklung  eines  Cylinder- 
mantels  auf  eine  Ebene  gilt  Wir  können  daher  eine  solche 
Abbildung  wieder  eine  Abwicklung  nennen,  wofern  wir  bei  diesem 
Ausdruck  von  dem  darin  liegenden  geometrischen  Begriffe  absehen 
und  nur  den  Charakter  der  Abbildung  kurz  ausdrucken  wollen. 
Es  besteht  also  der  Satz: 

»Jede  Clifford-Kleinsche  Raumform  läfst  sich  entweder  auf 
eine  Euklidische  oder  auf  eine  Lobatschewskysche  oder  eine 
Riemannsche  Raumform  so  abbilden,  dafs  alle  Gröfsenbeziehungen 
ungeändert  bleiben.« 

Wenn  jetzt  einem  Punkte  A  einer  Clifford-Kleinschen  Raum- 
form zwei  verschiedene  Punkte  A©  und  Ai  und  ebenso  einem 
Punkte  B  der  ersteren  zwei  Punkte  Bo  und  Bi  einer  frei  bew^eg- 
lichen  Raumform  zugeordnet  sind,  und  wenn  jedes  der  beiden 
Punktepaare  AoBo  und  AiBi  in  einem  Gebiete  liegt,  das  eindeutig 
auf  die  erste  Raumform  abgebildet  werden  kann,  so  mufs  der 
Abstand  der  Punkte  A  und  B  gleich  sein  sowohl  dem  Abstand 
der  Punkte  Ao  und  Bo  wie  dem  der  Punkte  Ai  und  Bi.  Hat 
also  der  Punkt  A©  die  Koordinaten  x,  der  Punkt  Bo  die  Koor- 
dinaten x',  während  zu  den  Punkten  Ai  und  Bi  die  Koordinaten 
y  und  y'  gehören,  so  mufs  die  Transformation,  durch  welche 
die  Wertsysteme  x  in  y,  x'  in  y'  übergehen,  den  Bedingungen 
(2)  und  (3)  genügen.  Nun  denke  man  in  der  frei  beweglichen 
Raumform  zwei  Körper  Ki  und  K»  so  ge>vählt,  dafs  sie  dem- 
selben Körper  K'  im  Clifford-Kleinschen  Räume  entsprechen,  so 
werden  sie  durch  die  angegebene  Transformation  in  einander 
übergehen.  Also  sind  die  beiden  Körper  Ki  und  Kg  kongruent, 
oder  zwischen  den  Koeffizienten  Zix  besteht  die  Beziehung  (4). 

Wieder  mögen  bei  der  vorgenommenen  Abbildung  einem 
Punkte  A  der  Clifford  -  Kleinschen  Raumform  die  beiden  Punkte 
Ao  und  Ai   der  frei  beweglichen  entsprechen.     Durch  die  Punkte 


Die  Clifford-Kieiaschen  Raumformen.  321 

Ao  und  A|  läist  sich  eine  gerade  Linie  legen.  Man  erhält  also 
in  der  abgebildeten  Raumform  eine  geradlinige  Strecke,  die  vom 
Punkte  A  ausgeht  und  wieder  in  ihn  zurückkehrt.  Nun  ist  die 
Beziehung  zwischen  den  Punkten  der  beiden  Raumformen  ein- 
deutig, so  lange  man  in  dem  ursprünglich  angenommenen  Gebiete 
bleibt.  Es  darf  demnach  nicht  möglich  sein,  die  obige  Strecke  in  ein 
solches  Gebiet  zu  legen;  ihre  Länge  mufs  also  gröfser  sein,  als 
irgend  eine  in  diesem  Bereiche  gezogene  gerade  Strecke.  Jst 
A^  irgend  ein  Punkt,  der  neben  An  dem  Punkte  A  entspricht, 
so  darf,  wofern  nicht  A^  mit  Ao  zusammenfallt,  die  Länge  von 
AoA^  nicht  unter  eine  gewisse  Grenze  sinken.  Wenn  aber  die 
Punkte  Ao  und  A^m  identisch  sind,  ohne  dafe  jedem  in  der  Um- 
gebung gelegenen  Punkt  Bn  ein  mit  ihm  zusammenfallender  Punkt 
B^  entspricht,  so  kann  man  diesen  Punkt  so  wählen,  dafs  die 
Strecke  BoB^m  beliebig  klein  wird.  Demnach  darf  weder  bei  der 
gegebenen  Transformation  noch  bei  jeder  aus  ihr  durch  Wieder- 
holung gewonnenen  ein  Punkt  ungeändert  bleiben;  auch  darf  der 
Abstand  zwischen  zAvei  zusammengehörigen  Punkten  nicht  be- 
liebig klein  werden.  Natürlich  unterliegt  es  keinem  Bedenken, 
dals  sich  durch  Wiederholung  einer  Transformation  die  iden- 
tische Transformation  ergiebt,  bei  der  jeder  Punkt  ungeändert 
bleibt. 

Eine  Transformation  der  Form  (2),  durch  die  das  Zusammen- 
fielen von  Punkten  bestimmt  wird,  möge  mit  S  bezeichnet  werden. 
Aus  dieser  Substitution  erhält  man  durch  (m  —  1)- malige  Wieder- 
holung eine  Substitution  S",  und  zu  dieser  reziprok  sei  die  Sub- 
stitution S"™.  Nun  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  aufser  der  Sub- 
stitution S  und  den  daraus  abgeleiteten  S^  eine  neue  Substitution 
T  eine  Beziehung  zwischen  Koordinaten  werten  angiebt,  die  zu 
demselben  Punkte  gehören.  Dann  gilt  dasselbe  von  jeder  durch 
Wiederholung  von  T  erlangten  Substitution,  sowie  von  jeder^ 
die  man  durch  beliebig  oft  wiederholte  Verbindung  der  beiden 
Substitutionen  erhält,  also  für 

(9)  ...T^S^T/^S«, 
bei  ganzzahligen  Werten  von  «,  ßy  y,  d.     Umgekehrt,   wenn  S 
und  T  beides  Substitutionen  der  Form  (2)  mit  den  Bedingungen 
(3)  und  (4)  sind  und  wenn  bei  keiner  Substitution  (9)  die  durch 
die  Gleichung  (7)  bestimmte  Gröfse  e  unter  eine  gewisse  feste 

Killing,  Grundlagen  der  Geometrie.    I.  2i 
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Grenze  sinkt,  so  wird   durch   diese  beiden   Substitutionen   eine 
gewisse  Clifford-Kleinsche  Raumform  definiert. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  bei  drei  und  mehr  Substitu- 
tionen verfahren.  Man  kann  aber  auch,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, in  den  Gleichungen  (2)  die  Koeffizienten  a««,  welche 
den  Bedingungen  (3)  und  (4)  genügen,  von  r  ganzen  Zahlen 
jUi  , . .  jür  abhängig  machen,  in  dem  Sinne,  dafs  man  jedesmal 
eine  Substitution  der  bezeichneten  Art  erhält,  wenn  man  in  die 
Gleichungen: 

yx  =  ^3t(xoXi . . . Xb;  fii  ... Mr) 
für  /ii , . . .  /ir  beliebige  ganze  Zahlen  einsetzt.  Verbindet  man 
zwei  solche  Transformationen  mit  einander,  so  mufs  man  eine 
Transformation  erhalten,  welche  sich  von  den  fi'ühern  nur  dadurch 
imterscheidet,  dafs  an  Stelle  von  jUi...jUr  andere  ganze  Zahlen 
gewählt  sind;  d.  h.  wenn  ist 

y«  ™  ^x(Xi^y  Xi  .  .  .  Xn;   ^1  . . .  fh) 

zx  =  «i^x(yo,yi . . .yn;  ^i' . . . ^r')> 

(x  a«  0,  1 . . .  n) 
und  wenn  man  in  die  letzten  Gleichungen  die  aus  den  ersten 
folgenden  Werte  für  yo...yn  einsetzt,   so  mufs  man  die  n-j-1 
Gleichungen  erhalten: 

Zx  =  ^3t(Xo,  Xi  . . .  Xn;  fix  . .  ./^/)> 
wo  die  ganzen  Zahlen  fJii"  ...fir'  sich  aus  fii  ...fir  und  ii\'...^t 
bestimmen  lassen.  Eine  solche  Schar  von  Transformationen, 
welche  ein  geschlossenes  System  bilden,  heifst  eine  Gruppe,  und 
zwar,  da  zwischen  den  Transformationen  kein  stetiger  Übergang 
besteht,  eine  diskontinuierliche  Gruppe.  Jetzt  müssen  alle  Trans- 
formationen der  Gruppe  den  Bedingungen  (2),  (3)  und  (4) 
genügen;  zugleich  darf  die  durch  die  Gleichung  (7)  definierte 
Gröfse  e  nicht  unter  eine  gewisse  Gröfse  sinken.  Demnach  ist 
das  Problem,  alle  in  Betracht  kommenden  Raumformen  aufzu- 
finden, auf  folgende  analytische  Aufgabe  zurückgeführt: 

»Man  suche  alle  diskontinuierlichen  r-gliedrigen  Gruppen 
von  Transformationen  der  Form  (2),  welche  den  Bedingimgen 
(3)  und  (4)  genügen  und  zudem  die  weitere  Forderung  erfüllen, 
dafs  mit  Ausschlufs  der  identischen  Transformation  keine  Trans- 
formation der  Gruppe  ein  Wertsystem  an  sein  transformiertes 
beliebig  nahe  heranbringt.« 
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Indem  man  wieder  auf  die  mehrfach  erwähnte  Abbildung 
zurückgeht,  kann  man  das  Problem  auch  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen: 

Man  ordne  jedem  Punkte  einer  Euklidischen,  Lobatschew- 
skyschen  oder  Riemannschen  Raumform  einen  Punkt  zu  durch 
eine  Transformation,  welche  den  Bedingungen  einer  starren  Be- 
wegung genügt.  Die  Koeffizienten  in  dieser  Transformation 
mache  man  abhängig  von  r  ganzen  Zahlen  fii.^.firy  so  dafs 
durch  jede  Zusammenstellung  eine  einzige  Substitution  bestimmt 
ist»  Verbindet  man  zwei  beliebige  derartige  Substitutionen  mit 
einander,  so  mufs  man  wieder  eine  Substitution  der  Schar  erhalten. 
Wenn  bei  der  durch  die  Marken  ^  .../*,  bezeichneten  Substi- 
tution dem  Punkte  x  der  Punkt  x^f^^-'-f^^)  entspricht,  so  darf  der 
Punkt  X  (aufser  bei  der  identischen  Substitution)  niemals  mit  dem 
Punkte  x^''»  ••'''*)  zusammenfallen;  es  darf  aber  auch  der  Abstand 
von  zwei  solchen  Punkten  nicht  beliebig  klein  werden. 

Auf  dies  analytische  Problem  ist  jetzt  die  Aufgabe  zurück- 
geführt, alle  Clifford-Kleinschen  Raumformen  zu  bestimmen. 

Dabeiist  jedoch  stillschweigend  vorausgesetzt,  dafs  die  Rückkehr 
für  den  Körper  als  Ganzes  stattfinden  müsse  und  sich  nicht  auf 
ein  demselben  angehörendes  Grenzgebilde  beschränken  könne. 
Indem  wir  wieder  von  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen 
Satze  Gebrauch  machen,  dafs  zu  jedem  Wertsystem  (xo,  Xi  ...x„) 
ein  Punkt  gehört,  haben  wir  die  beiden  Fragen  zu  beantworten  : 

1.  Ist  es  möglich,  dafs  im  allgemeinen  zu  verschiedenen 
Koordinatenwerten  auch  jedesmal  verschiedene  Punkte  gehören, 
dafs  aber  doch  derselbe  Punkt  durch  ungleiche  Koordinatenwerte 
bezeichnet  wird,  wofern  zwischen  den  Koordinaten  gewisse  Re- 
lationen bestehen? 

2.  Wenn  eine  (diskontinuierliche)  Gruppe  von  Transforma- 
tionen das  Zusammenfallen  von  Punkten  bezeichnet,  können 
dann  nicht  für  gewisse  Mannigfaltigkeiten  von  einer  geringeren 
Zahl  von  Dimensionen  noch  andere  Beziehungen  hinzutreten, 
bei  deren  Erfüllung  die  Punkte  ebenfalls  als  identisch  zu  be- 
trachten sind? 

Die  Antwort  auf  diese  beiden  Fragen  werden  wir  sofon 
geben  können,  wenn  wir  auf  die  Beispiele  von  Cylinderflächen 
blicken,  welche  wir  am  Schlufs  von  §  1  angeführt  haben.    Dort 

21' 
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wählten  wir  einmal  die  Leitlinie  so,  dafs  sie  ins  Unendliche  ver- 
läuft, aber  zugleich  Doppelpunkte  besitzt.  Die  hierdurch  erhaltene 
Fläche  durfte  aber  ebenfalls  als  Raumform  betrachtet  werden.  Es 
kommt  dies  darauf  hinaus  anzunehmen,  dafs  für  Cartesische  Koor- 
dinaten der  Punkt  (x  =  a,  y)  mit  dem  Punkte  (x=a  — a,  y)  fiir 
jeden  Wert  von  y  zusammenfällt,  während  für  einen  von  ±a 
verschiedenen  Wert  von  x  jedesmal  durch  ungleiche  Wertsysteme 
(x,  y)  und  (x',  y )  auch  verschiedene  Punkte  bezeichnet  werden. 
Dies  Beispiel  ist  aber  ganz  speziell;  man  kann  ebenso  gut  auch 
eine  gröfsere  Zahl  von  Geraden  als  zusammenfallend  betrachten. 
Diese  Zahl  kann  sogar  unendlich  grofs  gewählt  werden;  als  ein- 
fachstes Beispiel  setzen  wir  fest,  das  für  jedes  ganzzahlige  fi  die 
Gerade  x=3jua  mit  der  Geraden  x=a  —  jua  identisch  sein  soll. 

Es  ist  nicht  schwer,  weitere  Beispiele  zu  bilden,  wenn  die- 
selben auch  nicht  durch  Flächen  zur  Anschauung  gebracht  werden 
können.  So  können  wir  annehmen,  die  Gerade  x  =  a  sei  mit 
der  Geraden  x  =  — a  identisch,  es  falle  aber  der  Punkt  (a,  y) 
mit  dem  Punkte  ( — a,  — y)  fiir  jeden  Wert  von  y  zusammen. 

Endlich  möge  ein  Winkel  a  so  gewählt  sein,  dafs  er  mit  n 
inkommensurabel  ist.  Zudem  sollen  a  und  c  irgend  zwei  feste 
Längen  bezeichnen  und  fi  soll  der  Reihe  nach  alle  ganzzahligen 
Werte  annehmen.  Dann  möge  die  Gerade  x  =  c  tg  jm«  mit  der 
Geraden  x  =  —  c  tgjua  zusammenfallen  und  zwar  soll  der  Punkt 
( —  c  tg  iua,  y)  mit  dem  Punkte  (c  tg  jua,  y  +  /la)  identisch  sein. 
In  diesem  Falle  erhalten  wir  unendlich  viele  geschlossene  Gerade, 
von  denen  keine  zwei  zusammenfallen  und  welche  die  Längen 
a,  2a,  3a...  besitzen. 

Das  sind  Beispiele  von  zweidimensionalen  Raumformen,  bei 
denen  im  allgemeinen  keine  zwei  Punkte  mit  ungleichen  Koor- 
dinaten zusammenfallen,  sondern  das  Zusammenfallen  auf  einzelne 
Linien,  (deren  Zahl  allerdings  unendlich  grofs  sein  kann),  beschränkt 
ist.  Die  Cylinderfläche,  deren  Leitlinie  eine  Lemniskate  oder 
überhaupt  eine  geschlossene,  sich  selbst  durchschneidende  Kurve 
ist,  läfst  uns  aber  erkennen,  dafs  neben  den  allgemeinen  Be- 
ziehungen, durch  welche  das  Zusammenfallen  von  Punkten  be- 
zeichnet wird,  fiir  einzelne  Gebilde  noch  spezielle  Beziehungen 
bestehen  können,  bei  deren  Erfiillung  bereits  ein  fi'üheres  Zusammen- 
fallen eintritt.     Nehmen  wir  z.  B.  an,    dafs  für  alle  Werte  von 
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(x,  y)  der  Punkt  (x,  y)  mit  dem  Punkte  (x  +  2a,  y)  identisch 
ist,  so  dürfen  wir  aufserdem  noch  festsetzen,  dafs  für  jedes  y  die 
Punkte  (0,  y)  und  (a,  y)  zusammenfallen.  Bei  dieser  Annahme 
giebt  es  einfach  unendlich  viele  geschlossene  Gerade;  alle  diese 
haben  die  Länge  2a;  aber  wenn  man  von  einem  gewissen  Punkte 
einer  solchen  Geraden  ausgeht,  so  gelangt  man  bereits  nach 
Zurücklegung  einer  Strecke  gleich  a  wieder  in  den  Ausgangspunkt 
zurück. 

Ähnliche  Beispiele  lassen  sich  leicht  für  den  mehrdimensio- 
nalen Raum  bilden ;  sie  lehren  uns,  dafs  die  beiden  oben  gestellten 
Fragen  mit  ja  beantwortet  werden  müssen.  Die  Bedingungen, 
denen  derartige  Transformationen  zu  genügen  haben,  unterscheiden 
sich  nicht  von  den  Bedingungen,  welche  wir  oben  bereits  ge- 
funden haben.  Die  Formen  aber,  zu  denen  wir  jetzt  gelangen, 
sind  so  mannigfaltiger  Art,  dafs  wir  von  einer  erschöpfenden 
Darstellung  Abstand  nehmen  müssen.  Vielleicht  läfst  sich  die 
übergrofse  Zahl  von  Einzelfällen  auf  wenige  Klassen  zurückfuhren. 
So  lange  das  nicht  möglich  ist,  glauben  wir  uns  auf  diese  wenigen 
Andeutungen  beschränken  zu  sollen. 

Die  prinzipielle  Berechtigung  dieser  Raumformen  hätte  im 
Anfange  von  §  5  im  Anschlufs  an  die  dort  durchgeführten  all- 
gemeinen Erwägungen  bewiesen  werden  müssen;  dann  wären 
aber  die  dort  angestellten,  immerhin  schon  recht  abstrakten  Unter- 
suchungen noch  komplizierter  geworden.  Deshalb  mufsten  wir 
dort  davon  absehen.  Auch  im  folgenden  soll  auf  die  hier  erör- 
terten Möglichkeiten  nicht  näher  eingegangen  werden.  Nur  beim 
Ausspruch  der  Lehrsätze  mufs  auch  die  hier  erönerte  Möglichkeit 
berücksichtigt  werden. 

§7. 
Über  die  Bweidimensionalen  Baiimformen« 

Die  Anwendung  der  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten 
Vorschrift  auf  die  zweidimensionalen  Räume  verschwindender 
Krümmung  liefert  uns  sofort  die  möglichen  Formen.  Wir  haben 
die  Transformation  zu  Grunde  zu  legen : 

x'  =  xcos  «  —  ysin  «  -(-  a 
y'  =  X  sin  a  -f-  v  cos  a  +  b. 
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Dann  darf  für  kein  endliches  Wertepaar  x'  =  x,  y'  =  y  sein. 
Demnach  dürfen  die  Gleichungen: 

(1  —  cos  a)  +  y  sin  a  =  a 
—  X  sin  a  +  y  (1  —  cos  a)  =—  b 
durch   kein   Wertepaar  befriedigt  werden.     Da  aber   die  Deter- 
minante aus  den  Koeffizienten  von  x  und  y,  gleich  : 

(1 — cosa)*+sin  •««=2—  2cosa 
nur  verschwindet,  wenn  cosa=  1,  also  sina  =  0  ist,  so  müssen 
die  Transformationsgleichungen  sein: 

(1)  x'=3X+a,  y— y  +  b. 

Dann  ist   die  im  vorigen   Paragraphen    eingeführte  Gröfse   e  = 

Va*  +  b',  also  stets  endlich.  Diese  Gröfse  e  wird  aber  nur  mit 
einer  ganzen  Zahl  multipliziert,  wenn  man  die  Transformation 
mehrmals  wiederholt.  Somit  genügt  jede  Transformation  von 
der  Form  (1)  den  angegebenen  Bedingungen. 

Läfst  man  nur  eine  derartige  Transformation  zu,  so  erhält 
man  diejenige  Raumform,  welche  wir  am  Schlufs  des  ersten  und 
im  Anfange  des  zweiten  Paragraphen  betrachtet  haben;  die  Raum- 
form kann  durch  einen  Cylinder  dargestellt  werden. 

Wir  fügen  eine  zweite  Transformation 

x"  =  x  +  a',  y'  =  y  +  b' 
hinzu  und  beweisen,  dafs  hier  nicht  die  Beziehung  bestehen  darf: 

a  _b 
ä'~b'' 

Bestände  diese  Beziehung,  so  wären  zwei  Fälle  möglich: 
entweder  wäre  das  Verhältnis  rational  oder  irrational.     Im  ersten 

Falle  möge  es  durch  den  Bruch  -  angegeben  werden,  wo  f^i  und 

V  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  haben.  Dann  kann  man  zwei 
ganze  Zahlen  p  und  q  so  bestimmen,  dafs  /i«p  —  iq  =  1  ist. 
Macht  man  also  die  erste  Transformation  p  -  mal  und  die  zur 
zweiten  reziproke  q-mal,  so  geht  der  Punkt  (x,  y)  über  in 

(x  -f-  pa  —  qa',  y  +  pb  —  qb'),  oder  wenn  man 

a  =  jMao,  a'  =  rao,  b  =  iiibu,  b' =  ibo 
setzt,    in   (x-fao,   y+bo).     Wiederholt  man  aber   diese   neue 
Transformation  (ji — l)-mal,  so  erhält  man  die  erste,  und  durch 
(v  —  l)-malige  Wiederholung  die  zweite  Transformation.    Folglich 
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kommen  die  beiden  gegebenen  Transformationen  auf  eine  einzige 
hinaus. 

Ist  aber  das  Verhältnis  a' :  a  =  b' :  b  irrational,  so  kann  man 
es  für  jede  beliebige  ganze  Zahl  v   zwischen  die  Werte   -  und 

einschliefsen.    Wiederholt  man  also  die  eine  Transformation 

V 

(ju— l)-mal,  die  reziproke  der  andern  (r — l)-mal,  so  gelangt 
man  von  demselben  Punkte  aus  zu  Punkten,  deren  Abstand  kleiner 


1  . 

ist  als  -K a'+b*,  was  unmöglich  ist. 


Demnach  liegen  die  drei  Punkte  (x,  y),  (x',  y)  und  (x",  y") 
nicht  in  gerader  Linie.  Wir  erhalten  die  zweite  in  §  2  betrachtete 
Möglichkeit.  Jetzt  zeigen  wir  aber  sehr  einfach,  dafs  eine  dritte, 
von  den  beiden  vorigen  unabhängige  Transformation  nicht  zu- 
lässig ist.  Wir  haben  also  nur  noch  den  Fall  zu  untersuchen, 
dafs  entweder  nur  einzelne  Linien  oder  Punkte  der  euklidischen 
Ebene  mehrfach  abgebildet  werden  oder  dafs  zu  den  angegebenen 
allgemeinen  Zuordnungen  noch  solche  hinzutreten,  die  nur  für 
einzelne  Linien  oder  Punkte  gelten.  Demnach  erhalten  wir 
den  Satz: 

»Die  Clifford-Kleinschen  Raumformen  von  zwei  Dimensionen 
und  von  verschwindender  Krümmung  lassen  sich  auf  eine  eukli- 
dische Ebene  analytisch  so  abwickeln,  dafs  sie  entweder  die  ganze 
Ebene  oder  einen  von  zwei  Parallelen  begrenzten  Streifen  oder 
ein  Parallelogramm  anfüllen.  Im  ersten  Falle  müssen  einzelne 
Linien  oder  Punkte  sich  mehrdeutig  abbilden,  was  im  zweiten  und 
dritten  Falle  nicht  notwendig,  aber  auch  nicht  ausgeschlossen  ist.« 

Wir  nehmen  jetzt  an,  die  Raumform  habe  ein  positives 
Krümmungsmafs,  welches  wir  bei  passender  Wahl  der  Längen- 
einheit gleich  eins  setzen  können.  Dann  können  wir  die  Trans- 
formation, durch  welche  das  Zusammenfallen  von  Punkten  be- 
zeichnet wird,  in  der  Form  voraussetzen: 

yo  =  axo  +  ßxi  +  yx, 
(2)  yi=ax.>+iS'xi  +y'x, 

y«  =tt'xo  +ß'\i  +y% , 
wo  die  Bedingungen  bestehen: 
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«*  +  «' »  +  a"»  —  1 ,  «/S  +  aß-  +  «T  =  0, 

(3)  J  «  1»  y 

aßy   =1. 

Hier  giebt  es  ein  Wertsystem,  für  welches  y»  =  xj  ist;  denn 
die  Determinante 


« —  1      ß         y 
«'     /S'  - 1    y 

a"         ß"     f  —  1 


=■ 

«   /?    y 

«■  /S'  Y' 

a"  ß"  f 

—  1 


wird  stets  verschwinden.     Dieser  Fall  mufs  aber  ausgeschlossen 
werden. 

Nun  könnte  man  aber  annehmen,  jeder  Punkt  (x)  fiele  mit 
dem  Punkte  ( — x)  zusammen.  Dann  würde  unter  Bestehen  der 
Bedingungen  (3)  es  möglich  sein,  die  Gleichungen  (2)  durch  die 
folgenden  zu  ersetzen: 

—  yo  =  ttxo  +  /5xi  +  yx, 


Dann  würden  die  drei  Gleichungen :  x«  =  yc  im  allgemeinen 
keine  Lösung  haben,  aber  wohl  die  Gleichungen:  x«  =  — y«,  was 
unter  der  gemachten  Voraussetzung  ebenfalls  unzulässig  ist. 

Somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

»Eine  elliptische  Raumform  von  zwei  Dimensionen  ist  ent- 
weder ak  Ganzes  beweglich  oder  sie  ist  doch  mit  Ausschlufs 
einzelner  Linien  oder  Punkte  eindeutig  auf  eine  Riemannsche 
Ebene  oder  deren  Polarform  abwickelbar.» 

Für  einen  negativen  Wert  von  k*  können  wir  die  Längen- 
einheit so  wählen,  dafs  k*  =  —  1  wird.  Wenn  dann  beim  Be- 
stehen der  Gleichungen  (2)  die  Punkte  (xo,  xi ,  x«)  und  (yo, 
yi>  y2)  als  zusammenfallend  vorausgesetzt  werden,  so  mufs  sein: 

««_«•«  — «2  =  1,  /?2—/9'a  — /?'«  =  — 1,   y2_/2_y-2  =  _l^ 


a    ß 

y 

a   ß- 

y 

a"  ß" 

y 

=1. 


Wir  betrachten  das  System  der  Gleichungen: 
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(5)  «§o  +  (p^'-i)li+y'&  =  o 

Da  die  aus  den  Koeffizienten  gebildete  Determinante  gleich 
null  ist,  so  erhalten  wir  ein  reelles  Verhältnis  &:gi:g»,  welches 
diesen  Gleichungen  genügt.     Ist  für  dieses  Verhältnis 

(6)  &*-gi'  — &*>0, 

so  können  wir  go>  gi»  S2  mit  einem  solchen  Koeffizienten  multi- 
plizieren, dafs  go  positiv  und  go* — §1  *  —  &*  =  1  ist.  Somit 
erhalten  wir  einen  im  Endlichen  gelegenen  (»eigentlichen«)  Punkt, 
der  sich  selbst  entspricht.  Dieser  Fall  ist  nach  §  6  auszuschliefsen. 
Wenn  aber 

(7)  go^-§i*-g2*  =  0 

ist,   so  läfst  sich  zeigen,  dafs  die  im  vorigen  Paragraphen  ein- 
geführte Länge  e  jeden  noch  so  kleinen  Wert  wirklich  erreicht. 
Dieser   Nachweis  kann    aus  den  in  I  §   10   S.    22   ff.   angege- 
benen  Eigenschaften    der  parallelen   Linien    hergeleitet    werden. 
Wir  wollen  ihn  aber  hier  auf  analytischem  Wege  führen. 
Unter  der  Bedingung  (7)  werden  die  Gleichungen: 
yo  =  (1  +  igo)xo  +  (g*  — igo §i)xi  -  (§1  +  igo&)x« 
(»)  yi  =  (gi  +  ^  gog,  )xo  +  (1  -  Hi  Oxi  ~  (§0  +i§l§2)  X, 

y2  =  -(si  -  i§o&)x.,  +  (&  -igi&)xi  +  (l-igiOx* 

für  y*  =  X«  =  s«  erfüllt.  Zudem  genügen  die  Koeffizienten  den 
Gleichungen  (4).  Umgekehrt  wird  die  allgemeinste  den  Bedin- 
gungen (4)  genügende  Transformation,  welche  die  Forderung 
y«  =  x«  =  gl  beim  Bestehen  der  Gleichung  (7)  befriedigt,  aus 
(8)  erhalten,  indem  man  in  (8)  die  go,  gi,  g^  mit  einem  belie- 
bigen reellen  Faktor  multipliziert. 

Die  kürzeste  Strecke  e,  welche  einen  Punkt  (x)  in  seine 
Anfangslage  zurückführt,  wird  erhalten,  indem  man  in  die  Gleichung  : 

Ch  e  =  Xoyo  —  xiyi  —  x^y« 
für  y„,  y,,  y2  die  Werte  aus  (8)  einsetzt.     Demnach  erhält  man 
durch  eine  sehr  einfache  Rechnung: 

Che  =  l  +  |(goXo  -  gix,  —  gsxs)^ 

oder  wegen  Ch  e  =  1  +  ^  Sh  *  . : 

(9)    2Sh^  =  ±  (goXn  —  giXi    ■—  gsXg). 
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Der  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  kann  aber  jeden 
beliebig  kleinen  Wert  erhalten.  So  möge  durch  (zo,  Zi,  Zi)  ein 
fester  reeller  Punkt  bezeichnet  werden.     Dann  liegen  für 

xo  =« >«lo  +  ^Zo,  xi  =—  x§i  +  Azi ,  X,  =  ig,  +  iz, 
alle  Punkte  (xo ,  xi ,  x?)   auf  einer  geraden  Linie,  wofern    die 
Gleichung  besteht: 

2xA(£oZ.,  -~  gizi  -giz,)  +  A«  —  1. 

Setzt  man  diese  Werte  von  xo,  xi,  xj  in  die  Gleichung  (9) 
ein,  so  folgt: 

2Sh2=±A(coZrt-  giz,  —  giZj). 

Während  der  Klammerausdruck  einen  festen  Wert  hat,  kann 
man  A  und  demnach  auch  e  beliebig  klein  machen.  Somit  ist 
der  durch  die  Gleichung  (7)  bezeichnete  Fall  auszuschließen. 

Es  bleibt  also  nur  der  Fall  zu  betrachten,  da(s  für  jedes 
Wertsystem,  welches  den  Gleichungen  (5)  genügt,  die  Relation 
besteht : 

(10)  go*-gi^-&«>0. 

Dann  können  wir  die  drei  Gröfsen  mit  einer  solchen  reellen 
Gröfse  multiplizieren,  dafs 

ist.     Demnach  stellt  jetzt  nach  I  §  1<>  die  Gleichung 

(11)   §oXo+|lXi+g,X,  — 0 

eine  Gerade  dar.  Drücken  wir  aber  vermittelst  Umkehrung  der 
Gleichungen  (2)  die  Xo,  xi,  xj  durch  yo,  yi,  y«  aus,  so  kommt 
dies  infolge  der  Beziehungen  (4)  darauf  hinaus,  auf  go,  §i,  gi  in 
der  Gleichung  (11)  die  Gleichung  (2)  selbst  anzuwenden.  Da 
aber  diese  Gröfsen  ungeändert  bleiben,  so  wird  auch  die  Gleichung 
(11)  nicht  geändert;  die  angegebene  Transformation  kommt  also 
auf  eine  Verschiebung  längs  der  Geraden  (11)  hinaus.  Alle 
Punkte  dieser  Geraden  erleiden  dieselbe  und  alle  übrigen  Punkte 
eine  gröfsere  Verschiebung.  Wiederholt  man  diese  Bewegung 
beliebig  oft,  so  bleibt  die  Gerade  (11)  ungeändert  und  die  Gröfse 
der  neuen  Verschiebung  wird  aus  der  frühern  durch  Multiplikation 
mit  einer  ganzen  Zahl  erhalten.  Demnach  genügt  diese  Trans- 
formation allen  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Forderungen, 
und  wir  erhalten  den  Satz: 
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»Jede  Bewegung,  durch  welche  in  einer  zweidimensionalen 
Cliflford  -  Kleinschen  Raumform  konstanter  negativer  Krümmung 
ein  Teil  in  seine  Anfangslage  zurückgeführt  werden  kann,  kommt 
auf  eine  Verschiebung  längs  einer  geraden  Linie  hinaus.« 

Wir  untersuchen  eine  Raumform,  bei  welcher  das  Zusammen- 
fallen von  Punkten  nur  durch  eine  Transformation  und  deren 
Wiederholung  bezeichnet  wird.     Als  solche  wählen  wir: 

yo  *=»  Xo  Cha  +  Xi  Sha,  yi  =■  x©  Sh  a  +  x^  Cha,  y«  =  X2. 

Die  einzige  Bewegung,  bei  welcher  die  Raumform  stets  in 
sich  verbleibt,  besteht  in  der  Verschiebung  längs  der  Geraden 
X2  =  0.  Diese  Linie  ist  auch  die  einzige  geschlossene  Gerade. 
Zwar  gehen  durch  jeden  Punkt  (r/o,  i;i,  >;2)  unendlich  viele  gerade 
Linien  mehrmals  hindurch,  nämlich  diejenigen,  deren  Gleichungen 
sind: 


Xi  r^2  (r^(^  Sh  Y  +  r,^    Ch  ^^j  +  x«  (»^o  -  —  1,1^)  Ch 


/la 

y 


für  ein  beliebiges  ganzzahliges  /i;  denn  diese  Gleichung  wird 
sowohl  für  x„  =  iio>  Xi  =r;i,  X2  ='y2,  wie  für 

Xo  =r;o  Ch,aa+  i^iSh/ia,  Xi  =3r^oSh/ia+  lyi  Sh/ia,  Xj  ==y2 

erfüllt.  Aber  jede  solche  Gerade  durchschneidet  sich  in  dem 
Punkte  und  erstreckt  sich  von  da  an  nach  beiden  Seiten  ins  Un- 
endliche. Alle  Geraden  von  dieser  Eigenschaft  können  die  aus- 
gezeichnete Gerade  X2  =  0  nicht  schneiden.  Andere  Gerade 
kommen  dieser  Geraden  X2  =  0  unbegrenzt  nahe,  andere  schneiden 
sie  und  entfernen  sich  vom  Schnittpunkt  an  unbegrenzt  von  ihr. 
Bei  der  Abbildung  auf  die  Lobatschewskysche  Ebene  hat  man 
vor  allem  zu  untersuchen ,  ob  eine  Gerade  die  Linie  X2  =  0 
schneidet,  ihr  parallel  ist  oder  einen  festen  kleinsten  Abstand  von 
ihr  hat;  unter  den  Geraden  der  letzten  Art  giebt  es  unendlich 
viele,  denen  in  der  Clifford-Kleinschen  Raumform  sich  selbst 
durchschneidende  Gerade  entsprechen. 

Die  zweidimensionale  Raumform,  welche  wir  hier  betrachtet 
haben,  läfst  sich  darstellen  durch  eine  Fläche  im  dreidimensionalen 
Lobatschewskyschen  Räume.  Diese  Fläche  wird  gebildet  durch 
die  Gesamtheit  der  Geraden,  w-elche  in  den  Punkten  einer  Kreis- 
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linie  auf  ihrer  Ebene  senkrecht  stehen;  ihre  Gleichung  läfct  sich 
in  der  Form  darstellen: 

Xo»(a«-l)  =  a«(x,«+x,«). 
Wir  haben  jetzt  die  Frage  zu  stellen,  ob  sich  Verschiebungen 

längs  verschiedener  Geraden  zu  einer  diskontinuierlichen  Gruppe 
vereinigen  lassen,  welche  nur  solche  Verschiebungen  enthält.  Um 
die  Frage  schärfer  zu  formulieren,  machen  wir  eine  Transformation 
von  der  Form  (2)  abhängig  von  r  ganzen  Zahlen  .Ui , . . .  /u^  und 
setzen 

yx  =  i//x(xo,  xi ,  xx,  /«i  . . .  für)  für  x  =  0, 1,  2. 

Dann  soll  jedem  Wertsysteme  fii  ... fh  eine  Verschiebung  längs 
einer  Geraden  entsprechen ,  und  alle  diese  Transformationen 
müssen  eine  Gruppe  bilden,  der  jede  Transformation  angehört, 
welche  man  durch  Verbindung  irgend  zweier  ihrer  Transforma- 
tionen erhält.  Die  vollständige  Lösung  dieser  Aufgabe  würde 
uns  hier  zu  weit  führen;  wir  wollen  nur  darauf  hinweisen,  dafs 
sich  die  Funktionentheorie  in  der  letzten  Zeit  mehrfach  mit  einer 
Aufgabe  befafst  hat,  die  etwas  allgemeiner  ist,  als  die  hier  gestellte, 
und  deren  Lösungen  auch  für  den  vorliegenden  Zweck  benutzt 
werden  können.*®) 

Nur  eine  Bemerkung  mufs  hier  noch  angebracht  werden. 
Wenn  für  die  Raumform  mehrere  von  einander  unabhängige 
Transformationen  bestehen,  so  ist  es  überhaupt  unmöglich,  sie 
als  Ganzes  in  sich  zu  bewegen.  Die  Geraden,  längs  derer  eine 
Verschiebung  möglich  ist,  müssen  nämlich  eine  diskontinuierliche 
Schar  bilden.  Es  lälst  sich  aber  keine  stetige  Bewegung  der 
Lobatschewskyschen  Ebene  in  sich  angeben,  bei  der  dies  System 
von  Geraden  fonwährend  in  sich  verbleibt.  Während  also  bei 
den  früher  gefundenen  Raumformen  wenigstens  spezielle  Bew^e- 
gungen  gestatteten,  auf  die  Raumformen  als  Ganze  übertragen 
zu  werden,  ist  das  bei  diesen  Raumformen  überhaupt  nicht 
möglich. 

Dreidimensionale  Baumformen  verschwindender  Krümmung. 

Bei  einem  dreidimensionalen  euklidischen  Räume  hat  man 
drei  Arten  von  gleichförmigen  Bewegungen  zu  unterscheiden: 
die  erste  besteht   in   einer  mit  einer  Verschiebung  verbundenen 
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Drehung  um  eine  Gerade,  die  zweite  in  einer  blofsen  Drehung 
um  eine  Gerade,  die  dritte  in  einer  Parallelverschiebung.  Die 
erste  Bewegung  ist  die  allgemeine;  aus  ihr  wird  die  zweite  er- 
halten, wenn  man  die  Verschiebung,  und  die  dritte,  wenn  man 
die  Drehung  verschwinden  läfst.  Die  Drehung  um  eine  Gerade 
kann  offenbar  nicht  das  Zusammenfallen  von  Punkten  in  einer 
Clifford-Kleinschen  Raumform  bezeichnen,  da  hier  alle  Punkte 
einer  Geraden  sich  selbst  entsprechen  und  in  deren  Umgebung 
ein  geradliniger  Weg  von  jeder  beliebigen  Kleinheit  wieder  in 
die  Anfangslage  zurückführen  würde.  Dagegen  genügen  die  beiden 
andern  Bewegungen  allen  Anforderungen,  welche  wir  in  §  6 
aufgestellt  haben« 

Die  Parallelverschiebung  ist  in  §  3  bereits  untersucht  worden ; 
es  wird  nicht  nötig  sein,  den  dort  angestellten  Untersuchungen 
etwas  weiteres  hinzuzufügen. 

Eine  weitere  Klasse  von  Raumformen  wird  dadurch  definiert, 
dafs  jeder  Punkt  in  seine  Anfangslage  zurückkehrt,  wenn  man 
eine  Verschiebung  längs  einer  Geraden  ausfuhrt  und  diese  mit 
einer  Drehung  um  dieselbe  Gerade  verbindet.  Nur  die  Umkehr 
und  die  Wiederholung  dieser  Operation  soll  das  Zusammenfallen 
von  Punkten  bezeichnen;  dagegen  soll  keine  andere  gleichförmige 
Bewegung  imstande  sein,  einen  Körper  in  seine  Anfangslage  zu 
bringen,  mit  der  selbstverständlichen  Ausnahme  einer  vollen 
Umdrehung  um  eine  Gerade.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat 
der  Punkt  (x,  y,  z)  auch  die  Koordinaten 

(1)  x  +  /Ma,  y  cos  fia  —  zsinjua,  y  sin  ua -^  z  cos  ficc 
für  jedes  ganzzahlige  ,a,  wo  a  und  a  festgewählte  Gröfsen  sind. 

Um  eine  gerade  Linie   analytisch  darzustellen,    wähle  man 

einen  Punkt  (i,  /^,  g)  beliebig,  dann  drei  Gröfsen  p,  q,  r,  zwischen 

denen  die  Beziehung  besteht: 

(2)  p2+q.4.r2_i, 

lasse  A  alle  reellen  Werte  durchlaufen  und  setze: 

(3)  x  =  |  +  pA,  y  =  i, +qA,  z=g  +  rA. 
Wenn  die  Gerade  durch  den  Punkt  (|,  r;,  g)  nochmals  hindurch- 
geht, so  müssen  die  Gleichungen  (3)  erfüllt  werden,  wenn  man 
statt  X,  y,  z  einsetzt 

§  +  /la,  r^  cos  /la — g  sin  /icr,  rj  sin  /ta  -|-  g  cos  ,aa. 
Dann  mufs  sein: 
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(4)  fiz  =  A'p,   t^  (cos  fJia  —  1)  —  g  sin  fia  *=  A'q,   fj  sin  /Aa  -}- 

g  (cos  ,aa  —  1)  =  A'r. 
Da  durch  entgegengesetzt  gleiche  Werte  (p,  q,  r)  und  (-—  p, 
—  q,  —  r)  dieselbe  Gerade  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  nur 
eine  gerade  Linie,  sobald  g,  tj^  g  und  /i  gegeben  sind.  Die  Länge, 
welche  man  auf  der  Geraden  vom  Punkte  (g,  i^,  g)  aus  zurück- 
legen mufs,  um  den  Punkt  wieder  zu  erreichen,  beträgt 

(5)  A'  =  |/.a*a«  +  4(r,«+§0sin«'y- 

Soll  die  Gerade  geschlossen  sein,  so  müssen  die  Gleichungen 
(4)  für  dieselben  Werte  von  jj,  g,  p,  q,  r  bei  entgegengesetzt 
gleichen  Werten  von  /t  und  A'  befriedigt  werden.  Diese  (not- 
wendige, aber  nicht  hinreichende)  Bedingung  zieht  bereits  die 
Forderungen  nach  sich: 

j;  (1  —  cos  lio)  =  0,  C  (1  —  cos  fta)  =  0. 
Daraus  folgt  q  =  r  =  0.     Der  Annahme   nach    mufs  cos  a  <  1 
sein.     Somit  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

»Die  Gerade  y  =  z  =  0  ist  die  einzige  geschlossene  Gerade 
von  der  Länge  a;  sie  soll  als  die  ausgezeichnete  Gerade  der 
Raumform  bezeichnet  werden.  Wenn  der  Winkel  u  mit  2/r  in- 
kommensurabel ist,  so  ist  sie  die  einzige  geschlossene  Gerade. 
Ist  aber  ^or=207r  für  ganzzahlige  Werte  von  q  und  a,  so  geht 
durch  jeden  Punkt  eine  einzige  geschlossene  Gerade,  welche  zur 
ausgezeichneten  Geraden  parallel  ist;  alle  diese  Geraden  haben 
die  Länge  qu.  Wie  aber  auch  a  gewählt  ist,  gehen  durch  jeden 
Punkt,  der  nicht  in  der  ausgezeichneten  Geraden  liegt,  unendlich 
viele  Gerade  zum  zweitenmale  hindurch.« 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  (4)  gestatten,  cos  jwa  und 
sin  fia  eindeutig  durch  q,  r,  /^  g,  A'  auszudrücken.  Dann  liefert 
die  zwischen  dem  Sinus  und  Cosinus  bestehende  Beziehung  die 
Gleichung : 

A- 2_(r,q_+|r) 

^  —      -   q^"+r«     ' 
und  indem    man  diesen   Wert  in  die  erste  Gleichung  (4)   ein- 
setzt, folgt: 

(())  (q2  +  r 0  /*a  +  2p  (i,q  +  gr)  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt,  wenn  p,  q,  r  und  fi  gegeben  sind, 
und  Si  '5>  g  die  Koordinaten  eines  Punktes  bedeuten,  eine  Ebene 
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dar.  Ist  also  die  Richtung  einer  Geraden  bestimmt,  so  kann  der 
Punkt  (g,  rjy  g),  durch  welchen  eine  solche  Gerade  zweimal  hin- 
durchgeht, nur  in  einer  Ebene  liegen,  deren  Gleichung  aus  (6) 
dadurch  erhalten  wird,  dafs  man  für  /i  die  Werte  ±1,  ±2,  ±  3  . . . 
der  Reihe  nach  einsetzt.  Alle  diese  Ebenen  sind  unter  einander 
und  zu  der  Geraden  y  =  z==0  parallel.  Sobald  festgesetzt  ist, 
in  welcher  von  diesen  Ebenen  der  Punkt  liegt,  ist  /e  und  damit 
A'  bestimmt.  Dann  liefern  die  Gleichungen  (4)  im  allgemeinen 
nur  einen  einzigen  Wert  von  r;  und  g.  Die  vorstehenden  Er- 
wägungen lassen  sich  aber  nicht  anstellen,  wenn  q=Br=»0  ist, 
weil  dann  die  Gleichung  (6)  identisch  erfüllt  wird.  Für  p  =  1 
wird  aber  kein  endlicher  Wert  von  rj  und  g  der  Gleichung  (6) 
genügen;  jede  Gerade  also,  welche  mit  der  ausgezeichneten  Ge- 
raden einen  rechten  Winkel  bildet,  mag  sie  von  ihr  geschnitten 
werden  oder  windschief  zu  ihr  sein,  kann  nicht  in  einen  früheren 
Punkt  zurückkehren.     Daraus  folgt  der  Satz: 

»Jede  Gerade,  welche  zu  der  ausgezeichneten  Geraden  parallel 
ist,  enthält  keinen  Doppelpunkt;  sie  ist  geschlossen,  wenn  u 
und  71  kommensurabel  sind.  Wenn  die  Gerade  zu  der  ausge- 
zeichneten Geraden  unter  einem  rechten  Winkel  geneigt  ist,  so 
verläuft  sie  beiderseits  ins  Unendliche,  ohne  sich  zu  durchschneiden. 
Dagegen  giebt  es  in  jeder  andern  Richtung  Gerade,  welche  sich 
selbst  durchschneiden;  wenn  die  Richtung  gegeben  ist,  so  füllen 
die  Doppelpunkte  eine  diskontinuierliche  Schar  von  Geraden  an, 
welche  zu  der  ausgezeichneten  Geraden  parallel  sind.  Alle  Ge- 
raden von  der  gegebenen  Richtung,  welche  keine  dieser  Geraden 
treffen,  sind  weder  geschlossen  noch  durchschneiden  sie  sich.« 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  sich  nicht  eine  Gerade 
mehrmals  durchschneiden  kann,  etwa  in  zwei  Punkten  (g,  ij,  g)  und 
(§>  V>  S')-   2^  ^^^  Ende  gehen  wir  von  den  Gleichungen  aus: 

r-jy.  (i  -  S')y  =  0/  —  V')x  +  sV  -  l'v 

Sollen  diese  zwei  Gleichungen  auch  erfüllt  sein  für 

X  =  ^  -|-  ,ua,  y  .=  /^  cosL  ,uce  —  g  sin  ju«,  z  =  /^  sin  fia  -}-  g  cos  fia^ 
so  müssen  die  beiden  Gleichungen  bestehen: 

(l  —  ^/Oi^a  =  (§  —  §0  [r;  (cos  /ta  -  l)  —  g  sin  fia] 
(£  —  e')/*a  =  (g  -  g)  [r;  sin  /£«  -f  g  (cos  fict  —  1)]. 


336  Vierter  Abschnitt.    $  8. 

Vertauscht  man  hierin  §  mit  ^,  iy  mit  i/,  g  mit  g',  /*  mit  /u', 
so  erhält  man  die  Bedingungen  dafür,  dafs  auch  die  Gleichungen 
(7)  für  §'  +  /*'a,  //cos/i'a  —  g'sin/e'a,  r/ sin /la -j"  S  cos ^tia  be- 
friedigt werden.  Setzt  man  in  die  beiden  letzten  Gleichungen 
die  Werte  von  i;'  und  g'  aus  den  beiden  vorangehenden  ein,  so 
folgen  die  beiden  Bedingungen: 

wo  ist 

P  =  /£'  (cos  fia  —  1)  —  jfi  (cos  /t«'a  —  1) 

+  ''- ^  (1  +  cos  (ju  -{'  fi')a  —  cos  fxa  —  cos  fi'a) 

a 

Q=/i'sin,att — /csin  /e'a  +- — ^(sin  (/«+/^')"  — sin/ior  —  sin/«'«). 

a 

Diese  beiden   Gleichungen  können,  wofern  i;   und  g  nicht 

beide  verschwinden,  nur  erfüllt  werden  für  P  =  0,  Q=0.    Jede 

Gleichung  liefen  einen  Wert  für  g  —  §*;  indem  wir  beide  Werte 

gleich  setzen,  folgt  die  Bedingung: 

ua 

u        ^S   2 

Sobald  diese  Gleichung  für  ganzzahlige  Werte  von  /u  und  /n' 
erfüllt  wird,  kann  man  die  Werte  von  g,  /^,  g  ganz  willkürlich 
wählen  und  daraus  g',  »;',  g'  im  allgemeinen  eindeutig  berechnen. 
Somit  wird  jede  Gerade,  welche  für  einen  solchen  Zahlwert  .u 
in  sich  zurückkehrt,  von  einem  andern  Punkte  aus  für  /i'  sich 
schneiden.  Auch  verhalten  sich  die  Längen,  welche  von(g,  >^,g) 
und  von  (g',  f/,  g)   je  zu  diesem  Punkte  zurückkehren,   wie  ,a 

zu  /i'. 

Für  jte'  =  1  und  tg  ~=  x  geht  die  Gleichung  (8)  über  in 

Setzen  wir  also  tg  ^  =  1^5,   so  ist  /t*  =  4,  und   demnach 

wird  bei  dem  entsprechenden  Werte  von  «  jede  Gerade,  welche 
für  /<=1  zum  zweitenmale  durch  einen  Punkt  geht,  sich  auch 
für  /<=4  schneiden;  zugleich  ist  die  eine  Länge  viermal  so  grofs 
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als  die  andere;  der  Verlauf  der  Linie  wird  also  durch  die  Figur  40 
angedeutet. 

Die  Gleichung  (8)  "T 

wird  jedesmal  be- 
friedigt, wenn  fxa 
und  fn'a  ungerade 
Vielfache  von  n  sind. 
Dann  folgt: 

(9)1=1  +  ^^:^.  r/  =  ^^.g'»^g. 

Zugleich  fällt  der  Wert  von  /t'  ganz  aus  der  Gleichung  (7) 
heraus.  Ist  also  iiiof  =  (2^+l)7r  für  ein  ganzzahliges  p,  und  zieht 
man  von  einem  beliebigen  Punkt  aus  eine  Gerade,  welche  für 
diesen  Wert  von  fi  ein  zweitesmal  durch  diesen  Punkt  geht,  so 
enthält  die  Gerade  auch  jeden  Punkt  (g',  //,  g*),  welcher  sich  aus 

(9)' für  /e' =  (2^ '4- 1)  -    bei  ganzzahligem  q    ergiebt,   und  jeder 

solche  Punkt  ist  ebenfalls  Doppelpunkt.     Jede   derartige  Gerade 

TT 

hat  also  unendlich  viele  Doppelpunkte.     Setzt  man  z.  B.  a  =  j, 

so  kann  man  ^'  =  4(2a  +  1)  bei  ganzzahligem  Werte  von  a  setzen. 

Soll  die  durch  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  bestimmte  Gerade 
ganz  in  der  Ebene: 

(10)  Kx  +  Ly+Mz  =  N 
liegen,  so  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

Kg  +  Uj  +  Mg  =  N, 
K/ia+L[v(cos,«a — 1)  —  gsin/ia]  +  M[r;siniiea4-S(cosjU0f—  1)]=0. 

Sobald  g,  »;,  g  diesen  beiden  Bedingungen  genügen,  gehört 
die  Gerade  der  Ebene  an.  Im  allgemeinen  wird  also  jede  Ebene 
für  jeden  Wert  von  fi  eine  einfach  ausgedehnte  Schar  von 
Geraden  mit  Doppelpunkten  enthalten.  Nur  für  cos  jua  =  1 
sin  |ia  =  0  verlangt  die  zweite  Gleichung :  K  =  0,  und  dann  wird 
jeder  Punkt  der  Ebene  Ly  +Mz  =  N  einer  geschlossenen  Geraden 
angehören;  dagegen  wird  wiederum  jeder  Punkt  einer  gewissen 
Geraden  Doppelpunkt  für  eine  in  der  Ebene  enthaltene  und  einem 
andern  Werte  von  fi  entsprechende  Gerade  sein.  Nur  für  L=  M  =0 
können  die  beiden  Gleichungen  nicht  zugleich  erfüllt  werden;  in 
jeder  Ebene,  welche  auf  der  ausgezeichneten  Geraden  senkrecht 

Ki  11  insr,  Orandlagen  der  Geometrie.    I.  22 
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Steht,  liegen,  wie  wir  bereits  oben  sahen,  nur  solche  Gerade, 
welche  unendlich  sind  und  sich  nicht  durchschneiden.  Die  Ebenen 
der  vorliegenden  Raumform  zerfallen  also  in  drei  Klassen:  a)  solche, 
in  denen  weder  geschlossene  noch  sich  schneidende  Gerade  liegen, 
b)  solche,  in  denen  keine  geschlossene  Gerade  enthalten  sind, 
und  c)  solche,  in  denen  Gerade  der  verschiedensten  Art  vor- 
kommen. Die  Ebenen  der  ersten  Klasse  stehen  auf  der  ausge- 
zeichneten Geraden  senkrecht,  die  der  dritten  Klasse  gehen  durch 
dieselbe  hindurch  oder  sind  zu  ihr  parallel;  dagegen  gehört  jede 
Ebene,  von  welcher  die  ausgezeichnete  Gerade  unter  einem  schiefen 
Winkel  geschnitten  wird,  der  zweiten  Klasse  an.  Ist  eine  solche 
Ebene  gegeben,  so  kann  die  Zahl  fi  noch  beliebig  angenommen 
werden,  jedoch  mit  der  Beschränkung,  dafs  nicht  fia  ein  Viel- 
faches von  271  ist ;  die  zu  jedem  /n  gehörigen  Doppelpunkte  füllen 
eine  gerade  Linie  an. 

Es  darf  nicht  auffallen,  dafs  die  hier  erhaltenen  Ebenen  zum 
Teil  ganz  verschieden  sind  von  den  zweidimensionalen  Raum- 
formen, welche  wir  früher  bei  verschwindendem  Krümmungsmafs 
erhalten  haben.  Diese  Ebenen  gehören  eben  zu  den  am  Schlüsse 
von  §  6  charakterisierten  Raumformen,  welche  nur  in  gesonderten 
Linien,  (deren  Zahl  allerdings  unendlich  grofs  sein  kann),  wieder 
zusammenstofsen  und  die  wir  in  §  7  vollständig  ausgeschlossen 
haben. 

Auf  weitere  Untersuchungen,  welche  für  den  hier  betrach- 
teten Raum  noch  angestellt  werden  müssen,  soll  nur  hingewiesen 
werden.  Dieselben  betreffen  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  zweier 
Geraden,  die  der  Schnittlinien  zweier  Ebenen,  die  Senkrechten, 
welche  von  einem  Punkte  auf  eine  Ebene  oder  Gerade  gefällt 
werden  können  u.  dgl.  Um  die  Art  der  Behandlung  anzudeuten, 
erinnern  wir  daran,  dafs  der  Fufspunkt  der  vom  Punkt  (g,  ij,  g) 
auf  die  Ebene  Ax  -j-  By  +  Cz  +  D  =  0  gefällten  Senkrechten 
die  Koordinaten  g  —  MA,  /^  —  MB,  g  —  MC   hat ,   wenn  M  = 

Ä  2  arT^sTTTri —  ^^^'       ^^^  "^^"   hierm  für  g,   i^,   g  die  aus 

(1)  folgenden  Werte,  so  erhält  man  Punkte,  welche  im  allge- 
meinen nicht  zusammenfallen. 

Obwohl  wir  uns  nicht  die  Aufgabe  gestellt  haben,  alle  Raum- 
formen   zu   finden,   welche    in    einem    endlichen    Bereiche    den 
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Voraussetzungen  Euklids  genügen,  wollen  wir  doch  noch  eine 
weitere  Raumform  hier  beifugen  und  einige  ihrer  Eigenschaften 
entwickeln,  i,  /i,  v  seien  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  mit  Einschlufs  von  null,  a,  b,  c  seien  drei  feste  Längen; 
dann  soll  der  Punkt  (x,  y,  z)  zusammenfallen  mit  den  Punkten: 

x(-l/+iua,  y(_l/  +  rb,  z  +  ic. 
Läfst  man  also  die  Koordinaten  bei  ganzzahligem  ^,  ju,  v 
um  jua,  i'b,  2Xc  wachsen,  so  erhält  man  wieder  denselben  Punkt. 
Auf  diese  Weise  erhält  man,  wie  in  §  3  und  entsprechend  den 
in  §  2  für  zwei  Dimensionen  getroflFenen  Festsetzungen,  von  jedem 
Punkte  aus  unendlich  viele,  diskontinuierlich  gelegene,  geschlossene 
gerade  Linien.  Diese  Linien  werden  im  allgemeinen  keinen 
Doppelpunkt  besitzen.  Dagegen  kommen  auch  solche  Gerade  vor, 
welche  bereits  für  die  halbe  Länge  in  sich  zurückkehren;  unendlich 
viele  geschlossene  Gerade  durchschneiden  sich  auch  selbst,  haben 
also  in  ihrem  Verlauf  Ähnlichkeit  mit  der  Lemniskate.  Endlich 
giebt  es  Gerade,  welche  sich  in  einem  Punkte  durchschneiden, 
aber  von  da  ab  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  verlaufen. 

§  Ö. 
Banmformen  von  nioht-yersohwindender  Krümmung. 

Bei  Raumformen  von  konstanter  negativer  Krümmung  1  :k* 
'wenden  wir  folgende,  allgemein  gebräuchliche  Ausdrücke  an.  Wir 
nennen  jedes  reelle  Verhältnis  Xo  :  Xi  :  xj :  X3  einen  Punkt,  unter- 
scheiden aber  einen  reellen,  einen  unendlich  fernen  und  einen  idealen 
Punkt,  jenachdem  k*Xo* +  xi* +  X2* +X3*  einen  negativen,  ver- 
schwindenden oder  einen  positiven  Wert  hat.  Ebenso  nennen  wir 
jede  einfach  unendliche  lineare  Mannigfaltigkeit  von  Punkten  eine 
Gerade;  eine  solche  enthält  entweder  gar  keine  reellen  und  keine 
unendlich  fernen  Punkte,  oder  sie  enthält  aufser  einem  unendlich 
fernen  nur  noch  ideale  Punkte,  oder  auf  ihr  liegen  alle  drei  Arten 
von  Punkten;  eine  Gerade  der  letzten  Klasse  soll  als  reelle  Gerade 
bezeichnet  werden,  während  wir  sagen,  eine  Gerade  der  zweiten 
Klasse  berührt  das  Unendlichfeme,  und  während  die  Gerade  der 
ersten  Art  als  ideale  Linie  bezeichnet  wird.  Vergleicht  man  die 
Lage  zweier  Körper  mit  einander,  so  werden  bei  den  entsprechenden 
analytischen  Gleichungen  im  allgemeinen  zwei  Gerade  in  sich 
verbleiben,    von   denen   die  eine  dem   reellen,   die    andere  dem 

22* 


340  Vierter  Abschnitt    S  9. 

idealen  Gebiet  angehört.  Die  gleichförmige  Bewegung  ist  also 
im  allgemeinen  eine  Verschiebung  längs  einer  reellen  Geraden, 
verbunden  mit  einer  Drehung  um  dieselbe  Gerade.  Ein  Spezial&ll 
ist  eine  blofse  Drehung,  ein  anderer  eine  blofse  Verschiebung. 
Dazu  tritt  noch  der  Fall,  dafs  eine  Gerade  in  sich  verbleibt,  welche 
das  unendlich  ferne  Gebiet  berührt.  Die  allgemeine  Bewegung 
entspricht  offenbar  allen  Anforderungen,  denen  eine  Bewegung 
genügen  mufs,  wenn  sie  imstande  sein  soll,  einen  Körper  in  seine 
An£ingslage  zurückzufuhren;  dasselbe  gilt  von  der  Verschiebung 
längs  einer  reellen  Geraden.  Dagegen  müssen  die  beiden  andern 
Klassen  der  Bewegung  ausgeschlossen  werden,  die  Drehung  um 
eine  Gerade  nach  den  allgemeinen  Prinzipien,  die  andere  Bewegung 
entsprechend  den  in  §  7  (S.  329)  durchgeführten  Entwicklungen. 
Wie  die  möglichen  Bewegungen  mit  einander  verbunden  werden 
können,  soll  uns  nicht  weiter  beschäftigen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Herleitung  aller  ClifFord- 
Kleinschen  Raumformen  konstanter  positiver  Krümmung,  wofern 
wir  von  den  am  Schlüsse  von  §  6  erwähnten  Raumformen  ab- 
sehen. Wir  wissen,  dafs  jede  elliptische  Raumform  auf  einen 
Riemannschen  Raum  analytisch  »abgewickelt«  werden  kann;  im 
folgenden  beschränken  wir  uns  auf  solche  Raumformen,  bei  denen 
bereits  die  »Abwicklung«  auf  einen  Kleinschen  Raum  möglich  ist. 
Die  Herleitung  der  übrigen  bietet  dann  keine  Schwierigkeit. 

Nach  den  in  I  §  li>  gefundenen  Sätzen  kann  jede  gleich- 
förmige Bewegung  in  einer  solchen  Raumform  auf  die  gleich- 
zeitige Verschiebung  längs  zweier  Geraden,  welche  reziproke 
Polaren  von  einander  sind,  zurückgeführt  werden.  Dann  werden 
entweder  nur  diese  beiden  Geraden  in  sich  verschoben,  oder  alle 
Geraden,  welche  ihnen  in  dem  durch  die  Verschiebung  angege- 
benen Sinne  parallel  sind,  bleiben  in  Deckung  mit  ihrer  Anfangs- 
lage. Der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Verschiebungen  längs 
der  beiden  ersten  Geraden  ungleiche  Gröfse  haben;  im  zweiten 
Falle  werden  die  beiden  ersten  Geraden,  und  mit  ihnen  die 
Parallelen,  um  dieselbe  Strecke  in  sich  verschoben. 

Jetzt  denken  wir  uns,  was  ohne  Beschränkung  der  Allge- 
meinheit gestattet  ist,  die  Bewegung,  durch  welche  ein  Körper 
in  seine  Anfangslage  gebracht  wird,  sei  gleichförmig.  Eine  Gerade 
g  werde  dabei  in  sich  verschoben,    und  zwar  sei  L  die  kleinste 
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Verschiebung,  welche  imstande  wäre,  längs  dieser  Geraden  den 
Körper  in  seine  Anfangslage  zu  bringen.  Zugleich  werde  die 
reziproke  Polare  gi  um  eine  Strecke  Li  verschoben;  hierbei  sei 
(was  sich  durch  Vertauschung  von  g  mit  gi  immer  erreichen 
läfst)  die  Anordnung  getroffen,  dafs  jedenfalls  Li  nicht  gröfser 
ist  als  L.  Dann  wird  natürlich  eine  beliebig  oft  vorgenommene 
Wiederholung  der  Bewegung  den  Körper  jedesmal  wieder  in 
seine  Anfangsbge  zurückführen,  also  auch  eine  Bewegung,  durch 
welche  g  um  ,uL,  gi  um  /tLi  für  ein  ganzzahliges  ju  in  sich  ver- 
schoben werden.  Wir  geben  hier  fx  den  ersten  Wert,  für  den 
juL>7rk  ist.  Sind  wir  vom  Punkte  P  der  Geraden  g  ausge- 
gangen, so  haben  wir  durch  /i- malige  Wiederholung  die  Linie 
einmal  beschrieben,  und  die  neue  Lage  P'  von  P  fällt  über  P 
hinaus.  Jetzt  fällt  der  vorangehende  Endpunkt  von  L  entweder 
noch  vor  den  Punkt  P  oder  auf  denselben.  Im  ersten  Falle  ist 
die  Strecke  PP'  <  L.  Da  aber  jetzt  der  Punkt  P'  ebenfalls  mit 
P  identisch  sein  mufs,  so  wäre  L  nicht  die  kleinste  Strecke  von 
der  angegebenen  Eigenschaft.     Wir  haben  also  diesen  Fall  aus- 

zuschliefsen,  und  indem  wir  /i  =  p+l  setzen,  folgt:  L  =  -7rk, 

wo  p  eine  ganze  Zahl  ist. 

In  der  Kleinschen  Raumform,  auf  die  wir  die  zu  bestimmende 
Raumform  abgebildet  haben,  hat  jeder  Punkt  der  Linie  g  durch 
(p — Ij-malige  Wiederholung  der  angegebenen  Bewegung  seine 
Anfangslage  wieder  erhalten.  Die  Transformation,  welche  die 
hierdurch  gewonnene  mit  der  im  Anfang  eingenommenen  Lage 
in  Beziehung  setzt,  muß  also  nach  den  Forderungen  des  sechsten 
Paragraphen  die  identische  sein  (resp.  jedes  xi  in  —  xi  umwan- 
deln); speziell  mufs  also  auch  jeder  Punkt  der  reziproken  Polare 
gl  seine  Anfangslage  wieder  einnehmen.     Die  Verschiebung  Li 

rk/r 
längs  dieser  zweiten  Geraden  mufs  also  =       -  sein,   wo  r  eine 

P  . 

ganze  Zahl  ist.     Da   aber  der  Annahme  nach  Li   nicht  gröfser 

sein  soll  als  L,  und  Li  offenbar  nicht  gleich  null  sein  kann,   so 

mufs  Li  =  -     sein.    Die  Bewegung,  durch  die  ein  Körper  wieder 

in  seine  Anfangslage  zurückgeführt  wird,  verschiebt  also  alle 
(Cliffordschen)  Parallelen  einer  gewissen  Schar  in  sich. 
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Um  dies  ohne  Rücksicht  auf  den  angezogenen  allgemeinen 
Satz  zu  erkennen,  beachte  man,  dafs  die  Verschiebung  längs  gt 
einer  Drehung  um  g  entspricht,  dafs  man  demnach  sagen  kann: 
Man  denke  eine  Verschiebung  L  längs  einer  Geraden  g  ausgeführt 
und  diese  mit  einer  Drehung  J  um  dieselbe  Gerade  verbunden. 
Statt  die  Drehung  und  die  Verschiebung  gleichzeitig  auszufuhren, 
kann  man  sie  auch  nach  einander  vor  sich  gehen  lassen.  So 
führe  man  auch  jetzt  erst  die  blofse  Verschiebung  aus,  d.  h.  eine 
Bewegung,  bei  der  die  Gerade  und  jede  hindurchgelegte  Ebene 
in  sich  verbleibt,  und  wiederhole  sie  (p  —  l)-mal.  Dann  erlangt, 
wie  wir  vorhin  bewiesen  haben,  jeder  Punkt  der  Geraden  g  seine 
entgegengesetzt  gleichen  Koordinaten.  Für  die  Punkte  jeder 
hindurchgelegten  Ebene  ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  sondern  jeder 
Punkt  nimmt  gegen  die  Gerade  g  eine  symmetrische  Lage  an. 
Hieraus  erkennen  wir  schon,  dafs  eine  blofse  Verschiebung  den 
Anforderungen  nicht  genügt  und  dafs  eine  Drehung  hinzukommen 
mufs.  Wiederholt  man  jetzt  (p  —  1  )-mal  die  mit  der  Verschiebung 
L  verbundene  Drehung  -^,   so   mufs  diese   für  sich  jeden  Punkt 

in  seine  symmetrische  Lage  gegen  g  bringen;  daher  mufs  -^  =*- 

oder  ein  ungerades  Vielfaches  dieser  Zahl  sein.  Der  letztere  Fall 
ist  aber  nach  der  über  die  Gröfse  von  L  und  Li  getroffenen 
Festsetzung  auszuschliefsen.   Wir  sehen  also,  dafs  die  Verschiebung 

ViTC  TT 

—  mit  einer  Drehung  -  verbunden  sein  mufs.    Bei  einer  solchen 
P  P 

Bewegung  bleiben  aber  alle  Parallelen  der  einen  Schar  in  Deckung 

mit  ihrer  Anfangslage. 

Diese  Bewegung  entspricht  aufs  schönste  der  Parallel  -  Ver- 
schiebung in  einem  parabolischen  Räume,  indem  alle  Punkte  sich 
in  geraden  Linien  bewegen  und  gleiche  Strecken  zurücklegen. 
Der  Raum  wird  in  beiden  Fällen  mit  Geraden  angefüllt,  von 
denen  jede  in  sich  verschoben  wird.  Die  auf  die  angegebene 
Weise  gewonnene  Zurückführung  eines  Körpers  in  seine  Anfangs- 
lage steht  also  in  vollem  Einklänge  mit  derjenigen,  welche  wir 
im  dritten  Paragraphen  für  einen  parabolischen  Raum  mitgeteilt 
haben.  Demnach  darf  man  auch  hier  diese  eine  Bewegung  mit 
gleichartigen  vereinigen,  ganz  wie  wir  dort  Parallelverschiebungcn 
nach  verschiedenen  Richtungen  vorgenommen  haben. 
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In  der  That  sei  g'  eine  zweite  Gerade,  welche  nicht  zu  dem 
vorher    benutzten  System   von    Parallelen   gehört;    längs   dieser 

Geraden  sei  eine  Verschiebung  -nk  und    zugleich  um  sie  eine 

TT 

Drehung  -   ausgeführt.     Dann  wird   hierdurch    eine  Schar   von 

Parallelen  bestimmt,  \srelche  sämtlich  dieselbe  Verschiebung  erleiden. 
Soll  die  aus  beiden  Parallelverschiebungen  zusammengesetzte  Be- 
wegung wieder  eine  Schar  von  Parallelen  in  sich  bewegen,  so  muls 
nach  I  §  19  die  Schar  der  im  zweiten  Falle  erhaltenen  Parallelen 
denselben  Sinn  haben  wie  im  ersten;  mit  andern  Worten:  Bewegt 
man  den  Körper  so,  dafs  die  Gerade  g'  mit  g  zusammenfällt  und 
die  Richtung  L'  mit  L  identisch  wird,  so  mufs  auch  der  Sinn  der 
Drehung  J'  mit  dem  der  Drehung  J  übereinstimmen.  Unter 
derselben   Bedingung  darf  man   längs   einer   dritten   Schar   von 

Parallelen  um  die  Länge  -  ttIc  bewegen  und  hierdurch  wieder  ein 

Zusammenfallen  von  Körpern  bestimmen.  Eine  derartige  Fest- 
setzung entspricht  der  in  §  3  getroffenen  auch  insofern,  als  irgend 
zwei  Substitutionen  der  Gruppe  jedesmal  mit  einander  vertauscht 
werden  können. 

Die  für  eine  zwei-  und  dreidimensionale  elliptische  Raumform 
gewonnenen  Resultate  können  leicht  auf  eine  höhere  Zahl  von 
Dimensionen  übertragen  werden.  Zum  Beweise  ist  es  nur  not- 
wendig, die  Sätze  aus  I  §  19  über  die  gegenseitige  Lage  von 
geraden  Linien  auf  eine  höhere  Zahl  von  Dimensionen  zu  über- 
tragen. Wenn  das  auch  unsere  Absicht  nicht  sein  kann,  so 
können  wir  uns  doch  nicht  versagen,  das  Resultat  selbst  hier 
mitzuteilen;  dasselbe  lautet: 

»Für  eine  gerade  Zahl  von  Dimensionen  wird  eine  elliptische 
Raumform  entweder  bei  jeder  starren  Bewegung  eines  Teiles  auch 
als  Ganzes  in  sich  bewegt  oder  sie  läfst  sich  doch  mit  Ausschlufs 
gewisser  Grenzgebilde  eindeutig  auf  eine  frei  bewegliche  Raum- 
form  abbilden.  Dagegen  giebt  es  bei  einer  ungeraden  Zahl  von 
Dimensionen  auch  elliptische  Raumformen,  die  so  auf  eine  der 
beiden  frei  beweglichen  Raumformen  abgebildet  werden  können, 
dafs  jedem  ihrer  Punkte  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  der 
Riemannschen  oder  Kleinschen  Raumform  entspricht;  w^enn  das 
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Krümmungsmafs  =  1 :  k*,    die  Zahl   der  Dimensionen  gleich  n, 

und  p  eine  ganze  Zahl  ist,  so  kann  man  einen  Körper  dadurch  in 

seine  Anfangslage  zurückfuhren,  dafs  man  ihn  längs  (Qiffbrdscher) 

k/r            2k7r 
paralleler  Linien  um  eine  Strecke  —  oder bewegt;    solcher 

Bewegungen  kann  man  n   von    einander    unabhängige  zu  einer 
Gruppe  vereinigen.« 

§  10. 
BüokbUok. 

Die  vorstehend  betrachteten  Raumformen  sind  erst  seit  kurzem 
bekannt.  En  Vortrag  CliflFords  über  eine  derartige  Raumform 
ist  nicht  gedruckt,  eine  kurze  Bemerkung,  die  er  hierüber  in 
einer  gedruckten  Arbeit  gemacht  hat,  wohl  allgemein  übersehen 
worden.  Erst  durch  eine  Arbeit  des  Herrn  Klein,  deren  Inhalt 
weit  über  das  von  Clifford  Gefundene  hinausging,  wurden  weitere 
Kreise  auf  diese  Raumformen  aufmerksam  gemacht.  Aber  sie 
verdienen  ebenfalls  volle  Beachtung;  bilden  sie  doch  das  letzte 
Glied  in  der  Entwicklung,  die  uns  zu  den  älteren  Raumformen 
gefuhrt  hat. 

Auf  den  ersten  Blick  begegnen  die  Clifford-Klelnschen  Raum- 
formen, wie  wir  sie  am  besten  nennen,  den  schwersten  Bedenken. 
Wer  blofs  einige  ihrer  Eigenschaften  kennen  lernt,  ohne  in  die 
Begründung  einzudringen,  wird  unbedingt  glauben,  die  Berech- 
tigung von  vornherein  verneinen  zu  müssen.  Dafs  z.  B.  die 
geraden  Linien  nicht  sämtlich  von  gleicher  Länge  sind,  dafs  es 
z.  B.  für  einen  parabolischen  Raum  neben  geschlossenen  auch 
noch  unendliche  Gerade  geben  soll,  dürfte  auf  den  ersten  Blick 
ganz  unzulässig  erscheinen.  Man  wird  scheinbar  mit  Recht  sagen : 
Alle  geraden  Linien  müssen  kongruent  sein,  also  auch  dieselbe 
Länge  besitzen.  Ebenso  versteht  es  sich  doch  von  selbst,  dafs 
der  Raum  überall  gleichförmig  sein  mufs;  und  doch  scheinen  die 
hier  gefundenen  Raumformen  dieser  Forderung  nicht  zu  genügen. 
Die  in  den  drei  ersten  Paragraphen  aufgestellten  Raumformen 
zeigen  wenigstens  für  die  sämtlichen  Punkte  volle  Gleichförmigkeit; 
man  kann  sie  auch  als  Ganze  so  bewegen,  dafs  jeder  Punkt  mit 
jedem  andern  zur  Deckung  gelangt;  demnach  wird  zu  jeder  Linie, 
welche  von  einem  Punkte  ausgeht,  eine  völlig  übereinstimmende 
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Linie  gefunden  werden  können ,  die  von  irgend  einem  andern 
Punkte  ausgeht.  Aber  betrachtet  man  nur  z.  B.  die  sämtlichen 
Geraden,  welche  von  demselben  Punkte  ausgehen,  so  werden 
diese  in  ihrem  Verlaufe  nicht  voll  übereinstimmen;  so  geht  in 
den  betrachteten  Raumformen  von  jedem  Punkte  mindestens  eine 
geschlossene  Gerade  aus;  sind  mehrere  Gerade  geschlossen,  so 
werden  sie  keineswegs  sämtlich  die  gleiche  Länge  besitzen;  zudem 
gehen  von  jedem  Punkte  auch  unendliche  Gerade  aus.  Aber 
selbst  die  Gleichförmigkeit  des  Raumes  in  Bezug  auf  die  einzelnen 
Punkte  besteht  nicht  allgemein.  Wir  lernten  (§  8  S.  333)  unter 
der  Annahme,  dafs  die  Winkelsumme  eines  jeden  geradlinigen 
Dreiecks  zwei  Rechte  beträgt,  eine  Raumform  kennen,  bei  welcher 
eine  einzige  gerade  Linie  vor  allen  andern  bevorzugt  ist.  Alle 
diese  Eigenschaften  sind  auf  den  ersten  Blick  höchst  befremdlich 
und  fordern  jeden,  der  sich  die  Mühe  einer  genauen  Prüfung 
nicht  geben  mag,  fast  zur  Ablehnung  heraus. 

Ganz  anders  aber  mufs  das  Urteil  lauten,  w^enn  man  sich 
diese  Mühe  nicht  verdriefsen  läfst.  Gewifs,  die  neuen  Raum- 
formen können  nicht  durch  jede  Bewegung,  welcher  ein  fester 
Körper  unterworfen  werden  kann ,  in  sich  als  Ganze  bewegt 
w^erden.  Aber  das  kann  unmöglich  ein  Grund  sein,  ihre  Be- 
rechtigung zu  leugnen.  Der  Raum  kann  ja  überhaupt  nicht  bewegt 
werden;  wenn  der  Ausdruck:  Bewegung  des  Raumes  bisher  oft 
gebraucht  ist  (und  gewifs  auch  ferner  noch  oft  benutzt  wird),  so 
findet  jeder,  der  genauer  über  die  Sache  nachdenkt,  hierin  nur 
einen  kurzen  Ausdruck  für  diejenigen  Sätze,  welche  wir  in  §  4 
(S.  291)  entwickelt  haben. 

Sobald  man  sich  aber  klar  macht,  was  dieser  an  sich  uner- 
laubte Ausdruck  besagt,  erkennt  man  sofort,  dafs  die  neuen  Raum- 
formen berechtigt  sind.  Bewegung  kann  nur  einem  Körper  bei- 
gelegt werden;  sobald  zwei  feste  Körper  Start*  mit  einander 
verbunden  sind,  wird  die  Bewegung  des  einen  auch  notwendig 
eine  gewisse  Bewegung  des  andern  nach  sich  ziehen.  Die  feste 
Verbindung  beider  kann  aber  auf  ganz  verschiedene  Weise  und 
durch  verschiedene  Körper  bewirkt  werden.  Jetzt  ist  aber  die 
Voraussetzung,  dafs  die  für  den  zweiten  Körper  vermittelte  Be- 
wegung von  den  verknüpfenden  Körpern  unabhängig  ist,  an  sich 
gleichberechtigt  mit  der  Annahme,  dafs  die  vermittelte  Bewegung 
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verschieden  sein  kann,  wenn  die  Verknüpfung  auf  verschiedenem 
Wege  erfolgt.  Dafe  die  erste  Voraussetzung  berechtigt  ist,  zeigen 
die  Untersuchungen  der  drei  ersten  Abschnitte,  in  denen  diese 
Voraussetzung  stets  stillschweigend  gemacht  worden  ist ;  dafs  sie 
aber  nicht  notwendig  ist,  hat  die  vorangehende  Untersuchung 
gelehrt. 

Auch  die  Gleichförmigkeit  des  Raumes,  die  ja  selbstverständlich 
gefordert  werden  mufs,  bleibt  in  vollem  Mafse  bestehen,  so  lange 
man  nur  einen  gewissen  endlichen  Bereich  um  jeden  einzelnen 
Punkt  betrachtet.  Aber  nur  in  diesem  Sinne  kann  die  Gleich- 
förmigkeit von  vornherein  gefordert  werden.  Einen  Beweis,  dafe 
der  Raum  auch  als  Ganzes  gleichförmig  sein  mufs,  wird  man 
schwerlich  liefern  können;  deshalb  ist  man  genötigt,  die  Berech- 
tigung der  neuen  Raumformen  so  lange  anzuerkennen,  bis  ein 
solcher  Beweis  erbracht  ist.  Die  Annahme,  dafs  alle  Geraden 
auch  als  Ganze  kongruent  sein  müssen,  ist  nur  eine  Folgerung 
daraus,  dafs  der  Raum  auch  als  Ganzes  gleichförmig  sei,  also 
ebenfalls  durchaus  nicht  in  sich  berechtigt. 

So  versuche  man  zu  beweisen,  dafs  der  Erfahrungsraum, 
selbst  unter  der  Annahme,  dafs  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks 
zwei  Rechte  beträgt,  nicht  unter  die  in  den  §§  3  und  8  angege- 
benen Formen  fallen  kann.  Nur  bleibe  man  bei  wirklichen  Gründen 
und  hüte  sich,  diejenigen  Eigenschaften,  deren  Vorhandensein 
man  beweisen  will,  von  vornherein  ohne  Beweis  als  notwendig 
zu  verlangen.  Handelt  man  nach  dieser  Vorschrift,  so  wird  man 
sich  ohne  Zweifel  vergebens  bemühen. 

Zwar  wird  mancher  sagen,  die  neuen  Raumformen  seien 
nicht  so  schön,  wie  z.  B.  die  euklidische;  aber  darum  handelt  es 
sich  nicht,  was  dem  Geschmack  des  einzelnen  zusagt,  sondern 
nur  darum,  was  wahr  ist.  Gewifs,  im  Ausspruch  der  Sätze  für 
den  euklidischeh  Raum  zeigt  sich  eine  gröfsere  Gleichförmigkeit; 
wenn  ein  allgemeiner  Satz  gewisse  Ausnahmen  zuläfst,  so  kann 
man  diese  Ausnahmen  sogar  durch  Einführung  uneigentlicher 
Gebilde  vollständig  beseitigen.  Namentlich  möchte  ich  hinweisen 
auf  den  Satz,  dafs  in  der  euklidischen  Geometrie  stets  zwei  ver- 
schiedene Lagen  desselben  festen  Körpers  erhalten  werden  können 
durch  Drehung  um  eine  gerade  Linie  und  durch  Verschiebung 
längs  derselben   Geraden.      Dieser  Satz  gründet  sich  wesentlich 


Die  Clifford-Kleinschen  Raumformen.  34^ 

auf  die  Eindeutigkeit  in  der  Fortsetzung  der  Bewegungen,  mufs 
nlso  in  den  neuen  Raumformen  wesentliche  Modifikationen  er- 
leiden. Aber  dafür  besitzen  die  CliflFord-Kleinschen  Raumformen, 
^'ie  unsere  kurze  Charakterisierung  einzelner  Formen  gezeigt  hat, 
wieder  manche  Vorzüge,  die  bei  den  frei  beweglichen  Raum- 
formen wegfallen. 

Nur  ein  einziges  Bedenken  kann  meines  Erachtens  mit  einiger 
Berechtigung  gegen  die  neuen  Raumformen  geltend  gemacht 
werden.  Die  Mechanik  mufs  von  der  Voraussetzung  ausgehen, 
dafe  nur  die  gegenseitige  Lage  der  Körper  für  ihre  gegenseitige 
Einwirkung  von  Einflufs  ist,  nicht  aber  die  Lage  im  Räume  selbst. 
Betrachtet  man  z.  B.  die  Einwirkung,  welche  zwei  Massenpunkte 
infolge  der  Fernwirkung  auf  einander  ausüben ,  so  darf  es  nicht 
auf  die  Richtung  der  Verbindungsgeraden,  sondern  nur  auf  ihre 
Länge  ankommen.  Im  vorliegenden  Falle  scheint  aber  die  Ein- 
wirkung je  nach  der  Richtung  der  Geraden  verschieden  zu  sein, 
so  dafs  sie  sich  zu  ändern  scheint,  wenn  man  den  Punkten  unter 
Beibehaltung  der  Entfernung  eine  andere  Lage  giebt.  Indessen 
ähnliche  Bedenken  stellen  sich  jeder  neuen  Theorie  entgegen; 
sie  berechtigen  nicht  zur  Verwerfung,  sondern  gestatten  höchstens, 
das  endgültige  Urteil  vorläufig  hinauszuschieben.  Die  Mechanik 
ist  eben  für  die  neuen  Raumformen  noch  nicht  entwickelt;  sobald 
das  geschieht,  wird  man  um  so  bestimmter  erwarten  können, 
dafs  die  erwähnten  Bedenken  wegfallen,  weil  die  reine  Geometrie 
auch  die  Grundlage  für  die  Mechanik  bildet  und  von  geometrischer 
Seite  die  Berechtigung  nicht  bezweifelt  werden  kann.  Zudem 
handelt  es  sich  hier  um  Femwirkungen,  deren  Annahme  an  sich 
den  schwersten  Bedenken  unterliegt  und  welche  von  dem  grofsen 
Entdecker  des  Gravitationsgesetzes  nur  als  Ersatz  für  das  Resultat 
unmittelbarer ,  jedoch  unbekannter  Nahewirkungen  betrachtet 
wurden. 

Die  Abschnitte  I,  II  und  IV  suchen  die  Frage  zu  beant- 
worten:  Welche  Gesetze  gelten  für  den  Raum  (im  eigentlichen 
Sinne)?  Bei  der  Beantwortung  dieser  Frage  können  wir  von 
der  Erfahrungs-Thatsache  ausgehen,  dafs  diejenigen  Gesetze,  welche 
Euklid  aus  wenigen  Voraussetzungen  hergeleitet  hat,  entweder  in 
voller  Strenge  gelten  oder  dafs  doch  die  Abweichung  fiir  jedes 
Gebiet,  das  unserer  direkten   Messung  zugänglich  ist,  innerhalb 
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derjenigen  Fehlergrenzen  bleibt,  welche  selbst  bei  Anwendung 
der  vorzüglichsten  Apparate  nicht  vermieden  werden  können. 
Daraus  haben  wir  in  den  beiden  ersten  Abschnitten  den  Satz 
hergeleitet,  dafs  für  ein  solches  Gebiet  drei  Möglichkeiten  bestehen. 
Dementsprechend  unterschieden  wir  Raumformen  von  positivem, 
verschwindendem  und  negativem  Krümmungsmafs  oder  von  einem 
andern  Gesichtspunkte  aus  elliptische,  parabolische  und  hyperbo- 
lische Raumformen.  Zwar  haben  wir  zuweilen  im  ersten  Abschnitt, 
namentlich  in  den  §§  9 — 21,  bereits  den  Raum  als  Ganzes  be- 
trachtet; aber  das  geschah,  um  das  erste  Eindringen  in  ein  noch 
unbekanntes  Gebiet  zu  erleichtern. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  entschieden,  welche  Gesetze 
für  ein  allseitig  begrenztes  Gebiet  des  Raumes  gelten,  es  sei  also 
ausgemacht,  ob  er  elliptisch,  parabolisch  oder  hyperbolisch  sei, 
so  wissen  wir  doch  noch  nicht,  wie  sich  die  einzelnen  Teile  des 
Raumes  zu  einem  Ganzen  vereinigen.  Schon  im  ersten  Abschnitt 
fanden  wir  zwei  elliptische  Raumformen,  die  Riemannsche  und 
ihre  Polarform.  Der  vorliegende  Abschnitt  zeigt  uns  aber,  dafs 
nach  dieser  Richtung  hin  eine  aufserordentlich  grofse  Mannig- 
faltigkeit besteht.  Um  die  verschiedenen  Fälle  übersehen  und 
gruppieren  zu  können,  ist  es  am  einfachsten,  von  der  Bewegung 
eines  starren  Körpers  auszugehen.  Erteilen  wir  einem  solchen 
Körper  eine  Bewegung,  so  wird  für  jeden  mit  ihm  durch  weitere 
Körper  verbundenen  neuen  Körper  eine  gewisse  Bewegung  ver- 
mittelt. Die  neue  Bewegung  hängt  ab  von  der  Lage  der  beiden 
Körper  im  Räume  und  von  der  Bewegung,  welche  der  erste 
Körper  macht.  Es  fragt  sich  aber,  ob  sie  nicht  auch  von  der 
Art  der  Verbindung  abhängt,  die  zwischen  den  beiden  Körpern 
besteht.  Unter  der  Voraussetzung,  dafs  es  auf  diese  Verbindung 
nicht  ankommt,  erhalten  wir  nur  eine  parabolische,  eine  hyper- 
bolische und  zwei  elliptische  Raumformen.  Prüfen  wir  aber  die 
Möglichkeit,  dafs  auch  die  Art  der  Verbindung  auf  die  neue  Be- 
wegung von  Einflufs  ist,  so  stofsen  wir  auf  keinen  innern  Wider- 
spruch; wir  finden  vielmehr  eine  grofse  Reihe  neuer  Raumfornien, 
von  denen  wir  auf  den  vorangehenden  Seiten  nur  einige  wenige 
erwähnt  haben.  Sie  einzeln  aufzuzählen,  war  uns  nicht  möglich; 
um  so  wichtiger  schien  es  uns,  das  Prinzip  anzugeben,  aus  dem 
sich  alle  herleiten  lassen. 
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Damit  erachten  wir  die  Aufgabe  für  gelöst,  die  wir  uns  in 
dem  vorliegenden  ersten  Bande  gestellt  haben.  Wir  sind  zum 
Schluls  wieder  zu  dem  herrlichen  Werke  zurückgekehrt,  von  dem 
wir  ausgegangen  sind.  Ein  kleiner  Mangel  in  den  Elementen 
Euklids,  den  der  Verfasser  sicherlich  selbst  empfunden  und 
genugsam  hervorgehoben  hat,  gab  uns  Veranlassung,  seine  Paral- 
lelen-Theorie zu  prüfen,  und  führte  an  erster  Stelle  zur  Lobat- 
schewskyschen  Geometrie.  Schrittweise  hat  sich  das  Gebiet 
erweitert:  zu  der  Euklidischen  und  Lobatschewskyschen  traten 
die  Riemannsche  und  die  Kleinsche  Raumform;  endlich  haben 
wir  eine  grofse  Zahl  weiterer  Formen  gefunden,  die  wir  glaubten 
nach  Clifford  und  Klein  benennen  zu  sollen.  Aber  alle  besitzen 
dieselbe  einfache  Grundlage,  die  aus  der  von  Euklid  aufgestellten 
durch  eine  ganz  leichte  Änderung  gewonnen  werden  kann.  Statt 
nämlich  mit  dem  griechischen  Geometer  unmittelbar  den  Raum 
als  Ganzes  zu  untersuchen,  beschränken  wir  uns  zunächst  auf  ein 
allseitig  begrenztes  Gebiet;  für  diesen  Bereich  gehen  wir  aber 
von  denselben  Voraussetzungen  aus,  die  Euklid  gemacht  hat,  und 
schliefsen  der  Natur  der  Sache  nach  nur  diejenigen  aus,  welche 
durch  ihren  Inhalt  verlangen,  über  jenes  Gebiet  hinauszugehen. 
Demnach  sind  wir  genötigt,  dem  griechischen  Mathematiker  die 
höchste  Bewunderung  zu  zollen,  da  er  es  verstanden  hat,  ein  so 
mächtiges  Lehrgebäude  auf  wenigen  einfachen  Prinzipien  zu  er- 
richten, die  zwar  im  Laufe  der  Jahrtausende  eine  kleine  Be- 
schränkung erfahren  haben,  aber  durch  die  eingehendsten  Unter- 
suchungen in  allen  wesentlichen  Punkten  als  richtig  erwiesen  sind. 
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litterator-Nachweis. 

»)  I  §  1.  S.  1.  Die  Elemente  Euklids  werden  im  vorliegenden  Werke 
stets  nach  der  Ausgabe  von  Heiberg  (Leipzig  1883—1886)  citiert 

Eine  ganz  vorzügliche  Würdigung  der  verschiedenen  Versuche,  das 
Parallel- Axiom  zu  beweisen,  giebt  Sohnke  in  Ersch  und  Grubers  Realen- 
cyklopädie  in  dem  Artikel :  Parallel.  Am  liebsten  hätte  ich  einfach  auf  diesen 
Artikel  verwiesen ;  aber  einerseits  ist  dies  Werk  nicht  jedem  Leser  zugänglich, 
zweitens  sind  diejenigen  Versuche,  deren  Besprechung  bei  Sohnke  den  meisten 
Raum  beansprucht,  heute  ganz  vergessen.  Ich  habe  daher  in  den  $$  2 — 5 
solche  Beweisversuche  kurz  gewürdigt,  die  auch  heute  noch  in  Lehrbüchern 
mitgeteilt  werden. 

*)  I  §  2.  S.  6.  Von  wem  die  einzelnen  in  diesem  §  mitgeteilten  Ver- 
suche herrühren,  dürfte  sich  kaum  noch  ermittln  lassen.  Die  Voraussetzung. 
durch  jeden  Punkt  innerhalb  eines  Winkelfeldes  lasse  sich  mindestens  eine 
Gerade  ziehen,  welche  beide  Schenkel  trifft,  wurde  von  Legendre  gemacht, 
als  seine  in  §  5  anzugebenden  Versuche  zu  keiner  Entscheidung  führten.  Die 
im  Text  nur  ausgesprochene,  aber  nicht  bewiesene  Behauptung,  die  Legen- 
dresche Annahme  gelte  für  jeden  Winkel,  wenn  sie  für  einen  einzigen  richtig 
sei,  läfst  sich  in  folgender  Weise  erhärten:  Wenn  innerhalb  eines  einzigen 
Winkelfeldes  sich  eine  gerade  Linie  ziehen  läfst,  die  keinen  Schenkel  trifft, 
so  folgt  die  Lobatschewskysche  Geometrie,  wie  sie  in  den  §§  9—16  dargelegt 
wird;  alsdann  kann  aber  in  jedem  Winkelfelde  eine  Gerade  gezogen  werden, 
die  keinen  der  beiden  Schenkel  trifft. 

Auf  die  Annahme,  dafs  ein  Winkelfeld  niemals  das  Feld  eines  gröfseren 
Winkels  in  sich  schliefsen  könne,  gründet  Grelle  die  Parallelentheorie  in 
seinem  Lehrbuch  der  Geometrie.  Der  Kürze  wegen  habe  ich  die  prinzipielle 
Seite  der  Frage  gar  nicht  berührt. 

8)  I  §  3.  S.  6.  Göttinger  Nachrichten  1816,  20.  April;  Gaufs*  Werke  IV. 
S.  365.  Gaufs  gebraucht  das  Wort  »Lage«  in  dem  Sinne,  den  man  heute 
gewöhnlich  mit  dem  Ausdruck  »Richtung«  verbindet. 

*)  I  §  4.  S.  9.  Thibauts  Verfahren  findet  sich  in  seinem  Lehrbuch 
der  Geometrie  1818.  Eine  genaue  Prüfung  giebt  Hr.  Günther  im  Programm 
von  Ansbach  1877.  Man  vergl.  auch  eine  kleine  Note  in  Hoffmanns  Zeit- 
schrift VIII  S.  220. 

'')  I  §  5.  S.  11.  Legendres  Untersuchungen  sind  in  den  M^moires 
de  Paris  t.  XII  S.  369  (v.  J.  1833)  und  in  den  älteren  Ausgaben  seiner  Geo- 
metrie mitgeteilt,  auch  in  einige  spätere  Lehrbücher,  namentlich  in  Baltzers 
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Elemente  aufgenommen.  Eine  neue  Herleitung  der  Sätze  giebt  Hoüel  in 
seinem  Essai  critique  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Geometrie  (Paris 
1867)  S.  72. 

*)  1  §  6.  S.  13.  Betreffs  der  in  diesem  §  mitgeteilten  Sätze  vergleiche 
man  vor  allem  die  Arbeiten  des  Hm  Beltrami: 

Saggio  d'interpretazione  della  geometria  non-euclidea,  Giomale  di  Ma- 
tematica,  v.  VI.  1868  (französische  Übersetzung:  Annales  de  TEcole  nor- 
male  t  VI). 

Teoria  fondamentale  degli  spazii  di  curvatura  costante.  Annali  di  Ma- 
tematica  S.  II.  T.  II  (französische  Übersetzung:  Annales  de  TEcole  nor- 
male t.  VI). 

Sulla  superficie  di  rotazione  che  serve  di  tipo  alle  superficii  pseudosferici, 
Giomale  di  Mat.  v.  X. 

Hier  fuge  ich  folgende  Bemerkung  bei:  Der  Zweck  des  Litteratur-Nach- 
wcises  ist  nicht,  einen  Überblick  über  die  Entwicklung  der  verschiedenen 
Theorieen  zu  geben  und  die  Verdienste  der  einzelnen  Forscher  zu  schildern. 
Wenn  das  meine  Absicht  wäre,  so  müfste  z.  B.  Hr.  Beltrami  an  vielen  Stellen 
meines  Buches  ausdrücklich  erwähnt  werden. 

')  I  §  7.  S.  17.  Die  durchgeführte  Betrachtung  kommt  auf  den  zuerst 
von  Hm  Cayley  bewiesenen  Satz  hinaus,  dafs  die  Lobatschewskysche  Ebene 
projektivisch  auf  das  Innere  eines  Kegelschnitts  abgebildet  werden  kann. 
Man  vergl. 

Sixt  memoir  upon  Qjiiantics,  Phil.  Transactions  t.  149.  1859. 

On  the  Non-Euclidean  Geometry,  math.  Annalen,  B.  V. 

Der  Inhalt  dieses  §  wird  im  Anschlufs  an  die  Entdeckungen  des  Hm 
Klein  im  zweiten  Abschnitt  eine  genauere  Entwicklung  finden. 

")  I  §  9.  S.  19.  Die  hier  behandehe  Raumform  wurde  zuerst  in  einem 
Vortrage  und  mehreren  Notizen  Lobatschewskys  (1826—1828)  kurz  charak- 
terisiert und  darauf  in  zahlreichen  Werken  eingehend  von  ihm  behandelt. 
Eine  vollständige  Ausgabe  der  geometrischen  Werke  Lobatschew^skys  hat  die 
physiko  -  mathematische  Gesellschaft  in  Kasan  veranstaltet.  Mit  derselben 
Raumform  befafst  sich  Joh.  Bolyai  in:  Appendix,  scientiam  spacii  absolute 
veram  'exhibens,  welcher  1832  dem  Werke  seines  Vaters  beigefugt  war: 
Tentamen  iuventutem  in  elementa  matheseos  introducendi. 

Übrigens  hat  sich  Gaufs  mit  dieser  Sache  weit  früher  befafst  und  in 
zwei  Recensionen  v.  J.  1816  und  1823  genugsam  angedeutet,  wie  tief  er 
bereits  in  die  Theorie  eingedmngen  war. 

Über  die  weitere  Litteratur  vergl.  man  das  schon  erwähnte  Werk: 
Frischauf,  Einleitung  in  die  absolute  Geometrie,  Leipzig  1876. 

Die  in  den  S§  9—13  durchgeführte  Begründung  der  Lobatschewskyschen 
Geometrie  dürfte  der  Anlage  und  der  Mehrzahl  der  Beweise  nach  mein  Eigen- 
tum sein;  einige  Beweise  (z.  B.  §  11,  d)  sind  vollständig,  andere  mit  leichten 
Änderungen  übernommen. 

»)  I  S  16-  S.  46.  Lobatschewsky,  g^ometrie  imaginaire.  Grelles 
Joumal  B.  XVII,  (wieder  abgedruckt  im  zweiten  Bande  der  ges.  Werke).  Ich 
habe  eine  andere  Bezeichnung  angewandt,  bin  von  drei  andern  Relationen 
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ausgegangen  und  habe  auch  sonst  kleine  Änderungen  vorgenommen.  Die 
analytische  Herleitung  der  Kreisfunktionen  ist  elementaren  Lehrbüchern 
entlehnt. 

-7  ><*)  I  §  16.  S.  49.  Das  benutzte  Koordinaten  -  System  ist  im  Anschlufs 
an  eine  Bemerkung  Beltramis  von  Hrn  Weierstrafs  aufgestellt  und  hat 
in  meinen  Arbeiten  viele  Verwendung  gefunden. 

^1)  I  §  18.  S.  54.  Die  Theorie  des  »endlichen  Raumesa  \^nirde  i.  J. 
1854  von  Riemann  kurz  entwickelt  in  der  Arbeit:  Über  die  Hypothesen, 
welche  der  Geometrie  zu  Gnmde  liegen,  (Göttinger  Abhandlungen  1867. 
Werke  S.  254  ff.)  Darauf  folgten  mehrere  Arbeiten  des  Hm  v.  Helmholtz: 
Verh.  d.  naturh.-med.  Vereins  zu  Heidelberg,  B.  IV  und  V;  Göttinger  gel. 
Nachrichten  1868;  Mind  1878  (wieder  abgedruckt  im  B.  II  der  ges.  Werke 
S.  610 — 660);  populäre  wissensch.  Vorlesungen,  Heft  III,  sowie  die  oben 
genannten  Abhandlungen  des  Hm  Beltrami,  in  denen  zuerst  diese  Raumformen 
eine  eingehende  Untersuchung  gefunden  haben.  Alle  diese  Herleitungen  sind 
analytisch;  wenn  auch  später  einzelne  Sätze  synthetisch  bewiesen  sind,  so 
fehlte  doch  bisher  eine  rein  synthetische  Begründung  dieser  Raumformen. 

")  I  S  18.  S.  57.  Klein,  Über  die  sog.  nicht  -  euklidische  Geometrie, 
math.  Annalen  B.  IV,  VI,  sowie  dessen  Anzeige  von  Frischaufs  Elementen 
in  den  Fortschritten  der  Mathematik  B.  X. 

Newcomb,  elementary  theorems  relating  to  the  geometry  of  a  space 
of  three  dimensions  and  of  uniform  positive  curvature,  Borchardts  Joum.  B.  88. 

Killing,  über  zwei  Raumformen  von  konstanter  positiver  Krümmung, 
Borchardts  Journal  B.  86. 

**)  I  §  19.  S.  64.  Die  gegenseitige  Lage  zweier  Geraden  ist  im  wesent- 
lichen bereits  entwickelt  in :  Lindemann,  über  unendlich  -  kleine  Bewegungen 
bei  allgemeiner  projektivischer  Mafsbestimmung,  math.  Annalen  B.  Yll;  einzelne 
Sätze  auch  bei  Newcomb  (1.  c).  Eine  vollständige  Theorie  gab  Clifford: 
Sketch  of  Biquaternions  (Proc.  of  the  L.  math.  Soc.  Vol.  IV,  sowie  math. 
Papers  S.  181)  und  in  mehreren  hinterlassenen  Arbeiten. 

")  I  §  20.  S.  69.  Die  Beziehung  der  Riemannschen  Raumform  zu  ihrer 
Polarform  wurde  zuerst  in  meiner  unter  ")  angegebenen  Arbeit  dargelegt. 
Auf  die  Einwendungen,  welche  Hr.  Klein  (math.  Annalen  B.  XXXVII)  gegen 
die  Bezeichnung  »Polarfomi«  erhoben  hat,  glaube  ich  nicht  eingehen  zu  sollen ; 
sie  erledigen  sich  von  selbst,  sobald  man  beachtet,  dafs  der  Kleinsche  Raum 
sowohl  die  Polarform  des  Riemannschen  Raumes  als  auch  seine  eigene  Polar- 
form ist.  Auf  das  Programm  des  Hrn  M.  Simon  (Lyceum,  Strafsburg  1891) 
werden  wir  im  zweiten  Bande  näher  eingehen. 

^^)  I  §  23.  S.  77.  Un  precursore  italiano  di  Legendre  e  di  Lobat- 
schewsky.  Nota  del  socio  E.  Beltrami,  Rendiconti  della  R.  accademia  dei 
lincei  1889. 

»")  I  §  23.  S.  79.  Stolz,  Über  das  letzte  Axiom  der  Geometrie,  Berichte 
des  naturw.-niediz.  Vereins  in  Innsbruck  1886. 

")  I  §  24.  S.  80.  Zuerst  mitgeteilt  in  meiner  Abh. :  Die  Rechnung  in 
den  nicht-euklidischen  Raumfomien,  Borchardts  Journal  B.  89;  weitläufiger 
dargestellt  in  dem  Buche :  Die  nicht-euklidischen  Raumformen  (Leipzig  1886). 
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16)  II  §  1.  S.  98.  St  au  dt,  Geometrie  der  Lage  (1847)  und  Beiträge 
zur  Geometrie  der  Lage  (1866— 1860).  Klein,  über  die  sog.  nicht-euklidische 
Geometrie,  math.  Annalen  B.  IV,  VI,  VII,  XVII.  Darboux,  math.  Annalen 
B.  XVII,  Schur,  math.  Annalen  B.  XVII.  Pasch,  neuere  Geometrie 
(Leipzig  1882). 

1*)  II  §  1.  S.  99.  In  den  folgenden  5$  sind  die  Konstruktionen  so  ein- 
zurichten, dafs  man  ganz  in  dem  einmal  angenommenen  Bereiche  bleibt.  Über 
die  Art  und  Weise,  wie  das  zu  bewerkstelligen  sei,  vergl.  man  aufser  dem 
unter  ")  genannten  Werke  des  Hrn  Pasch  Mitteilungen  der  Herren  Reyes 
V  Prosper  und  Pasch  im  29.  und  32.  B.  der  math.  Annalen.  Noch  weiter 
geht  Hr.  Schur  im  39.  B.  der  Annalen.  Über  die  in  diesen  Arbeiten  ein- 
geführten idealen  Gebilde  möchte  ich  folgende  Bemerkung  beifugen.  Bleibt 
man  ganz  auf  dem  Boden  der  Projektivität  und  will  man  die  am  Schlüsse 
von  II  §  1  gemachten  Annahmen  in  voller  Allgemeinheit  zu  Grunde  legen, 
so  unterliegt  die  Einfuhrung  der  idealen  Gebilde  keinem  Bedenken.  Will 
man  aber  zur  Metrik  übergehen  oder  will  man  die  verschiedenen  Möglichkeiten 
übersehen,  nach  denen  das  angenommene  Gebiet  erweitert  werden  kann,  so 
sind  besondere  Vorsichts-Mafsregeln  anzubringen,  die  noch  nicht  genügend 
gewürdigt  sein  dürften. 

»«)  II  S  2.  S.  101.  Die  Herleitung  schliefst  sich  an  die  äheren  Arbeiten 
(Staudt,  Klein)  an;  an  einigen  Stellen  ist  das  er>\-ähnte  Werk  des  Hrn  Pasch 
benutzt.  Eine  etwas  abweichende  Darlegung  findet  man  in  dem  Werke  des 
Hm  Linde  mann:  Vorlesungen  über  Geometrie,  mit  Benutzung  der  Vorträge 
von  Clebsch,  B.  II  (Leipzig  1891). 

**)  II  §  3.  S.  107.  Die  hier  gegebene  Zuordnung  ist  bereits  durchgeführt 
in  meinen  »nicht-euklidischen  Raumformen«  (Leipzig  1886),  nachdem  früher 
nur  im  allgemeinen  die  Möglichkeit  einer  solchen  Zuordnung  gezeigt  war. 
Später  haben  die  Herren  Lindemann  (1.  c.)  und  Klein  (math.  Annalen  B.  37) 
eine  nur  wenig  abweichende  Art  der  Zuordnung  angegeben. 

")  II  §  3.  S.  116.  Staudt  in  den  Beiträgen  zur  Geometrie  der  Lage. 
Lüroth,  das  Imaginäre  in  der  Geometrie  und  das  Rechnen  mit  Würfen, 
math.  Annalen  B.  8. 

*'J  II  §  6.  S.  119.  Die  Benutzung  der  Doppelverhältnisse  zu  Koordinaten 
rührt  bekanntlich  von  Hrn  Fiedler  her;  der  hier  eingeschlagene  Weg  machte 
es  notwendig,  einige  Änderungen  anzubringen. 

")  II  S  6.  S.  126.  Man  vergl.  die  unter  -«)  angeführte  Arbeit  des  Hm 
Lüroth. 

")  II  §  10.  S.  151.  Die  Zurückfuhrung  der  Metrik  auf  die  Projektivität 
ist  zuerst  von  Hrn  Klein  (s.  die  unter  »«)  angegebenen  Arbeiten)  und  zwar 
auf  dem  hier  mitgeteilten  Wege  bewirkt.  Hr.  Lindemann  (1.  c.)  legt  das 
»unendlich  ferne  Gebilde«  seinen  Ausführungen  zu  Grunde. 

«•)  II  §  11.  S.  160.  Der  ausgesprochene  Satz  beruht  darauf,  dafs  die 
angegebene  siebengliedrige  Gruppe  keine  andere  reelle  sechsgliedrige  Unter- 
gruppe hat,  als  diejenige,  welche  die  Bewegungen  in  einem  dreidimensionalen 
parabolischen  Räume  darstellt.  Um  dies  zu  zeigen,  benutzen  wir  die  sym- 
bolische Bezeichnung  des  Hrn  Lie  und  setzen: 

Kl  Hing,  Grundlagen  der  Geometrie.    I.  23 
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Xx  «•  p,  Xj  =  q,  X3  =-  r,  X4  =»  )T  —  zq,  X5  =»zp  — xr, 
Xe  «xq  —  yp,  X7  «xp  +  yq  +  zr. 

Während  die  Transformationen  Xi,  X,,  X,  mit  einander  vertauschbar 
sind,  ist: 

(XiXO^O,  (X1X5)  —  — Xs,  (XiXe)  =  Xj  u.  s.  w. 

(X,X5)=  -Xe,  (X^Xe) X,,  (XeX,) X5 

(XiX7)=  Xi , . . .  (X4X7)  ^ . . .  ^0. 

Die  säratliclien  Transformationen  (X^X^)  für  a,  /?=1...7  gehören  also 
einer  sechsgliedrigen  Gruppe  an,  welche  durch  X| . . .  X«  bestinmit  wird.  Wir 
wollen  beweisen,  dafs  es  keine  andere  reelle  sechsgliedrige  Untergruppe  giebt. 
Kommt  nämlich  in  einer  solchen  Untergruppe  eine  inf.  Transformation 
Ze  =»  Siji  \i  für  t  ■—  1 . . .  7  vor,  wo  rj-,  von  null  verschieden  ist,  so  kann  man 
die  übrigen  inf.  Transformationen  Zi  . . .  Z5,  durch  die  die  Untergruppe  bestimmt 
wird,  so  wählen,  dafs  in  ihrem  Ausdruck  die  Transformation  Xf  nicht  vor- 
kommt. Dann  darf  man  die  inf.  Transformationen  Zj  .  . .  Zj  entweder  in 
der  Form 

X|,  X,,  Xg,  Z4  =  0X4  +  fiXi  +  yX«,  Z5  =  a'Xi  +  ß'Xi  +  y'X« 
oder  in  der  Form 

Zi  «  xXi  +  ;.X,  +  /mXs,  Zj  =  xXi  +  A'Xj  +  fji'Xs,  X4,  Xß,  X« 
voraussetzen.     Im   ersten   Falle   mufs  auch    die  durch  die  Operation  (Z4Z5) 
erhaltene  Transformation  der  Gruppe  angehören,  und  da  hierin  nur  X4,  X5,  X« 
vorkommen,  mufs  sie  linear  aus  Z4  und  Z5  zusammengesetzt  sein.    Man  kann 
also  geradezu  (Z4Z5)  «»  a>Z5  setzen.   Dann  müssen  die  Gleichungen  erfüllt  sein: 

a'(o  +  ß'y—fiy'^O 
—  a'y  4"  ßf^f  +  ccy'  =•  0 

oder  CS  mufs  sein : 

(£>«  + a«  +  /^'+y'=0, 
was  unmöglich  ist. 

Im  zweiten  Falle  mufs  die  durch  Kombination  von  Zi  mit  X«  erhaltene 
Transformation  xX^ — /Xi,  sowie  die  Transformation  ^rXi,  welche  man  durch 
Kombinierung  der  letzten  mit  X5  erhält,  in  der  Gruppe  enthalten  sein.  Verfahrt 
man  ebenso  mit  Z, ,  so  ergicbt  sich,  dafs  in  der  Untergruppe  die  Transfor- 
mation Xi  enthalten  ist,  wofern  nicht  die  Koeffizienten  x  und  x'  beide  ver- 
schwinden. Dann  dürfen  aber  auch  die  Transformationen  Xj=a(XiX^)  und 
X3  =  —  (X1X5)  nicht  fehlen. 

Der  am  Schlüsse  des  §  angegebene  Weg,  von  der  Projektivität  zur 
Metrik  überzugehen,  dürfte  im  43.  B.  der  Annalen  (Zur  projektiven  Geometrie 
§  2)  seine  Veröffentlichung  finden. 

•^0  ni  S  2.  S.  172.  G.  Cantor,  Borchardts'  Journal  B.  84.  Netto, 
daselbst  B.  86.     Peano,  math.  Annalen  B.  36.     Hilbert,  Annalen  B.  38. 

2")  III  5  3.  S.  173.  Weierstrafs'  Brief  an  P.  du  Bois-Reymond 
(Borchardts  Journal.  B.  79,  S.  29).  W.,  Abhandl.  zur  Funktionenlehre  (Berlin 
1886).  Wiener,  Borchardts  Journ.  B.  90.  Ccllerier,  Bulletin  des  sciences 
math.  1890. 
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^)  III  §  4.  S.  176.  Neben  mehreren  Arbeiten  von  Zöllner  vergl. 
H  e  1  ni  h  o  1 1  z ,  pop.-wissensch.  Vorträge  (B.  III),  V.  S  c  h  1  e  g  e  1 ,  naturwissensch. 
Wochenschrift  1888. 

«>)  III  §  ö.  S.  176.  Die  Arbeit  ist  in  der  zweiten  Auflage  (1878)  der 
»Ausdehnungslehre  von  1844«  wiederabgedruckt.  Für  ein  eingehenderes 
Studium  mufs  auf  die  Ausdehnungslehre  von  1844  und  von  1862,  so>\'ie  auf 
Arbeiten  des  Hm  Schlegel  verwiesen  werden. 

*»)  III  S  6.  S.  181.  Das  zweite  Beispiel  ist  der  Einleitung  zu  der  Preis- 
schrift des  Hm  Poincar^  (Acta  math.  B.  23)  entnommen.  Welche  Vorteile 
die  Analysis  aus  der  Fiktion  eines  mehrdimensionalen  Raumes  ziehen  kann, 
zeigt  Hr.  Lie  in  seinem  Werke  über  Transformations-Gruppen;  leider  dürfte 
sich  aus  dieser  Theorie  kein  Beispiel  entnehmen  lassen,  das  unmittelbar  ver- 
ständlich wäre. 

s»)  III  S  7.  S.  182.  Die  Zahl  der  Arbeiten,  die  sich  mit  der  verallge- 
meinerten projektiven  Geometrie  befassen,  ist  zu  grofs,  als  dafs  sie  hiei  an- 
geführt werden  könnten.  Für  den  im  Text  gegebenen  Überblick  dürfte  das 
kaum  nötig  sein;  denn  die  mitgeteilten  Sätze  sind  bei  ihrer  Einfachheit  wohl 
gelegentlich  in  Abhandlungen  erwähnt,  aber  schwerlich  eigens  behandelt. 

«3)  III  §  8.  S.  192.  Einen  einfachen  und  klaren  Überblick  über  die  ersten 
Sätze  des  mehrdimensionalen  euklidischen  Raumes  giebt  Hr.  Hoppe  im 
79.  B.  seines  Archivs.  Die  am  Schlüsse  des  §  mitgeteilte  Theorie  der  ellip- 
tischen Koordinaten  ist  eines  der  ältesten  Beispiele  für  die  Übertragung  eines 
geometrischen  Problems  auf  die  Analysis  und  schon  von  Jacobi  in  seinen 
Vorlesungen  über  Mechanik  (1842/43)  mitgeteih.  Die  zahlreichen  weiteren 
Arbeiten  über  den  mehrdimensionalen  euklidischen  Raum  wenden  sich  fast 
ausschlicfslich  schwierigeren  Problemen  zu  und  brauchen  deshalb  nicht  ange. 
führt  zu  werden. 

Es  könnte  auffallen,  dafs  die  Entwicklung  der  einfachsten  Beziehungen 
so  viel  Raum  beansprucht  hat.  Dieser  Umstand  hängt  mit  der  Art  der 
Behandlung  zusammen.  Ich  erachte  es  für  notwendig,  die  Berechtigung  einer 
jeden  Definition  allseitig  zu  beweisen,  während  man  sich  meistens  damit 
begnügt,  die  für  n  =  3  geltenden  Ausdrücke  auf  jedes  beliebige  n  zu  über, 
tragen.  Wenn  durch  dies  Verfahren  bei  der  Erweiterung  der  euklidischen 
Geometrie  meines  Wissens  bisher  keine  Fehler  entstanden  sind,  so  kann  es 
doch  nicht  als  streng  richtig  anerkannt  werden. 

Betreffs  S.  197  und  200  vergl.  v.  Lilienthal,  math.  Annalcn  B.  42 
S.  496. 

3*)  III  §  9.  S.  205.  Für  den  Inhalt  und  die  Litteratur  darf  ich  wohl  auf 
meine  »nicht-euklidischen  Raumformen«  (Leipzig  1885)  verweisen.  Da  mir 
jedoch  damals  die  Arbeiten  des  Hrn  d'Ovidio  unbekannt  geblieben  waren, 
möchte  ich  sie  hier  soweit  mitteilen,  als  sie  auf  die  nicht-euklidische  Geometrie 
Bezug  haben.  Es  sind :  Le  funzioni  metriche  fondamentali  di  quante  si  vogliano 
dimensioni  e  di  curvatura  costante,   memorie  delP  accademia  dei  lincei  1877. 

Studii  sulla  geometria  proiettiva,  Annali  di  mat.  VI. 

J  complessi  e  le  congruenze  lineari  in  Geometria  proiettiva,  Annali  VII. 
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Nota  sui  complessi  nella  metrica  proiettiva,  Rend.  dell'  Istituto  Lombardo, 
1881,  XIV. 

Sopra  akuni  luoghi  ed  inviluppi  in  geom.  proi.,  Rend.  delP  accademia 
delle  Scienze;  fasc.  VII,  1875. 

Le  proiezioni  ortogonali . . . ,  Acc.  di  Torino  XI,  1876. 

Hieran  schliefsen  sich  weitere  Arbeiten,  namentlich  über  lineare  Kom- 
plexe in  den  Atti  dell*  acc.  dei  Lincei  1876. 

Meine  eigenen  Untersuchungen  sind  übrigens  in  der  Anlage  und  in  den 
Ergebnissen  von  denen  des  Hrn.  d'Ovidio  wesentlich  verschieden. 

M)  III  §  10.  S.  214.  Riemann,  Über  die  Hypothesen  .  ..  Göttinger 
Abh.  1867.    Werke,  S.  254. 

Riemann,  Commentatio  mathematica . . .  Werke  S.  370.  Christo  f  f  e  1 , 
Borch.  Journal  B.  70.  Lipschitz,  Borchardts  Journ.  B.  71.  72.  74.  Dede- 
kind  in  Riemanns  Werken  S.  384.  Schur,  math.  Annalen  B.  27.  Die  weitere 
Litteratur  kommt  für  den  Inhalt  des  §  nicht  in  Betracht. 

^)  III  §  13.  S.  255.  Es  dürfte  kaum  möglich  sein ,  die  Litteratur  über 
mehrdimensionale  Polyeder  vollständig  zu  eitleren.  Hoffentlich  bietet  die 
folgende  Aufzählung  keine  wesentliche  Lücke. 

Hoppe,  zahlreiche  Arbeiten  in  seinem  Archiv. 

Scheffler,  die  polydimensionalen  Gröfsen,  Braunschweig  1880. 

Rudel,  Elemente  und  Grundgebilde  1877.  Vom  Körper  höherer 
Dimension,  1883.     Über  eine  Gattung  von  Körpern  höherer  Dimension,  1887. 

Schlegel,  homogen  zusammengesetzte  Raumgebilde,  Halle  1883,  zahl- 
reiche spätere  Aufsätze ,  sowie  Projektions  -  Modelle  (Darmstadt  bei  Brill). 
Dur^ge,  Wiener  Berichte  B.  83.  Puchta,  Wiener  Ber.  B.  89  und  90. 
Biermann,  Wiener  Ber.  B.  90  und  95.  E.  Hess,  Marburger  Ber.  1885, 
sowie  math.  Annalen  B.  28.     Schubert,  Hamburger  Mitt.  Nr.  4. 

")  III  §  15.  S.  266.  Hr.  Beez  hatte  früher  den  Satz  aufgestellt,  im 
n-dimensionalen  Räume  könne  für  n  >  3  kein  (n — l)-dimensionales  Gebilde  so 
deformiert  werden,  dafs  alle  darin  liegenden  Linien  ihre  Länge  beibehalten. 
Wäre  das  richtig,  so  würde  zwischen  den  Forderungen  der  Geometrie  und 
denen  der  Analysis  ein  Widerspruch  bestehen.  Nun  zeigte  ich  in  meinen 
»nicht-euklidischen  Raumformen« ,  dafs  man  für  n  }>  3  geometrisch  zunächst 
nur  beweisen  könne,  diejenigen  (n — l)-dimensionalen  Gebilde  könnten  in 
der  angegebenen  Weise  deformiert  werden,  welche  eine  Schar  von  (n — 2)- 
dimensionalen  Ebenen  enthalten;  dasselbe  Resultat  liefert  aber  auch  die 
Analysis.  Darauf  antwortet  Hr.  Beez  (Programm  des  Gymnasiums  und  Real- 
gymnasiums zu  Plauen  i.  V.  1888),  diese  Ausnahme  sei  ihm  und  Hrn  Lipschitz 
schon  früher  bekannt  gewesen;  sie  ändere  aber  an  der  Sache  nichts,  da  es 
geometrisch  evident  sei,  dafs  jedes  (n — l)-dimensionale  Gebilde  in  einem 
n-dimensionalen  Räume  unter  Beibehaltung  aller  Gröfsenbeziehungen  defor- 
miert werden  könne.  Leider  bleibt  er  den  Nachweis  für  seine  Behauptung 
schuldig.  Hier  von  geometrischer  Evidenz  zu  sprechen,  mufs  um  so  gröfseren 
Bedenken  unterliegen,  da  man  selbst  bei  den  Flächen  des  dreidimensionalen 
Raumes  ganz  auf  die  Analysis  angewiesen  ist  und  es    nicht  gelingen    will. 
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rein  geometrische  Beweise  zu  finden.  So  hat  man  bisher  geometrisch  noch 
nicht  einmal  bewiesen,  dafs  jede  Fläche  unter  Beibehaltung  der  Gröfsenbe- 
ziehungen  deformiert  werden  kann;  noch  weniger  ist  es  gelungen,  geometrisch 
die  Bedingungen  anzugeben,  unter  denen  zwei  Flächen  auf  einander  abge- 
wickelt werden  können. 

^)  III  S  15.  S.  270.  Während  eine  Zeit  lang  selbst  angesehene  Natur- 
forscher lebhaft  für  die  spiritistischen  Versuche  eintraten,  ist  jetzt  die  Be- 
geisterung für  dieselben  bedeutend  abgekühlt.  Jedenfalls  wird  aber  auch  der 
eifrigste  Anhänger  gestehen  müssen,  dafs  die  Grundlagen  und  der  ganze 
Verlauf  der  Versuche  nicht  klar  zu  Tage  liegen,  und  das  genügt  für  mich, 
um  ihnen  jede  Beweiskraft  abzusprechen. 

Beispiele  für  die  Auflösbarkeit  von  Knoten  in  einem  vierdimensionalen 
Räume  findet  man  in  Hoppes  Archiv  B.  64,  1879. 

^)  IV  5  6-  S.  314.  Die  erste  Anregung  zu  den  hier  betrachteten  Raum- 
lomien  gab  Clifford  1873  in  einem  ungedruckten  Vortrage:  On  a  surface  of 
zero  curvature  and  finite  extent,  sowie  durch  eine  beiläufige  Bemerkung  in 
der  Arbeit:  Preliminary  sketch  of  biquatemions.  Hr.  Klein  machte  eingehende 
Mitteilungen  über  ClifTords  Anschauungen  mit  genauem  Litteratur  -  Nachweis 
und  begründete  die  Theorie  tiefer  in  seiner  Arbeit:  Zur  nicht  -  euklidischen 
Geometrie,  Annalen  B.  37.  Daran  schlofs  sich  eine  Arbeit  von  mir  im  39.  B. 
der  Annalen,  in  der  diese  Raumformen  in  derjenigen  Weise  begründet  sind, 
welche  hier  in  weiterer  Ausfuhrung  wieder  mitgeteilt  ist.  Man  findet  dort 
auch  einige  weitere  Beispiele,  welche  ich  hier  nicht  wieder  aufgenommen 
habe.  Die  am  Schlüsse  von  5  6  erwähnten  Raumformen  waren  bisher  nicht 
beaciitet  worden. 

*«)  IV.  5  7.  S.  332.  Hierauf  weist  Hr.  Klein  1.  c.  hin.  Man  vergl.  die 
Arbeit  des  Hrn  Poincar^  in  B.  1  S.  71  ff.  der  Acta  math.,  an  die  sich  zahl- 
reiche weitere  Arbeiten  angeschlossen  haben.  Aus  den  dort  charakterisierten 
(diskontinuierlichen)  Gruppen  hat  man  diejenigen  auszuwählen,  in  denen  keine 
parabolische  und  keine  elliptische  Transformation  vorkommt. 
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Vorwort. 


INachdem  der  erste  Band  meiner  »Einführung  in  die  Grund- 
lagen der  Geometrie«  im  Herbst  1893  erschienen  ist,  wird  es 
mir  erst  jetzt  möglich,  den  zweiten  Band  folgen  zu  lassen  und 
dadurch  das  Werk  zum  Abschlufs  zu  bringen.  Ich  kann  aber  ver- 
sichern, dafs  ich  in  der  Zwischenzeit,  soweit  es  eine  anstrengende 
Lehrthätigkeit  gestattete,  nach  Kräften  bemüht  gewesen  bin,  zur 
Klarstellung  der  einschlagenden  Fragen  beizutragen.  Dennoch 
darf  der  Leser  keineswegs  erwarten,  überall  abschliefsende  Unter- 
suchungen zu  finden.  In  dieser  Hinsicht  besteht  zwischen  den 
beiden  Bänden  ein  wesentlicher  Unterschied.  Im  ersten  Bande 
kam  es  darauf  an,  die  Berechtigung  der  nicht-euklidischen  Raum- 
formen (im  engern  Sinne)  zu  beweisen,  über  die  verschiedenen 
Möglichkeiten  einen  Überblick  zu  gewinnen  und  die  hiernach 
für  drei  Dimensionen  erhaltenen  Resultate  auf  eine  beliebig  hohe 
Zahl  von  Dimensionen  zu  übertragen;  der  Erledigung  dieser  Pro- 
bleme stehen  principielle  Schwierigkeiten  nicht  mehr  entgegen. 
Ganz  anders  steht  es  mit  den  Fragen,  die  im  vorliegenden  Bande 
erörtert  werden.  Nur  die  Projektivität  ist  sowohl  in  ihrem  selb- 
ständigen Aufbau  als  auch  in  ihrer  Beziehung  zur  Metrik  als  ab- 
geschlossen zu  betrachten.  Im  übrigen  konnte  es  aber  nur  meine 
Aufgabe  sein,  einen  Überblick  über  die  bisherigen  Untersuchungen 
zu  geben,  um  den  Leser  in  den  Stand  zu  setzen,  zwischen  sicheren 
und  zweifelhaften  Resultaten  zu  unterscheiden  und  den  Punkt  zu 
erkennen,  an  dem  weitere  Forschungen  anzusetzen  haben,  wenn 
sie  einen  endgültigen  Erfolg  in  Aussicht  stellen  sollen. 

Von  welchen  Grundlagen  man  in  der  Geometrie  ausgehen 
will,  wird  in  etwa  stets  Sache  besonderer  Vorliebe  sein;  nur  mufs 
man  verlangen,  dafs  nicht  willkürlich  Wissenszweige  von  einander 
getrennt  werden,  die  ihrer  Natur  nach  eng  zusammengehören. 


IV  Vorwort. 

Mag  manchem  in  meinen  »Grundsätzen  der  Geometrie«  die  Rück- 
sichtnahme auf  die  Erfahrung  weniger  ge&llen,  mag  man  es  tadeln, 
dafs  von  ihnen  aus  der  Aufbau  nicht  systematisch  durchgeführt 
ist,  jedenfalls  wird  man  anerkennen  müssen,  dafs  sie  auf  ein  ein- 
heitliches Gebiet  führen;  in  der  That  tritt  die  nahe  Verwandt- 
schaft aller  einzelnen  Zweige,  die  wir  im  weiteren  Sinne  als 
Raumformen  bezeichnen,  von  mehr  als  einer  Seite  zu  Tage.  Unter 
ihnen  sind  aber  drei  von  hervorragender  Wichtigkeit:  die  para- 
bolische, die  hyperbolische  und  die  elliptische  Geometrie,  von 
denen  jede  wieder  auf  eine  grofse  Reihe  einzelner  Raumformen 
fuhrt.  Diese  drei  Grundformen  treten  in  unseren  Untersuchungen 
stets  gleichberechtigt  auf,  mag  man  (im  ersten  Abschnitt)  von 
Euklids  System  oder  (im  zweiten  und  sechsten  Abschnitt)  von 
den  projektiven  Eigenschaften  ausgehen.  Ja,  w*enn  wir  im  achten 
Abschnitte  die  eigentlichen  Raumformen  den  allgemeinen  gegen- 
über charakterisieren  wollen,  so  gelangen  wir  immer  wieder  zu 
diesen  drei  Formen,  ohne  eine  unter  ihnen  bevorzugen  zu  können. 
Wer  es  versuchen  wollte,  allgemeine  Eigenschaften  aufzustellen, 
die  ihn  durch  blofse  Rechnung  etwa  nur  auf  die  euklidische  Geo- 
metrie führen  könnten,  würde  sich  sicherlich  vergebens  bemühen. 
So  schliefst  das  Ende  meines  Buches  wieder  an  den  Anfang  an; 
die  Gleichberechtigung  der  genannten  drei  Formen  tritt  uns  auf 
den  verschiedensten  Wegen  mit  unabweislicher  Notwendigkeit 
entgegen. 

Möge  das  Werk  auf  dem  vielleicht  undankbaren,  aber  zweifellos 
wichtigen  Gebiete,  dem  es  gewidmet  ist,  zur  Verbreitung  der 
bereits  gesicherten  Kenntnisse  beitragen  und  zu  weiteren  For- 
schungen anregen! 

Münster,  Weihnachten  1897. 

Wilhelm  Killing. 
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Fünfter  A-bschnitt. 

Kongruenz  and  Messung. 


Die  GröbenafttBO. 

Nach  der  Heibergschen  Ausgabe  sind  von  denjenigen  Sätzen, 
welche  in  den  meisten  Bearbeitungen  von  Euklids  Elementen  als 
Grundsätze  (xoival  iwoiai)  zusammengestellt  werden,  nur  fünf 
als  echt  anzusehen,  nämlich  die  folgenden: 

1.  Dinge,  die  demselben  Dinge  gleich  sind,  sind  einander 
gleich. 

2.  Fügt  man  zu  Gleichem  Gleiches  hinzu,  so  sind  die  Summen 
gleich. 

3.  Nimmt  man  von  Gleichem  Gleiches  hinweg,  so  bleiben 
gleiche  Reste. 

4.  Dinge,  die  mit  einander  zur  Deckung  gebracht  werden 
können,  sind  einander  gleich. 

5.  Das  Ganze  ist  gröfser  als  sein  Teil. 

Die  Gröfsensätze  werden  von  Euklid  sehr  häufig  angewandt; 
man  hat  aber  zu  unterscheiden,  ob  die  Anwendung  zum  Wesen 
des  Beweises  gehört  oder  überflüssiges  Beiwerk  ist.  In  den  Sätzen 
über  die  Flächengleichheit  sind  die  Gröfsensätze  für  Euklid  von 
wesentlicher  Bedeutung.  So  hat  man  für  den  Hauptsatz  dieser 
Theorie,  nämlich  für  den  Satz,  dafs  Parallelogramme  von  gleicher 
Grundlinie  und  Höhe  gleichen  Inhalt  haben,  von  einer  Figur 
kongruente  Bestandteile  abzutrennen  und  dann  den  dritten  Grund- 
satz anzuwenden.  Zuweilen  beruhen  auch  geometrische  Beweise 
vollständig  auf  Gesetzen  der  Algebra.  Ich  erinnere  an  den  be- 
kannten Beweis  des  Satzes,  dafs  der  Peripheriewinkel  im  Kreise 
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2  Fünfter  Abschnitt.    S  1- 

die  Hälfte  des  auf  demselben  Bogen  stehenden  Centriwinkels  ist; 
hier  ist  das  Wesen  des  Beweises  in  der  algebraischen  Formel: 
i  «  ±  ^  /9  —  I  (a  ±  j3),  zu  suchen.  Aber  Euklid  benutzt  die 
Gröfsensätze  zuweilen  auch,  wenn  ihre  Anwendung  durchaus  über- 
flüssig ist.  Betrachten  wir  z.  B.  seinen  Beweis  für  den  Satz,  dafs 
im  gleichschenkligen  Dreieck  die  Winkel  an  der  Basis  gleich  sind ; 
wenn  im  Dreieck  ABC  die  Seiten  AB  und  AC  gleich  sind,  so 
verlängert  er  diese  Seiten  um  gleiche  Strecken  BD  und  CE  und 
beweist  zuerst  die  Kongruenz  der  Dreiecke  ABE  und  ACD,  dann 
die  Kongruenz  der  Dreiecke  BCD  und  CBE.  Zwar  liefert  jetzt 
die  Subtraktion  gleicher  Winkel  das  gewünschte  Resultat;  aber 
schon  bei  der  ersten  Kongruenz  gelangen  diejenigen  Winkel  zur 
Deckung,  deren  Gleichheit  bewiesen  werden  soll. 

In  vielen  Fällen  endlich  verdunkelt  die  Benutzung  der  Gröfsen- 
sätze geradezu  das  Wesen  der  Beweise.  Es  würde  zu  weitläufig 
sein,  alle  hierher  gehörigen  Sätze  anzuführen;  ich  verweise  hur 
auf  die  Propositionen  13,  14,  15  des  ersten  Buches,  worin  u.  a. 
gezeigt  wird,  dafs  die  Summe  zweier  Nebenwinkel  zwei  Rechte 
beträgt.  Abgesehen  davon,  dafs  die  Art  der  Beweisführung  den 
Anfänger  geradezu  abstofsen  mufs,  tritt  das  Wesen  der  Beweise 
hinter  überflüssigem  Beiwerk  ganz  zurück. 

§2. 
Die  Bewegung  in  der  Geometrie  der  Alten. 

1.  Neben  den  eigentlichen  Gröfsensätzen  gebraucht  Euklid 
das  Princip  der  Deckung.  Hierüber  spricht  er  sich  nicht  näher 
aus;  auch  das  stets  gebrauchte  Wort  kq>aQfi6C,Hv^  welches  dem 
lateinischen  applicare  der  Bedeutung  nach  wohl  am  nächsten  steht, 
vermag  an  sich  keine  Klarheit  zu  gewähren.  Wir  müssen  uns 
daher  diejenigen  Stellen  näher  ansehen,  an  denen  Euklid  die 
Deckung  benutzt.  Schon  der  vierte  Grundsatz:  »Dinge,  die  ein- 
ander decken,  sind  einander  gleich«,  macht  von  der  Deckung 
Gebrauch,  und  da  die  Deckung  nur  durch  Bewegung  herbeigeführt 
werden  kann,  hat  man  schon  aus  dieser  Stelle  schliefsen  wollen, 
Euklid  habe  mit  vollem  Be^ufstsein  die  Bewegung  in  der  Geo- 
metrie benutzt.  Wer  diese  Folgerung  schon  aus  dem  angeführten 
Axiom  zieht,   wird   in   seiner  Auffassung  ganz  gewifs  durch  den 


Kongruenz  und  Messung.  3 

Beweis  des  ersten  Kongruenzsatzes  für  das  Dreieck,  der  vierten 
Proposition  im  ersten  Buche,  bestärkt.  Bei  der  Wichtigkeit  dieser 
Stelle  glaube  ich  sie  im  Urtext  mitteilen  zu  sollen;  sie  lautet: 

*Eg>aQ(io^O(iivov  xov  ABF  xQiycivov  ijtl  zo  AEZ  xQlycovov 
xal  Tid'Bfiivov  Tov  fihv  A  otifulav  ijtl  ro  A  ör/fistov,  r^g  d%  AB 
Bv&slag  ixl  r^v  AEy  iq>aQfi6oBi  xal  ro  B  ör/fistov  ijtl  rb  E  öia 
ro  löfjv  slvai  rfjv  AB  tJ  AE  x.  X. 

Euklid  giebt  also  dem  Dreieck. -4 ÄF  eine  andere  Lage  und 
setzt  voraus,  dafs  sich  dadurch  die  Gröfse  der  Seiten,  der  Winkel 
und  des  Inhalts  nicht  ändert.  Er  gebraucht  das  Wort  xi^^ivai, 
will  also  eine  wirkliche  Bewegung  vornehmen  und  bestimmt  die 
neue  Lage,  welche  durch  die  Bewegung  erhalten  wird,  dadurch, 
dafs  1.  der  Punkt  A  auf  A,  2.  die  Gerade  AB  in  die  Richtung 
AE  und  3.  das  Dreieck  ABF  auf  AEZ  fällt. 

Auch  an  einigen  anderen  Stellen  wird  die  Bewegung  benutzt; 
so  wird  im  Beweise  der  24.  Proposition  des  dritten  Buches  ein 
Kreis  und  zuweilen  in  den  letzten  Buchern  ein  Körper  bewegt. 

2.  Hiermit  dürften  alle  diejenigen  Fälle  erschöpft  sein,  an 
denen  Euklid  die  Bewegung  ausdrücklich  erwähnt;  es  könnte  also 
scheinen,  als  ob  sie  in  Euklids  System  nur  von  untergeordneter 
Bedeutung  wäre.  Ganz  anders  aber  wird  unser  Urteil  lauten, 
wenn  wir  die  Rolle  beachten,  die  die  angeführten  Sätze  in  den 
Elementen  spielen.  Aus  dem  ersten  Kongruenzsatze  w^erden  die 
übrigen  Bedingungen  für  die  Kongruenz  von  Dreiecken  hergeleitet, 
Diese  Sätze  dienen  alsdann  dazu,  die  Lehre  von  den  parallelen 
Linien  zu  begründen;  auch  im  weiteren  Verlaufe  des  Werkes,  bei 
der  Lehre  vom  Parallelogramm,  vom  Kreise,  selbst  in  der  Stereo- 
metrie, wird  die  Kongruenz  der  Dreiecke  aufserordentlich  oft 
angewandt.  Wollte  man  aus  Euklids  Elementen  alle  Sätze  weg- 
lassen, deren  Beweise  entweder  direkt  oder  durch  Zwischenstufen 
den  ersten  Kongruenzsatz  benutzen,  so  würde  kaum  etwas  übrig 
bleiben.  Nun  stützt  sich  dieser  Satz  in  seinem  Beweise  auf  die 
Bewegung;  also  ist  bei  Euklid  die  Bewegung  eine  wesentliche 
Grundlage  der  Geometrie.  Denn  die  Bedeutung  eines  Begriffes 
hängt  nicht  davon  ab,  ob  derselbe  in  vielen  Fällen  mit  klaren 
Worten  angeführt  wird,  sondern  ob  er,  wenn  auch  nur  indirekt, 
einen  wesentlichen  Bestandteil  der  Beweise  ausmacht. 

3.  Auch  die  übrigen  griechischen  Mathematiker  haben  keines- 
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wegs  die  Bewegung  grundsatzlich  aus  der  Geometrie  verbannt. 
Es  genüge,  einige  Beispiele  anzuführen,  auf  die  mich  Herr  M.  Cantor, 
der  doch  die  Geschichte  der  Mathematik  wie  kein  zweiter  be* 
herrscht,  freundlichst  aufmerksam  gemacht  hat.  (Ich  verweise  in 
den  eingeklammerten  Citaten  auf  die  erste  Auflage  seiner  Ge- 
schichte der  Mathematik.)  Plato  bringt  (I.  195)  die  Verdoppelung 
des  Winkels  durch  Verschiebung  eines  gewissen  Apparates  hervor; 
Archimedes  (L  257)  findet  in  ähnlicher  Weise  eine  Sehne,  deren 
Verlängerung  bis  zu  einer  festen  Geraden  eine  gewisse  Lange 
besitzt;  das  Mesolabium  (L  285)  ist  ein  Werkzeug  der  Bew^ungs- 
geometrie,  ebenso  das  sich  drehende  Lineal  Herons  (L  317). 
Mit  Recht  hebt  femer  Herr  Cantor  mir  g^enöber  brieflich  hervor, 
da(s  der  Kreis,  der  in  den  Konstruktionen  eine  so  hervorragende 
RoUe  spielt,  nur  durch  Bewegung  hervorgebracht  wird;  er  er- 
innen  an  die  Konchoide  des  Nikomedes,  an  die  Spiralen  und 
manche  andere  Kurve. 

4.  Dabei  mufs  es  sehr  auflfallend  erscheinen,  da(s  die  grie- 
chischen Philosophen,  soweit  ich  die  Sache  übersehen  kann,  darin 
übereinstimmen,  die  Bewegung  aus  der  Geometrie  vollständig  zu 
verbannen.  Überall  wird  versichert,  die  Geometrie  befiisse  sich 
mit  den  Körpern,  soweit  sie  als  unbeweglich  vorausgesetzt  würden. 
Nur  an  solchen  Stellen,  wo  man  die  Astronomie  zu  den  mathe- 
matischen Wissenschaften  rechnet,  wird  auch  die  Bewegung  als 
Gegenstand  der  Mathematik  erwähnt;  jedesmal  aber,  wenn  man 
die  Astronomie  ausschliefst  und  die  Arithmetik  und  die  Geometrie 
als  die  einzigen  Zweige  der  Mathematik  bezeichnet,  heifst  es,  die 
Bewegung  gehöre  der  Mathematik  nicht  an.  In  diesem  Sinne 
sagt  Aristoteles,  die  Mathematik  habe  es  mit  dem  Unbeweglichen 
und  Ruhenden  zu  thun,  zwar  nicht  mit  dem  an  und  fiir  sich 
Unbeweglichen,  sondern  nur  insofern  es  an  der  Materie  hafte. 
Derselbe  Philosoph  erblickt  gerade  hierin  einen  besondem  Vorzug 
unserer  Wissenschaft:  nach  der  Metaphysik,  die  bei  ihm  am 
höchsten  steht,  weist  er  der  Arithmetik  den  ersten  Platz  an,  da 
sie  sich  mit  der  blofsen  Zahl  befasse;  dann  kommt  für  ihn  die 
Geometrie  als  diejenige  Wissenschaft,  welche  nur  den  Ort,  die 
mefsbare  Gröfse,  berücksichtige  und  die  Bewegung  ausschliefse; 
den  folgenden  Platz  weist  er  der  Astronomie  zu,  in  der  die  natür- 
lichen Bewegungen  untersucht  werden. 
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5.  Hiemach  besteht  ein  Gegensatz  zwischen  der  Auffassung 
4er  alten  Philosophen  und  der  Art,  in  der  die  griechischen  Ma- 
thematiker die  Geometrie  behandelt  haben.  Wir  wissen  aber 
nicht,  ob  dieser  Gegensatz  zum  Ausdruck  gebracht  oder  auch  nur 
in  voller  Klarheit  erkannt  ist.  Die  Mathematiker  aus  der  Blüte- 
zeit der  griechischen  Geometrie  gehen  auf  die  vorliegende  Frage 
in  den  uns  hinterlassenen  Schriften  nirgends  ein  Proklus  be- 
spricht allerdings  die  Beziehung  der  Bewegung  zur  Geometrie; 
aber  einerseits  kann  er  als  vollwichtiger  Zeuge  nicht  angesehen 
werden,  andererseits  beruft  er  sich  nur  auf  Philosophen  und  nicht 
auf  Mathematiker.  Indessen  sollte  man  denken,  dafs  er  die  ab- 
weichende Meinung  eines  Mathematikers  mitgeteilt  hätte,  wofern 
sie  ihm  bekannt  geworden  wäre.  Auch  würden  die  alten  Philo- 
sophen ohne  Zweifel  in  ihren  Schriften  auf  den  Widerspruch 
eingegangen  sein,  der  von  den  Mathematikern  gegen  ihre  Ansicht 
erhoben  wäre.  Hiernach  scheint  es,  als  habe  sich  kein  Mathe- 
matiker des  Altertums  gegen  die  angeführte  Meinung  der  Philo- 
sophen ausgesprochen.  Das  wird  man  um  so  eher  annehmen 
dürfen,  da  Ptolemäus  in  der  Einleitung  zum  Almagest  der  von 
Aristoteles  gegebenen  Begrenzung  der  einzelnen  Wissenschaften 
vollständig  zustimmt;  wenn  er  dabei  der  Mathematik  auch  die 
Lehre  von  den  Bewegungen  zuweist,  so  mufs  man  bedenken, 
dafs  er  die  Astronomie  als  einen  Zweig  der  Mathematik  betrachtet. 

6.  Diese  Sachlage  legt  es  nahe,  folgende  Hypothese  aufzu- 
stellen: Die  Alten  hatten  die  Ansicht,  dafs  die  Bewegung  der 
Geometrie  fremd  sei.  Da  es  aber  unmöglich  war,  die  Bewegung 
beim  Beweise  der  geometrischen  Sätze  zu  entbehren,  so  suchte 
man  ihre  Anwendung  möglichst  einzuschränken.  Vielleicht  hofite 
man,  sie  allmählich  ganz  verbannen  zu  können  und  dann  das 
Ideal  zu  erreichen,  das  man  der  Geometrie  gesteckt  hatte. 

Ob  diese  Annahme  begründet  ist,  wage  ich  nicht  zu  ent- 
scheiden. Gewifs  liefse  sich  manches  zu  ihrer  Verteidigung  sagen; 
aber  man  wird  ebenso  berechtigt  sein,  dem  folgenden  Gedanken 
beizustimmen:  Bei  der  Art,  in  der  die  Alten  die  Geometrie  be- 
handelten, ist  die  Bewegung  nicht  zu  entbehren;  da  sie  aber  im 
übrigen  ein  sehr  tiefes  Verständnis  far  die  Grundlagen  der  Mathe- 
matik bekunden,  ist  kaum  anzunehmen,  dafs  sie  betreffs  der  Bewegung 
durch  eine  vorgefafste  Meinung  sollten  im  Irrtum  gebalten  sein» 
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7.  Hier  möge  es  gestattet  sein,  eine  kleine  pädagogische 
Bemerkung  beizufügen.  Indem  die  Alten ,  statt  die  Bewegung 
direkt  zu  benutzen,  in  ihren  Beweisen,  wo  es  irgend  möglich 
war,  auf  den  ersten  Kongruenzsatz  für  Dreiecke  zurückgingen, 
wurden  die  Beweise  aufserordentlich  kompliziert,  und  ihr  Kern- 
punkt trat  vielfach  ganz  hinter  blofsem  Beiwerk  zurück.  Dadurch 
dafs  die  neuere  Zeit  mit  dieser  Methode  gebrochen  hat,  ist  bereits 
eine  wesentliche  Vereinfechung  der  Beweise  erreicht.  Was  die 
systematische  Benutzung  der  Bewegung  zu  leisten  vermag,  ersieht 
man  aus  Petersens  »Methoden  und  Theorieen  zur  Auflösung 
geometrischer  Konstruktions- Aufgaben«.  Indessen  vererben  leider 
manche  Beweise  ihre  hergebrachte  Form  auch  dann,  wenn  eine 
Vereinfachung  recht  gut  möglich  ist.  Der  Lehrer  wird  gut  thun, 
nach  dieser.  Richtung  hin  eine  sorgfältige  Prüfung  vorzunehmen. 
Ich  scheue  mich  nicht,  meine  Überzeugung  dahin  auszusprechen, 
dafs  es  kaum  ein  Mittel  giebt,  dem  Schüler  das  Verständnis  der 
geometrischen  Sätze  und  ihrer  Beweise  zu  erleichtern,  als  wenn 
man  ihn  zwingt,  die  zu  Grunde  liegenden  Bewegungen  wirklich 
auszuführen. 

§  3. 
Biemanns  Aufbau  der  Q^ometrie. 

Hier  scheint  mir  die  geeignete  Stelle  zu  sein,  um  die  schon 
früher  (III.  §  10.  B.  1.  S.  210-217)  erwähnte  Arbeit  Riemanns: 
»Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen«, 
einer  kurzen  Prüfung  zu  unterziehen.  Zu  dem  Ende  müssen  wir 
kurz  den  Inhalt  dieser  Arbeit  angeben. 

Im  ersten  Abschnitt  setzt  Riemann  einen  Begriff  voraus,  der 
den  beiden  Bedingungen  genügt:  a)  er  läfst  verschiedene  Be- 
stimmungsweisen zu,  b)  unter  diesen  Bestimmungsweisen  findet 
von  einer  zur  andern  ein  stetiger  Übergang  statt.  Einen  solchen 
Begriff  bezeichnet  Riemann  als  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  und 
nennt  jede  einzelne  Bestimmungsweise  einen  Punkt.  Geht  man 
in  irgend  einer  derartigen  Mannigfaltigkeit  von  einer  Bestimmungs- 
weise auf  eine  bestimmte  Art  zu  einer  andern  über,  so  wird  die 
Gesamtheit  der  durchlaufenen  Bestimmungsweisen  als  eine  einfach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bezeichnet.  Diese  Mannigfaltigkeit 
läfst  Riemann  wieder  in  eine  andere,  völlig  verschiedene  übergehen 
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und  gelangt  zur  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit,  sowie 
durch  Fortsetzung  zur  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  für 
irgend  eine  Zahl  n.  Ist  aber  umgekehrt  das  Gebiet  einer  Ver- 
änderlichkeit gegeben,  so  nimmt  er  darin  eine  stetige  Funktion 
des  Ortes  an  und  zwar  eine  solche,  die  nicht  für  einen  Teil  der 
Mannigfaltigkeit  konstant  ist.  Jedes  System  von  Punkten,  für 
welche  die  Funktion  einen  konstanten  Wert  hat,  bildet  dann  eine 
stetige  Mannigfaltigkeit  von  n  —  1  Dimensionen,  wenn  die  ge- 
gebene Mannigfaltigkeit  n-fach  ausgedehnt  ist.  So  glaubt  Riemann 
das  wesentliche  Kennzeichen  einer  n-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit darin  zu  sehen,  dafs  sich  die  Ortsbestimmung  in  der- 
selben auf  n  Gröfsenbestimmungen  zurückfuhren  läfst. 

Der  zweite  Abschnitt  handelt  von  den  Mafsverhältnissen, 
deren  eine  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimensionen  fähig  ist.  Rie- 
mann selbst  bezeichnet  diese  Untersuchung  als  sehr  unvollständig, 
hofft  aber,  dafs  sie  für  seinen  nächsten  Zweck  ausreichend  sei. 
Er  geht  von  der  Voraussetzung  aus,  dafs  jede  Linie  durch  jede 
mefsbar  sei.  Irgend  ein  Punkt  der  Linie  habe  die  Koordinaten 
xi  .  .  .  Xn,  ein  anderer  die  Koordinaten  xi  +  hi  .  .  .  Xn+  hn. 
Nachdem  der  erste  Punkt  beliebig  angenommen  ist,  kann  man 
den  zweiten  so  wählen,  dafs  die  Gröfsen  hi  .  .  hn  (die  Ände- 
rungen der  Koordinaten)  sämtlich  beliebig  klein  werden,  etwa 
absolut  genommen  unter  einer  Gröfse  ö  bleiben.  Zwischen  den 
Punkten  (xi  ...  Xn)  und  (xi  +  hi  .  .  .  Xq  +  hn)  nehme  man 
einen  weiteren  Punkt  (xi+hi'.  .  .  Xn  +  hn')  an;  dann  sollen 
auch  die  Gröfsen  hi'  .  .  .  hn'  absolut  genommen  kleiner  sein 
als  ö.  Jetzt  betrachtet  Riemann  nur  solche  Linien,  welche  einer 
gewissen  Beschränkung  unterliegen.  Nachdem  die  Gröfse  d  passend 
gewählt  ist,  soll  es  bei  jeder  Wahl  einer  beliebig  kleinen  Gröfse 
6  möglich  sein,  jedes  Verhältnis  h|  :  h2  :  .  .  .  :  hn  dem  ent- 
sprechenden Verhältnis  hi'  :  h2'  :  .  .  .  h«'  bis  auf  einen  Unter- 
schied 6  gleich  zu  machen,  wofern  nur  der  dritte  Punkt  zwischen 
den  beiden  ersten  gewählt  wird.  Diese  Beschränkung  kommt  auf 
folgendes  hinaus:  man  kann  die  Linie  in  Elemente  zerlegen;  wenn 
dann  xi  .  .  .  x»  die  Koordinaten  für  den  Anfangspunkt  eines  Ele- 
mentes, xi  -|-  dxi  .  .  .  Xn  +  dxn  die  Koordinaten  für  irgend  einen 
anderen  Punkt  in  demselben  Elemente  sind,  so  sollen  die  Ver- 
hältnisse dxi  :  dxg  :  .  .  .  :  dxn  für  alle  Punkte  des  Elementes  (bis 
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auf  unendlich  kleine  Gröisen)  konstant  sein.  For  aUe  Lmicn,  die 
dieser  Voraussetzung  genügen,  wird  das  Tinicndement  ds  eine 
Funktion  von  xi  . .  .  x«  und  dxi,  dx«  . . .  dx«  sdn. 

Die  gemachte  Voraussetzung  ermöglicht  es,  die  Großen 
dxi  .  . .  dxa  nach  demselben  Verhältnis  wachsen  za  lassen;  dem- 
nach fordert  Riemann,  dafs  auch  die  Länge  ds  des  Elementes 
nach  demselben  Verhältnis  wachse.  Dieser  Fordenmg  genügt  man 
durch  die  Festsetzung,  dafs  die  mte  Potenz  des  Liniendemcntes 
eine  stets  positive  Form  mten  Grades  in  den  Grofsen  dxt,  dzf .. .dx« 
ist,  wo  m  eine  gerade  2^ahl  sein  solL  Die  einfiujiste  Vorans- 
Setzung  würde  denmach  sein: 

ds'  =  2!^%  dx«  dx«, 
wo  die  Koeffidenten  a«^  entweder  Konstante  oder  Funktionen  von 
Xi  . .  .  Xa  sind  und  wo  die  rechte  Seite  nur  verschwindet,  wenn 
dxi  .  . .  dxn  sämtUch  gleich  null  sind,  während  sie  Ar  )ede  andere 
Wahl  von  dxi  .  . .  dx.  positiv  ist,  welche  Werte  von  xi  . . .  x. 
man  auch  in  die  Koeffidenten  a«»  einsetzt 

Riemann  behandelt  nur  diese  einfachste  Annahme  und  ge- 
langt zu  einem  gewissen  analytischen  Ausdruck,  den  er  als  das 
Krümmungsmafs  bezeichnet  Hierauf  brauchen  wir  aber  hier  nicht 
näher  einzugehen;  es  genüge,  auf  unsere  firüheren  Darl^ungen 
zu  verweisen  (B.  1.  S.  213  ff.). 

Die  hier  skizzierte  Schrift  ist  für  die  Mathematik  von  weit- 
tragender Bedeutung  geworden,  indem  die  darin  angedeuteten 
Gedanken  zu  ganz  hervorragenden  Arbeiten  anger^  haben.  In- 
dessen liegt  der  Schwerpunkt  dieser  Arbeiten  auf  dem  Gd>iete 
der  Analysis.  Dabei  darf  die  Wichtigkeit  des  Riemannschen  Vor- 
trages fiir  die  Geometrie  nicht  unterschätzt  werden,  da  er  erstens 
überaus  anregend  gewirkt  hat  und  zwdtens  die  Möglichkeit  dnes 
unbegrenzten,  aber  zugleich  endlichen  Raumes  gezeigt  und  die 
Grundeigenschaften  jener  Raumform  angegeben  hat,  die  wir  im 
vorliegenden  Werke  nach  Riemann  benennen.  Diese  hohen  Vor- 
züge der  Arbeit  dürfen  uns  nicht  hindern,  die  darin  entwickelte 
(Grundlage  der  Geometrie  einer  sorgfiiltigen  Kritik  zu  unterziehen. 

1.  Auf  das  Schlufsergebnis  des  ersten  Abschnittes,  wonach 
das  Wesen  einer  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  darin  er- 
blickt wird,  dafs  sich  die  Ortsbestimmung  auf  n  Gröfsenbeziehungen 
zurückführen  läfst,  will  ich  nicht  ausfuhrlich  eingehen.  Ich  verweise 
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• 

auf  den  zweiten  Paragraphen  des  dritten  Abschnitts  (B.  1.  S.  168), 
wonach  dies  Resultat  nicht  richtig  ist,  wofern  man  nicht  voraus- 
setzt, dafs  die  Zuwendung  stetig  sein  soll.  Eingehender  handelt 
von  der  Darstellung  der  Punkte  einer  Mannigfaltigkeit  durch  Wert- 
systeme (Koordinaten)  eine  soeben  erschienene  Arbeit  des  Herrn 

Burkhardt-O 

2.  Die  Voraussetzung,  welche  Riemann  an  die  Spitze  des 

zweiten  Abschnitts  stellt,  dafs  jede  Linie  durch  jede  andere  mefsbar 
sei,  ist  unzulässig.  Denn,  wie  man  aus  den  Darlegungen  des 
dritten  Paragraphen  im  dritten  Abschnitt  (B.  1.  S.  172)  folgern 
kann,  giebt  es  in  jeder  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
Linien,  deren  Länge  nicht  gemessen  werden  kann.  Indessen  hat 
dieser  Umstand,  der  Riemann  selbst .  wenigstens  später  bekannt 
gewesen  ist,  für  die  Arbeit  selbst  keinen  Belang,  da  nur  Linien 
betrachtet  werden,  die  in  ihrer  analjrtischen  Darstellung  gewissen 
Bedingungen  genügen  und  deshalb  mefsbar  sind.  Dagegen  scheint 
mir  ein  anderer  Punkt  von  gröfserer  Bedeutung  zu  sein.  Riemann 
selbst  sagt  im  ersten  Abschnitt  seiner  Abhandlung  (I,  1):  »Das 
Messen  besteht  in  einem  Aufeinanderlegen  der  zu  vergleichenden 
Gröfsen;  zum  Messen  wird  also  ein  Mittel  erfordert,  die  eine 
Gröfse  als  Mafsstab  für  die  andere  fortzutragen.«  Hiernach  ist 
das  Messen  keine  Grundoperation  der  Geometrie,  indem  es  eine 
andere  Operation,  nämlich  die  Bewegung,  benutzt.  Da  Riemann 
diese  Überzeugung  hatte,  durfte  er  auch  nicht  vom  Ausdruck  für 
das  Linienelement  ausgehen,  sondern  mufste  allgemeine  Gesetze 
für  die  Bewegung  aufstellen,  diese  in  eine  analytische  Form 
bringen  und  darauf  seine  weitere  Entwicklung  stützen.  Bei  dem 
Wege,  den  Riemann  einschlägt,  sind  wir  nicht  sicher,  dafs  die 
an  sich  willkürlich  angenommene  Form  des  Linienelementes  mit 
den  Gesetzen  der  Bewegung  vereinbar  ist. 

3.  Riemann  will  den  ganzen  Inhalt  der  Geometrie  aus  dem 
Begriffe  des  Linienelementes  herleiten,  und  es  ist  nachträglich 
vielfach  als  sein  besonderes  Verdienst  gerühmt  worden,  dafs  er 
die  gesamte  Geometrie  auf  ein  einziges  Princip  zurückgeführt 
habe.  Das  ist  aber  etwas  durchaus  Unmögliches:  denn  die  Ana- 
lysis  kann  über  einen  ihr  gegebenen  BegriflF  nicht  hinausgehen, 
die  Geometrie  bedarf  aber  noch  weiterer  Begriffe,  welche  von 
dem   der  Länge   einer  Linie   wesentlich   verschieden   sind.     Sie 
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mufs  zwei-,  drei-  und  mehrdimensionale  Gebilde  messen;  sie  mufs 
die  Lage  von  Gebilden,  die  nicht  zusammenfallen,  mit  einander 
vergleichen  und  bedarf  zu  dem  Zweck  u.  a.  des  Winkels.  Der 
Analysis  fehlt  jedes  Mittel,  diese  Begriffe  zu  entwickeln  oder  in 
Innern  Zusammenhang  mit  dem  Begriff  der  Länge  zu  bringen. 
Dennoch  spricht  Riemann  selbst  vom  Flächeninhalt  eines  Drei- 
ecks, andere  geben  z.  B.  Formeln  für  die  Winkel;  es  ist  klar, 
dafs  das  nur  willkürliche  Festsetzungen,  nicht  aber  Folgerungen 
aus  den  gegebenen  Prämissen  sein  können. 

In  der  That  sind  es  vorzüglich  zwei  Methoden,  nach  denen 
diese  Formeln  gewonnen  werden.  Gewöhnlich  läfst  man  sich 
durch  blofse  Analogie  leiten.  Ein  n-dimensionales  Gebilde  wird 
in  einem  (n  -{-  m)-fach  ausgedehnten  euklidischen  Räume  voraus- 
gesetzt. Zur  Untersuchung  dieses  Raumes  benutzt  man  n  -f-  m 
Gröfsen  yi,  y«  ...  yn4  m,  welche  das  Analogon  der  rechtwinkligen 
Cartesischen  Koordinaten  bilden.  In  diesen  Koordinaten  kann 
man  die  Ausdrücke  für  Winkel,  Inhalt  u.  s.  w.  dadurch  erhalten, 
dafs  man  die  bekannten  für  den  dreidimensionalen  euklidischen 
Raum  geltenden  Formeln  auf  n  -j-  m  Variabele  überträgt.  Um 
hieraus  die  entsprechenden  Formeln  für  das  n-dimensionale  Ge- 
bilde zu  erhalten,  drückt  man  die  Gröfsen  yi  .  .  .  yn-f m  durch  n 
Variabele  Xi  .  .  .  Xn  aus,  setzt  also  yi  .  .  .  yn+m  als  Funktionen 
von  Xi  .  .  .  Xn  voraus.  •  Dann  wird  man  auch  die  Formeln  für 
den  Inhalt,  für  Winkel  u.  dgl.  durch  die  Gröfsen  Xi  .  .  .  Xn  dar- 
stellen, wenigstens  so  lange  man  sich  auf  unendlich  kleine  Ge- 
biete beschränkt.  Alle  diese  Ausdrücke  treten  in  auffallend  enge 
Beziehung  zu  der  Form,  welche  das  Linienelement  für  die  n 
Variabein  xi  .  .  .  Xn  annimmt.  Man  hält  sich  deshalb  für  berechtigt, 
diese  analytischen  Formeln  mit  denjenigen  geometrischen  Be- 
griffen, denen  sie  bei  dem  gewählten  Ausgange  entsprechen,  ganz 
allgemein  zu  verbinden.  Indessen  kann  auf  diese  Weise  die 
Grundlage  der  Geometrie  nicht  gewonnen  werden,  da  man  einer- 
seits bereits  die  Geometrie  benutzt,  um  gewisse  Formeln  zu  er- 
halten, andererseits  die  Ausdrücke  durch  blofse  Analogie,  nicht 
aber  durch  naturgemäfse  Entwicklung  erlangt  werden.  (Selbst- 
verständlich hat  es  kein  Bedenken,  diese  Methode  zu  befolgen, 
wenn  es  sich   um   rein    analytische  Entwicklungen   handelt  und 
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man  die  Sprache  der  Geometrie  nur  als  kurze  Bezeichnung  für 
gewisse  Formeln  benutzt.) 

Natürlicher  ist  eine  andere  Methode,  die  auch  wir  im  dritten 
Abschnitt  eingeschlagen  haben.  Gewisse  Differential -Ausdrücke 
stehen  mit  dem  Ausdruck  für  das  Linienelement  in  organischem 
Zusammenhange;  ihnen  allen  mufs  also  auch  eine  von  der  ana- 
lytischen Darstellung  unabhängige  Bedeutung  zukommen,  sie  dürfen 
geradezu  mit  geometrischen  Gebilden  identifiziert  werden.  Bei 
gewissen  Formen,  die  wir  für  das  Linienelement  aufstellen  können, 
giebt  es  Scharen  von  Transformationen,  bei  denen  jener  Aus- 
druck ungeändert  bleibt;  alle  diese  Transformationen  lassen  aber 
noch  weitere  Ausdrücke  ungeändert;  demnach  hält  man  sich  für 
berechtigt,  auch  mit  den  neuen  Formeln  einen  geometrischen 
Begriff  zu  verbinden.  Aber  auch  hier  geht  man  über  das  Linien- 
element hinaus;  man  betrachtet  die  Transformationen  als  das  Ur- 
sprüngliche und  stellt  den  Ausdruck  für  das  Linienelement  mit 
anderen  Ausdrücken  auf  dieselbe  Stufe.  Dadurch  verläfst  man 
den  von  Riemann  vorgezeichneten  Weg  und  nähert  sich  der- 
jenigen Methode,  bei  welcher  die  Bewegung  zur  Grundlage  ge- 
macht wird. 

4.  Wäre  der  Grundgedanke  der  Riemannschen  Arbeit  richtig, 
wäre  der  Ausdruck  für  das  Linien element  wirklich  das  Charakte- 
ristische fiir  jede  Raumform,  so  müfste  die  bei  der  Darstellung 
dieses  Ausdrucks  benutzte  Zahl  m  das  erste  und  wichtigste  Unter- 
scheidungsmerkmal der  Raumformen  abgeben,  wobei  vorausgesetzt 
wird,  dafs  die  mte  Potenz  des  Linienelementes  als  homogene 
Form  mten  Grades  in  den  Differentialen  der  Variabein  sei.  Indem 
man  versucht,  für  irgend  ein  gerades  m  die  weiteren  Entwick- 
lungen durchzuführen,  mufs  man  unterscheiden  zwischen  den- 
jenigen Folgerungen,  welche  aus  dem  aufgestellten  Begriff  in  voller 
Strenge  hergeleitet  werden,  und  denjenigen  Sätzen,  welche  erst 
nach  Einführung  neuer  Begriffe  gewonnen  werden  können.  Wird 
das  Quadrat  des  Linienelementes  durch  einen  Differential-Ausdruck 
zweiten  Grades  dargestellt,  so  giebt  die  Geometrie  selbst  An- 
leitung, wie  man  die  neuen  Begriffe  einführen  müsse;  dagegen 
wird  bei  höheren  Potenzen  die  Willkür  gröfser  sein.  Demnach 
scheint  es  geboten,  sich  auf  diejenigen  Sätze  zu  beschränken,  zu 
deren  Herleitung  man  nur  das  Linienelement  zu  benutzen  hat. 
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Dann  finden  wir  aber  die  auffidlende  Tbatsache,  dafs  trotz  der 

Verschiedenheit  der  Zahl  m  die  geometrischen  Satze  ungeändert 

bleiben. 

Wir  zeigen  dies  unter  der  Annahme ,  dafs  die  Koeffidenten 

im  Differential- Ausdruck  konstant  sind,  und  wählen  q>eciell  die 

Form: 

(1)  ds^  =  £djix^  für  ein  gerades  m. 

Die  Gleichung  der  kürzesten  Linie ,  welche  zwischen  zwei 
Punkten  x'  und  x'  möglich  ist,  ergiebt  sich  aus  der  Bedingung« 
dafs  die  Variation  des  Integrals 

X 

/m 

X 

zwischen  den  festen  Grenzen  x'  und  x  für  beliebige  Variationen 
rfxi  . . .  dxn  verschwindet.  Die  bekannten  Prindpien  der  Variations- 
Rechnung  liefern  hierfür  die  Bedingungen: 

dx  "* — ^  dx  "" — ^ 

^d^-=^  •  •  •  ^d^-=^' 

und  hieraus  folgt: 

dxi   :  dxf  :  .  .  .  :  dxn  =  Ci   :  Cs  :  .  .  .  :  Cn, 
wo  die  Gröfsen  Ci ,  C2  .  .  .  Cn  für  die  ganze  Linie  konstante  Werte 
haben.     Demnach  können  wir  setzen: 

(2)  xx  =  xx  +(xx  —  x;f ')t      fiir  X  =  1 ,  .  .  .  n, 
wo  t  unbeschränkt  veränderlich  ist. 

Machen  wir  jetzt  die  Koordinaten  abhängig  von  zwei  ver- 
änderlichen Gröfsen  u  und  v,  indem  wir  setzen: 

(3)   X;r  =  a;r-f-  b;r  U  -j-  C;r  V, 

WO  die  Gröfsen  Zxy  hx^  Cx  konstante  Werte  haben  soUen,  so 
hat  die  durch  diese  Gleichungen  dargestellte  Flache  die  Eigen- 
schaft, dafs  jede  kürzeste  Linie,  welche  zwei  ihrer  Punkte  mit 
einander  verbindet,  ganz  der  Fläche  angehört.  Ist  nämlich  fiir 
zwei  Wertepaare  (u',  v)  und  (u,  v"): 

Xx  =  a;f  -f  b;f  U'  -f  Cx  V',   Xx"  ^Zx  +  hx  u"  -}-  Cx  v", 

SO  wird  die  kürzeste  Linie,  welche  durch  diese  beiden  Punkte 
geht,  durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

X;,  =  a;f-fb;fU  +C;.v'+[b^(u'— U)  +  C;r(v'— V')]t; 

diese  Werte  genügen  den  Gleichungen  (3),  wenn  man  setzt: 

u  =  u'  +  (u'— u')t,  v  =  v'-f  (v  —  v')t. 
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Allgemein  setze  man 

(4)  X;p  — a;f  +a;f'Ui  +  a/uj  +  .  .  .  4-a;f('>Ur, 
wo  die  Gröfsen  u  als  variabel,  die  Gröfsen  ax,  ax'  ...  als  kon- 
stant vorausgesetzt  werden,  und  nehme  an,  dafs  die  (r4-l)-reihigen 
Determinanten  der  Matrix 

2i\     a^     ....     an 
a^     a^     ....    an 


ai^**)  a,^') .     .     .     .    Zn^'i 

nicht  sämtlich  verschwinden.  Dann  gehört  jede  kürzeste  Linie, 
welche  zwei  Punkte  mit  dem  Gebilde  (4)  gemeinschaftlich  hat, 
ganz  demselben  an.  Ebenso  fällt  jedes  zweidimensionale  Gebilde, 
das  den  Gleichungen  (3)  genügt,  ganz  in  das  r-fach  ausgedehnte 
Gebilde  hinein,  wofern  es  drei  Punkte  mit  ihm  gemeinschaftlich 
hat,  die  nicht  derselben  kürzesten  Linie  angehören.  Entsprechende 
Sätze  gelten  für  mehrdimensionale  Gebilde,  wie  man  auf  dem  in 
III  §  8  (B.  1.  S.  205  ff.)  angegebenen  Wege  zeigt. 

Indem  wir  jetzt  die  kürzesten  Linien  als  Gerade,  das  durch 
die  Gleichungen  (4)  dargestellte  Gebilde  als  eine  r-dhnensionale 
Ebene  bezeichnen,  können  wir  folgende  Sätze  aufstellen: 

»Durch  zwei  Punkte  geht  immer  eine  einzige  Gerade  hin- 
durch.« 

»Durch  drei  Punkte,  die  nicht  in  derselben  geraden  Linie 
liegen,  läfst  sich  eine  einzige  zweidimensionale  Ebene  legen,  und 
durch  r  -[- 1  Punkte,  die  nicht  derselben  Ebene  von  r  —  1  Dimen- 
sionen angehören,  ist  eine  einzige  r-dimensionale  Ebene  bestimmt.« 

»Eine  Gerade  fällt  ganz  in  eine  Ebene,  sobald  sie  zwei  Punkte 
mit  ihr  gemeinschaftlich  hat.« 

»Hat  eine  p-dimensionale  Ebene  für  p<<r  mit  einer  Ebene 
von  r  Dimensionen  p -f- 1  Punkte  gemeinschaftlich,  die  keiner 
(p  —  l)-fach  ausgedehnten  Ebene  angehören,  so  fällt  sie  ganz  in 
die  r-dimensionale  Ebene,  hinein.« 

»Durch  eine  r-dimensionale  Ebene  und  einen  aufserhalb  der- 
selben gelegenen  Punkt  läfst  sich  eine,  und  zwar  eine  einzige 
Ebene  von  r-|-l  Dimensionen  legen.« 

Ebenso  folgen  jetzt  diejenigen  Sätze,  welche  in  III  §  8 
(B.   1.  S.  191)  über  den  Schnitt  von  Ebenen   angegeben  sind. 
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Auch  der  Begriff  des  Parallelismus  kann  wieder  eingeführt  werden, 
indem  man  sagt: 

»Zwei  Ebenen  von  p  und  von  r  Dimensionen  heifsen  fiir 
p^r  parallel,  wenn  sie  in  einer  (r -f-  l)-dimensionalen  Ebene  liegen 
und  keinen  Punkt  gemeinschafUich  haben.« 

Überhaupt  können  wir  den  gesamten  Inhalt  des  achten  Para- 
graphen im  dritten  Abschnitt,  soweit  er  über  Ebenen  und  Gerade 
handelt  (B.  1.  S.  191 — 205),  auch  von  unsem  Voraussetzungen 
aus  herleiten.  So  denke  man  eine  (n  —  l)-dimensionale  Ebene 
durch  die  Gleichung  bestimmt: 

läxXjr  =-  b, 

und  gehe  dann  zu  den  Ebenen  von  weniger  Dimensionen  über. 

Ersetzen  wir  die  Konstanten  c«  durch  die  aus  (2)  sich  er- 
gebenden Werte,  so  folgt  für  die  Länge  1  der  geraden  Strecke 
zwischen  den  Punkten  x'  und  x    die  Gleichung: 


(5)  l=V2;(xx'-xx')"*. 
Man  suche  jetzt  die  kürzeste  Linie,  welche  von  einem  festen 
Punkte  x'  nach  den  Punkten  einer  Ebene 

(6)  Six\x  =  b 

gezogen  werden  kann.  Dann  soll  der  Wert  von  JS(7ix  —  x»')"* 
ein  Minimum  werden  für  gegebene  Werte  von  xx'  und  unter  der 
Bedingung,  dafs  die  xx  der  Gleichung  (6)  genügen.  Berechnet 
man  die  Gröfse  M  aus  der  Gleichung: 

(7)  b  =  Äxxx'  +  Y^tll, 

^         m 

so  ergeben  sich  die  entsprechenden  Werte  von  xi  .  .  .  Xq  aus  den 
Gleichungen : 

m  -1 

(8)  X«  =  Xx'  +    1/ 

'      m 

Zugleich  ist  M  eine  eindeutige  Funktion  des  Abstandes,  d.  h. 
der  Länge  der  zwischen  dem  Punkte  x'  und  der  Ebene  mög- 
lichen kürzesten  Linie.  Lassen  wir  demnach  den  Abstand  (oder 
was  dasselbe  ist,  die  Gröfse  M)  und  die  Ebene  (6)  gegeben  sein, 
so  ergiebt  sich  aus  (7)  eine  Gleichung  für  x',  welche  eine  -zur 
Ebene  (6)  parallele  Ebene  darstellt.     Somit  folgt: 


m  - 1 

Ma; 
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»Alle  Punkte,  welche  von  einer  (n — l)-dimensionalen  Ebene 
einen  festen  Abstand  haben,  liegen  auf  einer  zu  ihr  parallelen  Ebene.« 

Speciell  sind  die  Koordinaten  xi .  .  .  Xn  die  kürzesten  Ab- 
stände des  zu  bestimmenden  Punktes  von  den  n  Ebenen  X|  =  0, 

Xg  =  U    .    .    .    Xn  ^^  0. 

In  den  angegebenen  Sätzen  tritt  die  vollste  Übereinstimmung 
mit  der  euklidischen  Geometrie  zu  Tage.  Wir  möchten  gern 
den  Grund  für  diese  Thatsache  näher  erörtern;  indessen  glauben 
wir  darauf  an  dieser  Stelle  nicht  eingehen  zu  dürfen. 

§4. 
Die  Messung  der  krummen  Linien. 

1.  Wenn  in  Euklids  System  die  Benutzung  der  Gröfsensätze 
beträchtlich  eingeschränkt,  die  Bewegung  aber  nicht  entbehrt 
werden  kann,  so  lohnt  es  sich  ohne  Zweifel,  zu  untersuchen,  ob 
nicht  vielleicht  umgekehrt  die  Gröfsensätze  aus  der  Kongruenz 
hergeleitet  werden  können.  Dafs  dieser  Gedanke  nicht  neu  ist, 
ergiebt  sich  aus  einer  Stelle  bei  Proklus,  welcher  erzählt,  Apol- 
lonius  habe  geglaubt,  einen  Beweis  für  die  Axiome  Euklids  liefern 
zu  können,  und  zwar  auf  folgender  Grundlage:  »Da  a  dem  ß 
gleich  ist,  nimmt  es  denselben  Raum  ein  wie  dieses;  und  da  ß 
dem  /  gleich  ist,  nimmt  es  ebenfalls  denselben  Raum  ein;  also 
nimmt  a  mit  /  denselben  Raum  ein,  ist  ihm  also  gleich.«  Dieser 
Gedanke  genügt  in  der  That,  die  Gröfsensätze  fiir  gerade  Strecken, 
für  Bogen  desselben  Kreises  und  für  Winkel  auf  die  Kongruenz 
zurückzuführen.  Um  aber  ganz  allgemein  zum  Ziel  zu  gelangen, 
bedarf  es  weiterer  Erwägungen,  die  wir  im  folgenden  darlegen 
wollen.') 

Dabei  müssen  wir  jedoch  beachten,  dafs  eine  Vergleichung 
zweier  Gröfsen  nach  gleich,  gröfser  und  kleiner  nur  in  besonderen 
Fällen,  z.  B.  bei  geraden  Strecken,  unmittelbar  möglich  ist,  dafs 
man  aber  im  allgemeinen  eine  derartige  Vergleichung  erst  an- 
stellen kann,  nachdem  man  sie  durch  dieselbe  Einheit  gemessen 
hat.  Bei  der  Messung  beliebiger  Gebilde  macht  man  aber  (fast 
regelmäßig)  von  der  Messung  der  geraden  Strecke  Gebrauch. 
Demnach  wollen  wir,  dem  Charakter  unserer  Entwicklung  ent- 
sprechend, die  Methode,  nach  der  gerade  Strecken  gemessen 
werden,  als  bekannt  voraussetzen,  ohne  sie  einer  nähern  Prüfung 
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ZU  unterziehen,  und  nur  die  Messung  der  übrigen  Rautngebilde 
besprechen. 

2.  Um  eine  krumme  Linie  zu  messen,  welche  durch  die 
beiden  Punkte  A  und  B  begrenzt  wird,  schieben  wir  eine  end- 
liche Anzahl  von  Punkten  (1,  1),  (1,  2)  .  .  .  (l,  m)  auf  dem 
Bogen  AB  zwischen  die  Punkte  A  und  B  derartig  ein,  däk  der 
von  den  Punkten  A  =  (1,  0)  und  (1,  i)  begrenzte  Bogen  alle 
Punkte  (1,  a)  enthält,  für  welche  die  Marke  a  kleiner  ist  als  i, 
während  auf  dem  von  den  Punkten  (1,  i)  und  B  =  (1,  m  -[- 1) 
begrenzten  Bogen  diejenigen  Punkte  (1,  ß)  liegen,  für  welche  die 
Marke  ß^  i  ist.  Nun  bezeichne  ich  die  Länge  der  von  den 
Punkten  (1,  x)  und  (1,  x-[-  1)  begrenzten  Strecke  durch  Ij«  und 
setze  die  Summe  lio  +  In  +  •  .  •  +  1  im  =  Li.  Indem  ich  jetzt 
zwischen  irgend  zwei  Punkte  (1,  i)  und  (1,  4  +  1)  weitere  Punkte 
in  endlicher  Anzahl  einschiebe  und  die  neuen  Punkte  zu  den 
früheren  hinzunehme,  bringe  ich  sie  alle  in  die  Reihe  (2,  1), 
(2,  2)  .  .  .  (2,  n)  nach  derselben  Regel,  welche  für  die  Zahlen 
(1,  a)  aufgestellt  wurde;  auch  bezeichne  ich  den  Punkt  A  jetzt 
durch  (2,  0),  den  Punkt  B  durch  (2,  n  + 1).  Dann  möge  die 
Länge  der  Strecke  [(2,  x),  (2,  x  +  1)]  gleich  l^x  und  die  Summe 
Uo  +  Ijji  +  1«8  +  .  .  .  +  Un  =  L2  gesetzt  werden.  Durch  Ein- 
schiebung  weiterer  Punkte  gelange  ich  der  Reihe  nach  zu  weiteren 
Längen  L3  .  .  .  L^  .  .  .  Wofern  der  zu  messende  Bogen  keine 
geradlinigen  Teile  enthält,  ist  stets  L^_^.i>L^.  Demnach  nähern 
sich  die  Gröfsen  L/i  mit  wachsendem  fi  entweder  einem  be- 
stimmten Grenzwerte,  oder  sie  werden  unendlich  grofs.  Nähert 
sich  die  Gröfse  L^  bei  jeder  Wahl  der  Teilpunkte  demselben 
endlichen  Grenzwerte  L,  wofern  nur  die  einzelnen  Strecken  lux 
unbegrenzt  abnehmen,  so  stellt  die  Gröfse  L  die  Länge  des 
Bogens  dar. 

3.  Um  zunächst  den  einfachsten  Fall  zu  erledigen,  nehmen 
wir  an,  die  Kurve  habe  in  allen  zwischen  A  und  B  gelegenen 
Punkten  Tangenten  und  Schmiegungsebenen.  Dann  können  die 
Punkte  (^,  x)  so  gewählt  werden,  dafs  folgende  vier  Bedingungen 
erfüllt  sind: 

a)  die  in  irgend  zwei  Punkten  (^,  x)  und  (//,  x+  1)  an  die 
Kurve  gelegten  Tangenten  bilden  einen  Winkel  mit  einander,  der 
einen  fest  gewählten,  beliebig  kleinen  Winkel  6  niemals  übersteigt; 
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b)  die  Schmiegungsebenen  der  Kurve  in  den  Punkten  (/w,  x) 
und  (,!/,  X  +  1)  schneiden  sich  unter  einem  Winkel,  der  niemals 
gröfser  ist  als  ein  festgesetzter  Winkel  s; 

c)  die  in  irgend  einem  Punkte  des  Bogens  (/ti,£)>  O'j^  +  I) 
an  die  Kurve  gelegte  Tangente  ist  gegen  jede  der  beiden  Tan- 
genten in  (^,  i)  und  (^,  i  +  1)  unter  einem  Winkel  geneigt,  der 
kleiner  ist  als  6; 

d)  auch  die  Schmiegungsebene,  die  in  irgend  einem  solchen 
Punkte  an  die  Kurve  gelegt  ist,  bildet  mit  den  Schmiegungs- 
ebenen in  den  Punkten  (ß^  i)  und  (/ti,  £  -[- 1)  Winkel,  die  kleiner 
sind  als  e. 

Nun  falle  der  Punkt  (ß^  i)  mit  dem  Punkte  (ß  -[- 1,  x)  und 
der  Punkt  (^fi,  i  +  1)  mit  dem  Punkte  (^-fl,  «-[-()-|-l)  zu- 
sammen. Dann  projiziere  man  die  Strecken  l^  +  i,  «^.a  (für 
« — ■  0,  !...())  auf  die  Strecke  Ifn.  Die  Summe  dieser  Pro- 
jektionen bildet  die  Strecke  Ifn  selbst,  während  der  Cosinus  des 
Winkels,  den  die  projizierte  Strecke  mit  der  Strecke  Ifn  bildet, 
stets  gröfser  ist  als  das  Produkt  cosdcose.  Da  wir  aber  für  rf 
und  £  feste  Gröfsen  gewählt  haben,  die  von  der  Marke  i  unab- 
hängig sind,  so  folgt  die  Relation: 

//fi  <^  cosdcose* 

Hiernach  erhält  man  für  L/i  einen  endlichen  Grenzwert,  da 
die  Winkel  6  und  €  beliebig  klein  gewählt  werden  können. 

Dieser  Grenzwert  wird  aber  stets  erhalten,  von  welchen 
Punkten  man  auch  ausgehen  mag.  So  sei  man  bei  der  Wahl 
irgend  anderer  Punkte  zu  einer  Gröfse  Lv  gelangt,  und  die  Punkte 
seien  in  diesem  Falle  so  gewählt,  dafs  nach  Festsetzung  zweier 
beliebig  klein  gewählter  Winkel  di  und  Si  die  Hinzunahme  wei- 
terer Punkte  zu  einer  Gröfse  Lv'.^ i  fuhrt,  für  welche  die  Relation 
besteht : 


Lv'  <  LvVi  < 


Lv 


cosdi  cosci  * 

Dann  kann  man,  um  L^-^i  zu  gewinnen,  zu  den  für  Lfi  benutzten 
Punkten  alle  diejenigen  Punkte  hinzunehmen,  bei  deren  Anwendung 
sich  die  Gröfse  Lv  ergiebt,  und  ebenso  kann  man  für  Lv'_|i  zu 
den  für  Lv  benutzten  Punkten  alle  diejenigen  Punkte  hinzufügen, 
vermittelst  deren  man  die  Länge  L^  erhalten  hat.    Dadurch  wird 

Killing,  Orundlagen  der  Geometrie.    II.  2 
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L^-,  1  =  Lv'  -1.  Man  kann  daher  dieselbe  Gröfse  Lu  m  sowohl 
beliebig  nahe  an  L/i  wie  an  Lv  bringen;  somit  haben  beide  den- 
selben Grenzwert. 

4.  Hier  mögen  zwei  kurze  Bemerkungen  gestattet  sein. 
Erstens:  man  übersieht  sofort,  dafs  die  vorstehende  Entwicklung 
ungeändert  bleibt,  wenn  die  Kurve  eine  endliche  Zahl  von  Punkten 
besitzt,  in  denen  sich  keine  (festen)  Tangenten  und  Schmiegungs- 
ebenen  an  sie  legen  lassen;  man  hat  diese  Punkte  auszuschliefsen, 
indem  man  sie  etwa  zu  Mittelpunkten  von  Kugeln  wählt,  nur 
für  die  aufserhalb  der  Kugeln  gelegenen  Segmente  die  Längen 
bestimmt  und  dann  die  Radien  unbegrenzt  abnehmen  läfst. 

Zweitens  wolle  man  beachten,  dafs  die  Benutzung  des  Co- 
sinus und  damit  die  Beschränkung  auf  eine  parabolische  Raumform 
nicht  notwendig  ist.  Man  kann  geradezu  die  bei  der  Kreismessung 
gebräuchliche  Methode  ihres  speciellen  Charakters  entkleiden  und 
kommt  dadurch  zu  Folgerungen,  die  für  alle  Raumformen  gültig 
sind.  Indessen  glaubte  ich  die  obige  Darstellung  bevorzugen  zu 
sollen,  weil  sie  sich  durch  Kürze  auszeichnet  und  weil  man  un- 
mittelbar übersieht,  welche  Änderungen  angebracht  werden  müssen, 
wenn  sie  auf  nicht- euklidische  Raumformen  übertragen  werden 
soll  (vgl.  Stolz,  math.  Ann.  B.  18.  S.  271  Fufsnote). 

5.  Man  kann,  wie  ScheefFer  bewiesen  hat,  den  Begriff  der 
Länge  auch  in  vielen  Fällen  aufstellen,  wo  die  vorangehende 
Untersuchung  nicht  zum  Ziele  führen  würde.  Namentlich  gilt 
unabhängig  von  der  Annahme  über  die  Existenz  von  Tangenten 
folgender  Lehrsatz: 

Wenn  alle  Gröfsen  Lv  bei  irgend  einer  Wahl  der  Teilpunkte 
unterhalb  einer  festen  endlichen  Gröfse  G  bleiben,  so  bleiben  sie 
auch  bei  jeder  andern  Wahl  der  Teilpunkte  unterhalb  dieser  Gröfse, 
und  Lv  hat  für  v  =  OO  den  von  der  Wahl  der  Teilpunkte  un- 
abhängigen Grenzwert  L. 

Irgend  einer  Wahl  der  Teilpunkte  möge  die  Reihe  Li ,  L2  . . . 
entsprechen.  Da  alle  in  dieser  Reihe  vorkommenden  Gröfsen 
kleiner  sind  als  G,  und  L^-ji  >  h^  ist,  so  haben  die  Gröfsen  L^ 
eine  obere  Grenze,  der  sie  sich  unbegrenzt  nähern,  ohne  sie  zu 
überschreiten;  diese  Gröfse  sei  L. 

Einer  andern  Wahl  der  Teilpunkte  möge  die  Reihe  Li',  L^' . . . 
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entsprechen;  dann  ist  zu  beweisen,  dafs  auch  diese  Reihe  einen 
bestimmten  Grenzwert  L'  besitzt,  und  dafs  L  =  L'  ist. 

Die  Zahl  der  Teilpunkte,  die  zur  Erlangung  der  Gröfse  Lv 
benutzt  werden,  sei  p,  und  sie  mögen  der  Reihe  nach  mit  1', 
2'  .  .  .  p'  bezeichnet  werden.  Jedem  dieser  Punkte  x'  =  1'  .  .  .  p' 
ordne  man  einen  Bogen  s«  zu,  der  nur  den  Punkt  x',  aber  keinen 
andern  Punkt  aus  dieser  Reihe  enthält,  und  der  noch  folgender 
Bedingung  genügt:  Ist  die  Länge  6  beliebig  gewählt  und  sind 
A,    B,    C    irgend    drei    Punkte    dieses   Bogens,    so    soll    stets 

AB  -|-  BC  —  AC  <C  -  sein.    Bei  der  ersten  Reihe  Li,  Lg  .  .  . 

niufs  einmal,  etwa  für  L^,  eine  Auswahl  der  Punkte  erreicht 
werden,  bei  der  in  jedem  so  erhaltenen  Bogen  Sx  mindestens 
zwei  Punkte  (/m,  a)  und  (^,  a  -[- 1)  liegen.  Indem  wir  jetzt  in 
der  Summe  L^  die  Strecke,  welche  zwei  Punkte  des  Bogens  Sx 
verbindet,  durch  die  Summe  der  beiden  Strecken  ersetzt,  welche 
den  Punkt  x  mit  jenen  beiden  Punkten  verbindet,  erhält  L^  einen 
Zuwachs,  der  kleiner  ist  als  ö.    Demnach  ist 

L^  +  (f  >  Lv'. 
Umsomehr  ist  L-[-  d>Lv',  oder  da  6  beliebig  klein  angenommen 
werden  kann:  L^Lv'.  Demnach  nähern  sich  auch  die  Gröfsen 
Lv  mit  wachsendem  v  einem  bestimmten  Grenzwert  L',  und 
dieser  Wert  kann  nicht  gröfser  sein  als  L.  Nun  können  wir 
aber  in  der  vorhergehenden  Betrachtung  die  gestrichenen  und  die 
ungestrichenen  Buchstaben  mit  einander  vertauschen;  es  ergiebt 
sich  demnach,  dafs  auch  L  nicht  gröfser  ist  als  L'  oder  dafs  ist : 
L  =  L'. 

6.  Scheeffer  zeigt  auch,  dafs  sich  in  vielen  Fällen  die  Länge 
bestimmen  läfst,  wo  die  Anwendung  der  gewöhnlichen  Regeln 
nicht  ausreicht.  Indem  wir  uns  auf  eine  euklidische  Ebene  be- 
schränken, legen  wir  ein  rechtwinkliges  Koordinaten-System  in 
X  und  y  zu  Grunde  und  nehmen  an,  y  sei  zwischen  den  Grenzen 
xo  und  Xi  eine  eindeutige  Funktion  f  (x)  von  x.  Für  den  vor- 
liegenden Zweck  ist  es  gut,  den  Begriff  der  derivierten  Funktion 
zu  erweitern.  Nachdem  eine  positive  Gröfse  h  beliebig  ange- 
nommen ist,  mufs  die  Gesamtheit  der  Gröfsen 

f(x  +  h-)-f(x). 

2* 
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wo  h'  alle  zwischen  0  und  h  liegenden  Werte  erhält,  entweder 
zwischen  zwei  endlichen  Grenzen  verbleiben,  oder  eine  oder  beide 
Grenzen  können  unendlich  grofs  werden.  Wir  können  die  obere 
Grenze  mit  Dh,  die  untere  mit  Dh'  bezeichnen,  indem  wir  zu- 
lassen, dafs  eine  dieser  Gröfsen  oder  beide  unendlich  grofs  werden. 
Da  nun  für  hi  <  h  stets  Dhi  ^  Dj,,  und  Dh'i  >  Dh'  ist,  so  sind 
die  Grenzwerte 

lim  Dh  =  D+ ,  und  lim  Dh'  =  D+ 

vollständig  bestimmt.  Scheeffer  nennt  sie  die  »vordere  obere« 
und  die  »vordere  untere  Derivierte«  von  f  (x).  Ebenso  definiert 
er,  indem  er  der  Gröfse  h  einen  negativen  Wert  beilegt,  die 
»hintere  obere  Derivierte«  D~"  und  die  »hintere  untere  Derivierte« 
D_  von  f  (x). 

Mit  Anwendung  dieser  Bezeichnungen  läfst  sich  folgender 
Lehrsatz  beweisen: 

Wenn  die  beiden  vorderen  (oder  hinteren)  Derivierten  der 
stetigen  Funktion  f  (x)  für  alle  inneren  Punkte  des  Intervalles 
xoXi  zwischen  G  und  G  liegen,  wo  mindestens  eine  dieser  beiden 
Zahlen  endlich  ist,  so  hat  die  Kurve  y  =  f  (x)  von  xo  bis  xi 
eine  bestimmte  endliche  Länge  L. 

Beim  Beweise  benutzen  wir  den  bekannten  Satz: 

Wofern  die  beiden  vorderen  Derivierten  der  stetigen  Funktion 
f  (x)  an  keiner  Innern  Stelle  des  Intervalls  x^Xi  gröfser  sind  als 
die  endliche  Zahl  H,  so  ist  auch  der  Quotient 

f  (x )  -  f  (x) 
x'  —  X 

niemals  gröfser  als  H,  welche  Punkte  des  Intervalls  man  auch 

für  X  und  x'  annehmen  mag. 

Demnach  ist  für  G  ^  G': 

G<f(^-')--LW<G. 

X    —  X 

Um  zu  erkennen,  ob  die  Kurve  eine  Länge  hat,  müssen  wir 
der  obigen  Vorschrift  entsprechend  die  Gröfse  bilden: 

Lv  =  -S"  |/  (Xv,  r  :  l  —  Xv,  r)     +  (>>,  rM   —  >>,  r)   • 

Wir  wählen  H  als  eine  endliche  positive  Gröfse,  welche 
ganz  willkürlich  ist,  wofern  G  und  G   dasselbe  Vorzeichen  haben, 
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aber  in  dem  Falle,  dafs  G  und  G'  verschiedenes  Vorzeichen  be- 
sitzen, nicht  kleiner  sein  darf  als  der  kleinere  absolute  Wert  von 
G  und  G'.  Jetzt  trennen  wir  die  Glieder  der  Summe  Lv  in  zwei 
Gruppen,  indem  wir  diejenigen  zur  ersten  Gruppe  rechnen,  für 
welche  der  absolute  Betrag  des  Quotienten 

yv,  r+i  —  yv,t 

höchstens  gleich  H  ist,  während  wir  die  übrigen  in  die  zweite 
Gruppe  verweisen.  Für  die  erste  Gruppe  wenden  wir  einen,  für 
die  zweite  zwei  obere  Striche  an.    Dann  ist: 

Lv  ^  (xi   -  xo)  /l"^^H^  und 
—  H  (xi  —  xo)  ^  2'  (yv,  rM  —  yv,  r)  S  H  (xi  —  xo). 
Die  Glieder 

-2"' (yv,r+i  —  yv,  0 
haben   sämtlich    dasselbe   Zeichen;    die   Summe   ist   also   gleich 
yi  —  yo  —  -2"  (yv,  r+i  —  yv,  0  und  ihr  absoluter  Betrag  jedenfalls 
nicht  gröfser  als 

(yi  —  yo)  +  H  (xi  —  Xo). 

Demnach  wird 
Lv'  S  {(yi  -  yo)  +  H.  (xi  -  Xo))  Y^,  +  1,  und 

Lv  =  Lv  +  U"  <:  VT+H^  [2  (xi  -  Xo)  +  (yL^o)-|. 

Da  hiernach  Lv  stets  endlich  bleibt,  so  existiert  ein  fester 
Grenzwert  L,  die  Länge  der  Kurve. 

Um  ein  Beispiel  zu  bilden,  denken  wir  die  Gesamtheit  der 
positiven  rationalen  Zahlen  w(>  in  folgender  Weise  angeordnet: 

Wenn  ist  W()  =  — ,  wo  pp  und  qp  ganze  Zahlen  ohne  gemein- 

schaftlichen  Teiler  sind,  so  lasse  man  diejenigen  Zahlen  wp  voran- 
gehen, für  welche  pp  +  q^  =  s^  einen  kleineren  Wert  hat;  bei 
gleichem  Werte  von  sp  ordne  man  die  Zahlen  W()  nach  ihrer 
Gröfse  (vergl.  den  Anfang  des  §  10).     Nun  setze  man 

1^ 

und  bilde  die  Summe 

f  (x)  =  Ucp  (x  —  W(>)1, 
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welche  stets  konvergiert.  Diese  Funktion  ist  stetig  und  nimmt 
mit  wachsendem  x  beständig  zu.  Da  demnach  die  vordere  Deri- 
vierte  stets  zwischen  0  und  -[-  OO  liegt,  so  hat  die  durch  die 
Gleichung  y  =  f  (x)  dargestellte  Kurve  zwischen  je  zwei  Punkten 
eine  bestimmte  Länge. 

§  5. 
Die  Messung  der  Fläohen. 

1.  Wie  sehr  das  allgemeine  Streben  dahin  geht,  die  Gleichheit 
auf  die  Kongruenz  zurückzuführen,  geht  aus  den  zahlreichen  Kon- 
struktionen hervor,  die  den  Zweck  haben,  flächengleiche  Polygone 
in  kongruente  Teile  zu  zerlegen.')  Zuerst  dürfte  W.  Bolyai  ein 
derartiges  Verfahren  angegeben  haben,  das  leider  wenig  beachtet 
worden  ist.  Gerwien  führte  eine  entsprechende  Zerlegung  bei 
beliebigen  flächengleichen  Dreiecken  aus;  sein  Verfahren  wurde 
von  Göpel  vereinfacht.  Viel  weiter  geht  Hr.  Rithy,  dessen  Kon- 
struktionen besonders  einfach  sind. 

Wofern  man  nur  die  Möglichkeit  einer  derartigen  Zerlegung 
übersehen  will,  ist  es  am  einfachsten,  vom  Parallelogramm  aus- 
zugehen, da  man  jedes  Polygon  in  eine  endliche  Zahl  von  Drei- 
ecken zerlegen  und  jedes  Dreieck  in  ein  Parallelogramm  um- 
wandeln kann.  Um  letzteres  auszufuhren,  ziehe  man  durch  den 
Eckpunkt  A  des  Dreiecks  ABC  die  Parallele  zu  BC  und  durch 
die  Mitte  M  von  AB  die  Parallele  zu  AG;  trifft  die  zweite  Pa- 
rallele die  Seite  BC  in  D  und  die  erste  in  E,  so  enthält  das 
Parallelogramm  AEDC  nur  Teile,  die  mit  Teilen  des  Dreiecks 
kongruent  sind.  Nun  lassen  sich  flächengleiche  Parallelogramme 
stets  auf  einander  beziehen  durch  Vermittlung  von  Parallelo- 
grammen, die  gleiche  Grundlinie  und  Höhe  haben.  Demnach 
genügt  es,  den  Satz  zu  erweisen :  Wenn  Parallelogramme  gleiche 
Grundlinie  und  Höhe  haben,  so  lassen  sie  sich  in  kongruente 
Teile  zerlegen,  die  in  den  beiden  Figuren  nur  auf  verschiedene 
Weisen  angeordnet  sind. 

E  Zum  Beweise  lege  man  die 
beiden  Parallelogramme  mit  der 
Grundlinie  auf  einander.  Bei 
der  in  Figur  1  angegebenen 
Lage  besteht  ABCD  aus  ABCF 
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und  AFD,  ABEF  aus  ABCF  und  BEC,  also  je  aus  kongruenten 
Stücken.  Dagegen  ziehe  man  in  Fig.  2,  wo  sich  AF  und  HC 
zwischen  B  und  C  in  O  treflfen,  p  k  c  r  J'  je 
durch  O  die  Parallele  zu  AB,  dann 
durch  G  die  GK  ||  OF,  durch  H  die 
HI  II  OC.  Dadurch  zerlegt  sich  ABCD 
in  ABO,  AOG,  GOCK  und  GKD; 
ebenso  zerfällt  ABEF  in  ABO,  BOH, 
OHIO  und  IHE,  so  dafs  die  einzelnen  Teile  kongruent  sind. 
Wenn  sich  GK  und  HI  zwischen  H  und  I  schneiden,  so  wieder- 
holt man  die  angegebene  Zeichnung.  Überhaupt  trage  man  BO, 
so  oft  es  angeht,  auf  BC  ab;  dadurch  möge  man  zu  den  Punkten 
Ol  .  .  .  On  kommen,  deren  Anzahl  endlich  ist,  und  mache  für 
jeden  die  angegebene  Konstruktion. 

Demnach  kann  man,  wenn  zwei  beliebige  Polygone  gegeben 
sind,  durch  passende  Zerlegung  des  einen  und  geeignete  An- 
ordnung der  einzelnen  Teile  stets  erreichen,  dafs  das  neue  Polygon 
dem  andern  selbst  oder  einem  seiner  Teile  kongruent  ist  oder 
einen  mit  dem  andern  Polygon  kongruenten  Teil  enthält.  Hier- 
nach ist  die  Flächengleichheit  auf  die  Kongruenz  zurückgeführt. 

Bei  einem  derartigen  Verfahren  macht  man  jedoch  eine 
Voraussetzung,  die  von  den  meisten  Geometern  gar  nicht  erwähnt 
wird  und  auf  welche  erst  in  der  neuesten  Zeit  hingewiesen  ist.*) 
Wir  sprechen  sie  in  folgender  Weise  aus: 

Dadurch,  dafs  man  eine  Figur  in  Teile  zerlegt  und  diese 
beliebig  anordnet,  können  wir  zwar  die  Gestalt  auf  mannigfache 
Weise  verändern;  dabei  ist  es  aber  nicht  möglich,  eine  neue  Figur 
zu  bilden,  von  welcher  die  gegebene  selbst  nur  ein  Teil  ist  oder 
welche  als  Teil  von  der  ersten  Figur  eingeschlossen  ist. 

Hr.  Stolz  drückt  dieselbe  Voraussetzung  bei  Beschränkung 
auf  einen  besonders  wichtigen  Fall  in  folgender  Weise  aus: 

Zerlegt  man  ein  Polygon  B  durch  Gerade  in  mehrere  Teile 
und  läfst  auch  nur  einen  von  ihnen  weg,  so  kann  man  mit  den 
übrigen  das  Polygon  B  nicht  mehr  bedecken. 

Die  Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  läfst  sich  in  aller  Strenge 
beweisen.  Dazu  dient  ein  Verfahren,  welches  geeignet  ist,  die 
Messung  beliebiger  ebenen  Flächen  auszuführen.  Ich  habe  das- 
selbe bereits  früher  skizziert  und  will  es  im  folgenden  ausführlich 
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darlegen.  Ich  beschränke  mich  aber  auf  die  euklidische  Geometrie 
und  mache  einige  Annahmen,  die  geeignet  sind,  die  Darlegung 
zu  vereinfachen,  ohne  das  Wesen  des  Beweises  zu  verändern. 
Demnach  setzen  wir  von  dem  betrachteten  ebenen  Flächenstück 
I.  voraus,  dafs  es  nur  von  einer  einzigen  geschlossenen  Linie 
(dem  Umfang)  begrenzt  wird,  und  nehmen  2.  an,  dafs  der  Um- 
fang von  jeder  schneidenden  Geraden  nur  in  zwei  Punkten  ge- 
troffen wird. 

2.  Nun  ziehen  wir  in  der  Ebene  zwei  Scharen  von  parallelen 
Geraden  derartig,  dafs  zwei  auf  einander  folgende  Gerade  derselben 
Schar  jedesmal  denselben  Abstand  haben,  und  dafs  diese  Abstände 
für  beide  Systeme  gleich  sind;  zudem  sollen  die  Linien  der  einen 
Schar  auf  denen  der  andern  senkrecht  stehen.  Hiernach  begrenzen 
zwei  auf  einander  folgende  Gerade  der  einen  Schar  in  Verbindung 
mit  zwei  solchen  Linien  der  andern  Schar  jedesmal  ein  Quadrat. 
Von  diesen  Quadraten  betrachte  ich  an  erster  Stelle  diejenigen, 
welche  ganz  innerhalb  der  gegebenen  Fläche  liegen,  und  nenne 
ihre  Zahl  a;  dann  zähle  ich  diejenigen,  welche  wenigstens  einen 
Teil  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  haben,  und  bezeichne  ihre 
Anzahl  mit  b.  Unter  den  letzten  b  Quadraten  sind  die  a  zuerst 
betrachteten  jedenfalls  enthalten;  daher  kann  b  nicht  kleiner  sein 
als  a.  In  dem  speciellen  Falle,  dafs  der  Umfang  ganz  aus  Strecken 
besteht,  die  je  einer  der  beiden  Geradenscharen  angehören,  liegt 
jedes  Quadrat  entweder  ganz  innerhalb  oder  ganz  aufserhalb  der 
Fläche;  alsdann  ist  b  =  a.  Im  allgemeinen  wird  aber  der  Um- 
fang der  Fläche  von  einzelnen  Geraden  des  einen  oder  andern 
oder  von  Geraden  beider  Systeme  geschnitten;  dann  giebt  es 
Quadrate,  die  zum  Teil  innerhalb  und  zum  Teil  aufserhalb  der 
Fläche  liegen;  alle  diese  gehören  zu  den  b  zweiten,  aber  nicht 
zu  den  a  ersten  Quadraten;  es  ist  also  jetzt  b  >  a.  Wählt  man 
hierbei  den  Abstand  zweier  auf  einander  folgenden  Parallelen 
gleich  der  Längeneinheit,  so  soll  festgesetzt  werden,  dafs  die 
Mafszahl  der  Fläche  zwischen  a  und  b  liegt;  ist  aber  dieser  Ab- 
stand gleich  dem  i^ten  Teile  der  Längeneinheit  und  sind  av  und 
hv  die   entsprechenden   Zahlen,    so   soll   die   Mafszahl   zwischen 

~  und    -j   liegen.     (Wird   im   ersten  Falle   a  =  b,  im    zweiten 

av 
av  =  hv,  so  soll  die  Mafszahl  gleich  a,  resp.  gleich  -^  sein.) 
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Dafs  diese  Festsetzungen  nicht  willkürlich  getroffen,  sondern 
in  der  Sache  selbst  begründet  sind,  bedarf  keiner  nähern  Aus- 
einandersetzung. 

3.  Wir  weisen  zunächst  nach,  dafs  die  angegebene  Operation 
zu  einer  bestimmten  Zahl  führt,  indem  wir  zeigen,  dafs  der  Wert 

^—  dadurch  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  dafs  man 

V  hinlänglich  grofs  werden  läfst.  Zu  dem  Ende  betrachten  wir 
die  Anzahl  derjenigen  Geraden  der  beiden  Systeme,  welche  den 
Umfang  der  Fläche  schneiden.  Bei  der  ersten  Konstruktion,  wo 
der  Abstand  gleich  der  Längeneinheit  gewählt  wird,  mögen  m 
Gerade  der  ersten  und  n  Gerade  der  ZM^eiten  Schar  den  Umfang 
treffen  (wo  m  und  n  natürlich  auch  gleich  o  sein  können).  Da 
nach  unserer  Annahme  jede  Schnittlinie  zwei  Punkte  mit  der  be- 
grenzenden Linie  gemeinschafUich  hat,  jeder  Schnittpunkt  aber, 
wofern  er  nicht  mit  einem  Eckpunkt  zusammenfällt,  zwei  Qua- 
draten angehört  und  jedes  Quadrat,  in  dessen  Umfang  ein  Schnitt- 
punkt liegt,  zu  den  b  einschliefsenden,  aber  nicht  zu  den  a  ein- 
geschlossenen Quadraten  zu  rechnen  ist,  so  ist  die  Differenz  b  —  a 
jedenfalls  nicht  gröfser  als  die  Zahl  der  Schnittpunkte  2m  -^  2n. 
Jetzt  schiebt  man  in  jeder  Schar  zwischen  irgend  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Linien  r  —  1  zu  ihnen  parallele  Gerade  derartig 
ein,  dafs  in  dem  neuen  System  der  Abstand  zwischen  je  zwei 
auf  einander  folgenden  Geraden  gleich  dem  t^ten  Teile  der  Längen- 
einheit ist.  Wenn  jetzt  die  Zahl  der  schneidenden  Linien  in  der 
einen  Schar  m'  und  in  der  andern  n'  beträgt,  so  gilt  genau  wie 
vorher  die  Relation: 

hv  —  ^y  t>  2m'  4-  2n'. 

Um  die  Beziehung  zu  erkennen,  die  zwischen  m  und  m', 
n  und  n'  besteht,  bezeichne  man  die  m  im  ersten  Falle  schnei- 
denden Linien  der  einen  Schar  der  Reihe  nach  mit  Li ,  Ls . . .  Lm, 
die  vor  Li  vorangehende  mit  Lo  und  die  Lm  folgende  mit  Lm+i. 
Dann  mufs  jede  zu  ihnen  parallele  Linie,  die  den  Umfang  schneidet, 
zwischen  Lq  und  Lm^^i  eingeschlossen  sein.  Von  den  Parallelen 
derselben  Schar,  die  im  zweiten  Falle  benutzt  werden,  liegen  aber 
nur  vm  +  »^  —  1  zwischen  Lo  und  Lmf i.    Dieselbe  Betrachtung 
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kann  für  die   zweite  Schar  angesteUt  werden.     Daraus  ergeben 
sich  die  Beziehungen: 

m'  <  vm  +  r  —  1 
n'   <  rn  +  r  —  1. 
Demnach  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

br  —  ar  <  2in_4-_2n        4 4_ 

Da  aber  m  -f-  n  eine  feste  Zahl  ist,  so  kann  man  r  so  grofs 
wählen,  dafs  die  rechte  Seite  beliebig  klein  wird.    Somit  nähern 

sich  bei  der  gemachten  Konstruktion  die  Werte  —  und  —  dem- 
selben Grenzwert  F. 

4.  Um  die  Zahl  F  als  Mafszahl  bezeichnen  zu  dürfen,  müssen 
wir  nachweisen,  dafs  sie  von  der  Wahl  der  beiden  auf  einander 
senkrecht  stehenden  Systeme  von  parallelen  Linien  unabhängig 
ist.  Bei  diesem  Nachweis  möchten  wir  der  Kürze  wegen  das 
Wort  Netz  in  einem  Sinne  gebrauchen,  der  von  dem  gewöhn- 
lichen etwas  abweicht.  Wir  gehen  von  zwei  fest  gewählten 
Geraden  aus,  die  auf  einander  senkrecht  stehen;  zu  jeder  von 
ihnen  ziehen  wir  auf  beiden  Seiten  parallele  Linien  so,  dafs  der 
Abstand  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Linien  gleich  dem 
rten  Teile  der  Längeneinheit  ist.  Die  Gesamtheit  der  hierdurch 
erhaltenen  Systeme  von  Linien  für  ein  unbegrenzt  wachsendes  r 
nennen  wur  ein  Netz,  und  sagen  kurz,  das  durch  die  beiden  ersten 
Geraden  bestimmte  Netz  habe  für  die  Fläche  die  Mafszahl  F  ge- 
liefert. Wir  haben  also  nachzuweisen,  dafs  wir  stets  dieselbe 
Mafszahl  erhalten,  welches  Netz  wir  auch  zu  ihrer  Bestimmung 
benutzen. 

5.  Dem  allgemeinen  Beweise  schicken  wir  eine  Anzahl  von 
Hilfssätzen  voraus: 

a)  Die  Mafszahl  F  bleibt  ungeändert,  wenn  das  Netz  unter 
Beibehaltung  der  Richtungen  der  Systeme  von  Parallelen  beliebig 
verschoben  wird. 

Diesem  Satze  können  wir  auch  folgenden  Ausspruch  geben: 

Indem  wir  von  zwei  auf  einander  senkrecht  stehenden  Geraden 

M   und  N  ausgehen  und  zu   jeder  von    ihnen    eine  Schar   von 

Parallelen  ziehen  in   einem  Abstände,  der  gleich  dem  rten  Teile 

der  Längeneinheit  ist,  mögen  wir  bei  unbegrenzter  Vergröfserung 


Kongruenz  und  Messung.  27 

von  V  für  die  Fläche  die  Mafszahl  F  erhalten.  Jetzt  gehen  wir 
von  zwei  anderen  Linien  M'  und  N'  aus,  von  denen  die  erste  zu 
M,  die  zweite  zu  N  parallel  ist;  wenn  wir  dann  die  Mafszahl  F' 
erhalten,  so  ist  F'  =  F. 

Für  das  erste  Netz  mögen  av  und  bv,  für  das  zweite  Zv  und 
hv    die   oben   angegebene   Bedeutung  haben.     In   beiden  Fällen 

werden  ^  —  und —  bei  wachsendem  v  unbegrenzt  ab- 
nehmen. Zudem  wird  av  =  av',  bv  =»  bv',  wenn  sowohl  der 
Abstand  von  M  und  M'  wie  der  von  N  und  N'  ein  Vielfaches 
vom  j^ten  Teile  der  Längeneinheit  beträgt.  Wir  können  also,  so 
lange  es  sich  um  Vergleichung  der  angegebenen  Zahlen  handelt, 
annehmen,  der  Abstand  von  M  und  M',  und  der  von  N  und  N' 

betrüge  weniger  als  -.     Hierbei  können   einzelne  der  im  ersten 

Falle  den  Umfang  treffenden  Quadrate  nach  aufsen  oder  nach 
innen  zu  liegen  kommen,  und  einzelne  vorher  im  Innern  oder 
im  Äufsern  gelegene  Quadrate  an  den  Umfang  gelangen.     Nun 

liegt  F  zwischen  -^  und  -^,  F'  zwischen  -^  und  -r-:  der  Unter- 
*^  p'  p"  p*  p' 

schied  beträgt  aber  nach  unserer  Entwicklung  höchstens 

bv  —  ^*'  _i_  ^^  —  ^^ 

und  diese  Zahl  kann  beliebig  klein  gemacht  werden. 

b)  Wenn  zwei  kongruente  Flächen  durch  Parallelverschiebung 
in  einander  übergeführt  werden  können,  so  liefern  sie  für  das- 
selbe Netz  gleiche  Mafszahlen. 

Während  in  a)  das  Netz  verschoben  wird,  wird  hier  die 
Fläche  verschoben;  das  Ergebnis  ist  natürlich  dasselbe. 

c)  Ist  eine  Fläche  ♦  in  eine  endliche  Zahl  von  Teilen 
*i  .  .  .  ♦m  zerlegt,  so  ist  die  für  irgend  ein  Netz  erhaltene 
Mafszahl  von  *  gleich  der  Summe  der  für  *i  .  .  .  *ni  durch 
dasselbe  Netz  erhaltenen  Mafszahlen. 

Für  die  Fläche  ♦  mögen  av  und  bv  die  oben  angegebenen 
Werte  bezeichnen;  entsprechend  mögen,  wenn  x  irgend  eine  Zahl 
aus  der  Reihe  1  ...  m  ist,  für  die  Fläche  *x  die  Zahlen  av« 
und  bv*  gefunden  sein.  Da  im  allgemeinen  einzelne  der  Linien, 
durch  welche  die  Teile  *i   .  .  .  *ro  gegen   einander  abgegrenzt 
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werden,  durch  das  Innere  von  Quadraten  hindurchgehen,  die 
innerhalb  ^  liegen,  so  ist  jedenfalls 

av  ^  JS  av«,  hv  ^  2  bv«,  oder 

X  X 

zv  =  2  av«  +  pv ,  bv  =  JB  bv*  —  qv , 

wo  pv  und  qv  positive  Zahlen  mit  Einschlufs  der  Null  sind.  Jetzt 
ist  offenbar: 

bv  —  av       S  bv*  —  av*     pv  -|-  q^ 

pt  X  pt  pl        ' 

In  dieser  Gleichung  hat  die  linke  Seite  und  jeder  der  ersten  m 
Summanden  auf  der  rechten  Seite  den  Grenzpunkt  Null,  folglich 
auch  der  letzte  Teil,  oder  da  pv  und  qv  nicht  negativ  sein  können» 

die  Quotienten  ^  und  ^![  selbst.     Stellt  also  F  den  Grenzwert 

pt  pt 

av  avx 

von  —  und  Fx  den  von  —^  dar,  so  folgt:  F  =  JSFx. 

pl  |;1  '  " 

d)  Wenn  zwei  Parallelogramme  dieselbe  Grundlinie  besitzen 
und  zwischen  denselben  Parallelen  liegen,  so  kann  man  stets 
durch  passende  Teilung  des  ersten  und  geeignete  Parallel- Ver- 
schiebung der  einzelnen  Teile  erreichen,  dafs  die  Teile  in  der 
neuen  Lage  das  zweite  Parallelogramm  bilden. 

Um  diesen  Satz  und  einige  ähnliche  recht  einfach  aussprechen 
zu  können,  führen  wir  folgende  Bezeichnung  ein: 

Zwei  Polygone  mögen  parallel-kongruent  heifsen,  wenn  ihre 
entsprechenden  Seiten  gleiche  Länge,  gleiche  Richtung  und  gleichen 
Abstand  besitzen,  wenn  also  das  eine  durch  blofse  Parallel- Ver- 
schiebung zur  Deckung  mit  dem  andern  gebracht  werden  kann. 

Hiernach  können  wir  sagen: 

Zwei  Parallelogramme  mit  gleichen  Grundlinien,  die  zwischen 
denselben  Parallelen  liegen,  können  stets  in  parallel-kongruente 
Teile  zerlegt  werden. 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  den  Entwicklungen,  die 
wir  an  die  Figuren  1  und  2  geknüpft  haben.  Läfst  man  z.  B  in 
Fig.  2  ABO  an  seiner  Stelle,  verschiebt  aber  AGKCO  in  der 
Richtung  AB  um  eine  Länge  gleich  AB  und  GDK  in  derselben 
Richtung  um  die  Länge  2AB,  so  erhält  man  das  Parallelogramm 
ABEF.     In  ähnlicher  Weise  kann  man  stets  verfahren. 

e)  Liegen   von    m   Parallelogrammen   Pj  .  .  .  Pm    jedesmal 


k 
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zwei  auf  einander  folgende  mit  gleichen  Seiten  zwischen  denselben 
Parallelen,  so  können  die  Parallelogramme  Pi  und  Pm  in  dieselbe 
Zahl  von  parallel-kongruenten  Teilen  zerlegt  werden. 

Man  hat  jedesmal  für  zwei  auf  einander  folgende  Flächen  die 
dem  vorigen  Satze  entsprechende  Teilung  auszufahren  und  jede 
solche  Zerlegung  auch  auf  die  vorhergehenden  zu  übertragen; 
dadurch  erhält  man  für  Pi  eine  Zahl  von  Teilen,  die  durch  blofse 
Verschiebung  in  eii^  solche  Lage  gebracht  werden  können,  dafs 
sie  das  Parallelogramm  P»  bilden. 

f)  Zwei  kongruente  Quadrate,  die  beliebige  Lage  zu  einander 
haben,  können  in  parallel-kongruente  Teile  zerlegt  werden;  mit 
anderen  Worten: 

Wenn  zwei  Quadrate  über  gleichen  Seiten  errichtet  sind,  so 
kann  man  stets  durch  passende  Teilung  des  ersten  und  geeignete 
Parallelverschiebung  der  einzelnen  Teile  erreichen,  dafs  die  Teile 
in  der  neuen  Lage  das  zweite  Quadrat  zusammensetzen. 

Es  genügt,  den  Satz  unter  der  Annahme  zu  beweisen,  dafs 
die  Quadrate  einen  Eckpunkt  gemeinschaftlich  haben.     So  seien 


(Fig.  3)  ABCD  und  AB  CD  zwei  Quadrate  und  AB  =  AB . 
Die  Geraden  AD'  und  DC  mögen  einander  in  E,  die  Geraden 
AB  und  B'C  in  G  schneiden;  die  durch  D'  zu  AB  gezogene 
Parallele  möge  in  L  mit  B'C'  und  die  durch  B  zu  AD'  gezogene 
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Parallele  in  F  mit  DC  zusammentreflFen.  Die  Schnittpunkte  von 
EG  mit  BF  und  mit  DX  seien  I  und  H,  und  in  K  mögen  die 
Geraden  BF  und  D'L  einander  schneiden.  Da  die  Dreiecke  ADE 
und  AB'G  kongruent  sind,  müssen  BD'  und  GE  parallel  sein. 
Von  den  Parallelogrammen  D'EFK,  D'EIB,  D'BGH  und  BGLK 
liegen  je  zwei  auf  einander  folgende  bei  gleicher  Grundlinie 
zwischen  denselben  Parallelen.  Die  Parallelogramme  ABFE  und 
AGHD'  können  also  in  parallel-kongruente  Stocke  zerlegt  werden. 
Dasselbe  gilt  einerseits  für  ABCD  und  ABFE,  andererseits  für 
AB'C'D'  und  AGLD',  also  auch  für  die  Quadrate  ABCD  und 
ABC'D. 

g)  Für  ein  Quadrat,  dessen  Seite  gleich  der  Längeneinheit 
ist,  erhält  man  stets  die  Mafszahl  eins. 

Um  die  Mafszahl  des  Quadrats  ABCD  durch  ein  Netz  zu 
bestimmen,  in  welchem  die  Parallelen  der  einen  Schar  mit  AB' 
parallel  sind,  konstruiere  man  das  kongruente  Quadrat  ABCD'. 
Da  eine  blofse  Parallelverschiebung  des  Netzes  keine  Änderung 
der  Mafszahl  herbeiführt,  können  wir  das  Netz  zu  Grunde  legen, 
das  durch  die  Geraden  AB'  und  AD'  bestimmt  wird.  Dann  ist 
die  Mafszahl  von  AB'C'D'  offenbar  gleich  eins.  Zerlegen  wir  jetzt 
nach  f)  die  Quadrate  ABCD  und  AB'C'D'  so  in  n  Teile  Pi  . . .  P» 
resp.  Qi  .  .  .  Qn,  dafs  jedesmal  P;^  zu  Q;?  parallel-kongruent  ist, 
so  liefern  nach  c)  die  Mafszahlen  von  Qi  .  .  .  Qn  die  Summe 
eins.  Nun  hat  nach  b)  für  das  gewählte  Netz  die  Fläche  Px  die- 
selbe Mafszahl  wie  Qx,  und  nach  c)  das  Quadrat  ABCD  als 
Mafszahl  die  Summe  der  für  Pi  .  .  .  Pn  enthaltenen  Mafszahlen, 
woraus  die  Wahrheit  der  Behauptung  hervorgeht. 

h)  Für  ein  Quadrat,  dessen  Seite  gleich  dem  rten  Teile  der 

Längeneinheit  ist,  erhält  man  stets  als  Mafszahl    -. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  unterscheidet  sich  nicht  von  dem 
des  vorangehenden. 

6.  Jetzt  können  wir  zum  Beweise  des  Satzes  übergehen: 

Die  durch  die  obige  Operation  erhaltene  Mafszahl  einer  ebenen 
Fläche  ist  von  der  Wahl  des  Netzes  unabhängig. 

In  einem  Netze  habe  man  den  Abstand  zwischen  je  zwei 
auf  einander  folgenden  Parallelen  gleich  dem  rten  Teile  der  Längen- 
einheit gemacht   und    die  Zahlen   av  und  bv  erhalten.     Ist   jetzt 


X  c 

die   gröfste  Differenz,   welche   der  Wert  von   —   —    ,    n.   bei 
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. —  =  d,  SO  kann  der  Unterschied  zwischen  -i  und  der  durch 

pt  '  pt 

dies  Netz  erhaltenen  Mafszahl  jedenfalls  nicht  gröfser  als  d  sein. 

Für  ein  zweites  Netz  nehme  man  den  Abstand  gleich  dem  (i>())ten 

Teile  der  Längeneinheit.    Von  den  hierbei  erhaltenen  Quadraten 

mögen  mindestens  c  innerhalb  eines  jeden  der  vorher  erhaltenen 

Quadrate  liegen.    Dann  kann  man  nach  5.  h)  durch  Vergröfserung 

c  1 

von  p  erreichen,  dafs  > — c^  beliebig  nahe  an  -i   kommt.     Ist   t 

1  c 

(pgy 

einem  der  ersten  Quadrate  erreicht,  so  beträgt  der  Unterschied 
der  durch  beide  Messungen  erhaltenen  Mafszahlen  höchstens  av.  e. 
Da  man  aber  bei  der  zweiten  Operation  q  beliebig  vergröfsern 
und  dadurch  s  beliebig  klein  machen  kann,  so  läist  sich  erreichen, 
dafs  av.  €  kleiner  wird  als  die  zuerst  gefundene  Gröfse  6.  Hier- 
nach können  sich  die  vermittelst  der  beiden  Netze  erhaltenen 
Mafszahlen  höchstens  um  die  Gröfse  26  unterscheiden,  und  dieser 
Wert  kann  dadurch  beliebig  klein  gemacht  werden,  dafs  man  v 
hinreichend  wachsen  läfst.  Hiernach  ist  der  Beweis  in  aller  Strenge 
erbracht. 

7.  Wir  haben  jetzt  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  krumme 
Flächen  gemessen  werden  können.  Dabei  wollen  wir  uns  aut 
Flächen  beschränken,  die  in  jedem  Punkte  eine  Tangentialebene 
besitzen,  oder  für  welche  diese  Forderung  wenigstens  im  allge- 
meinen erfüllt  ist.  Zunächst  beschreiben  wir  in  die  das  Flächen- 
stück begrenzende  Linie  einen  Sehnenzug  und  bezeichnen  die 
Punkte,  in  denen  zwei  Sehnen  zusammenstofsen,  der  Reihe  nach 
mit  Ao,  Ai,  Aj  .  .  .  Ax  .  .  .  Zu  irgend  zwei  auf  einander  fol- 
genden Punkten  Ax  Ax:i  bestimme  ich  auf  der  Fläche  einen 
weiteren  Punkt  Ax'  so,  dafs  die  durch  diese  drei  Punkte  gelegte 
Ebene  mit  den  drei  in  diesen  Punkten  an  die  Fläche  gelegten 
Tangentialebenen  Winkel  bildet,  die  kleiner  sind  als  ein  fest  ge- 
wählter Winkel  ö.  Zudem  soll  dasjenige  Stück  der  Fläche,  welches 
durch  die  Ebene  Ax  Ax  li  Ax'  von  der  übrigen  Fläche  abgetrennt 
wird,  die  Eigenschaft  haben,  dafs  der  Winkel  zwischen  den  Tan- 
gentialebenen,  die  in  irgend  zwei  Punkten  dieses  Teiles  an  die 
Fläche  gelegt  werden  können,  stets  kleiner  sind  als  6.     Ist  in 
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ähnlicher  Weise  von  Ax:i  und  Axf»  aus  der  Punkt  A«Vi  be- 
stimmt, so  wollen  wir  den  Fall  nicht  ausschliefen,  dafs  die  Punkte 
Ax'  und  Ax-ji  zusammenfallen;  wenn  aber  diese  beiden  Punkte 
verschieden  sind,  so  soll  das  Dreieck  Axj-i  Ax'  Ax'+i  ^en  jenen 
Bedingungen  genügen,  die  wir  für  Ax  Ax-i-i  Ax'  aufgestellt  haben. 
In  ähnlicher  Weise  schliefsen  wir  weitere  Dreiecke  an,  bis  die 
ganze  Fläche  mit  Dreiecken  angefüllt  ist.  Der  Grenzwert,  den 
die  Summe  der  Dreiecke  für  einen  immer  kleiner  werdenden 
Winkel  6  liefert,  ist  der  Inhalt  der  krummen  Fläche. 

Der  Beweis  bedarf  keiner  nähern  Ausführung,  da  es  nur 
nötig  ist,  die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  zu  über- 
tragen. Auch  wird  es  nicht  nötig  sein  zu  zeigen,  dafs  man  stets 
den  aufgestellten  Forderungen  genügen  kann.  Natürlich  ist  es 
nicht  nötig,  die  einzelnen  ebenen  Flächen  als  Dreiecke  voraus- 
zusetzen; man  darf  beliebige  Polygone  wählen,  wofern  nur  die 
oben  bezeichneten  Winkel  hinlänglich  klein  sind. 

8.  An  dieser  Stelle  möge  es  gestattet  sein,  auf  einen  Unter- 
schied hinzuweisen,  der,  wie  Hr.  Schwarz*)  gezeigt  hat,  zwischen 
krummen  Linien  und  krummen  Flächen  besteht.  Für  den  Beweis 
kommt  es  in  beiden  Fällen  auf  die  Kleinheit  der  Winkel  an;  aber 
bei  krummen  Linien,  die  überall  Tangenten  besitzen,  können  die 
Winkel  zwischen  einer  Sehne  und  den  in  ihren  Endpunkten  ge- 
zogenen Tangenten  stets  durch  hinlängliche  Verkleinerung  der 
Sehnen  beliebig  klein  gemacht  werden;  demgemäfs  kann  der 
Bogen  einer  krummen  Linie  definiert  werden  als  der  Grenzwert, 
dem  sich  die  Länge  des  Sehnenzuges  bei  unbegrenzter  Verklei- 
nerung der  einzelnen  Sehnen  nähert.  Dagegen  genügt  die  Fest- 
setzung, dafs  die  sämtlichen  Polygone,  die  in  die  krumme  Fläche 
eingeschrieben  werden,  unendlich  kleine  Werte  annehmen,  selbst 
bei  solchen  Flächen  nicht,  die  überall  Tangentialebenen  besitzen. 
Man  kann  eine  Anordnung  treffen,  bei  der  die  einzelnen  Poly- 
gone unendlich  klein  werden,  ohne  dafs  ihre  Ebenen  mit  den  in 
den  Eckpunkten  an  die  Fläche  gelegten  Tangentialebenen  immer 
kleinere  Winkel  bilden;  dann  wird  aber,  wie  Hr.  Schwarz  zeigt, 
die  Summe  der  Polygone  nicht  mehr  den  Inhalt  der  Fläche  dar- 
stellen, sondern  unbegrenzt  wachsen. 
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§  6. 
Die  MeMong  der  Körper. 

1.  Während  flächengleiche  ebene  Polygone  (wenigstens  in 
der  euklidischen  Ebene)  stets  in  kongruente  Teile  zerlegt  werden 
können,  gilt  ein  entsprechender  Satz  für  Polyeder  nicht  oder  hat 
wenigstens  bis  jetzt  nicht  erwiesen  werden  können.  Eine  allge- 
meiiie  Erörterung  der  Bedingungen,  unter  denen  es  bisher  ge- 
lungen ist,  inhaltsgleiche  Polyeder  aus  kongruenten  Stücken  zu- 
sammenzusetzen, darf  uns  hier  nicht  beschäftigen;  einzelne  Fälle 
müssen  wir  aber  anfuhren,  soweit  sie  für  die  folgende  Entwicklung 
gebraucht  werden.    Wir  gehen  von  dem  Satze  aus: 

»Wenn  die  Grund-  und  Endflächen  zweier  Prismen  in  den- 
selben beiden  parallelen  Ebenen  liegen  und  in  parallel-kongruente 
Teile  zerlegt  werden  können,  während  die  Seitenkanten  des  einen 
dieselbe  Richtung  haben,  wie  die  des  andern:  so  können  die 
Prismen  in  kongruente  Teile  zerlegt  werden,  die  durch  Parallel- 
verschiebung mit  einander  zur  Deckung  gebracht  werden  können.a 

So  mögen  die  Prismen  11  und  W  mit  ihren  Grundflächen 
P  und  P'  auf  derselben  Ebene  stehen;  die  Seitenkanten  des  einen 
mögen  dieselbe  Länge  und  dieselbe  Richtung  haben,  wie  die  des 
andern.  (Dann  liegen  auch  die  Endflächen  in  einer  Ebene.)  Zudem 
sei  die  Grundfläche  P  in  n  Teile  Pi  .  .  .  P«  .  .  .  Pn  und  die 
Grundfläche  P'  in  n  Teile  Pi'  .  .  .  P«  .  .  .  Pn'  in  der  Weise 
zerlegt,  dafs  jeder  Teil  Px  (für  x  =  1  .  .  .  n)  durch  Parallel- 
Verschiebung  zur  Deckung  mit  Px'  gebracht  werden  kann.  Als- 
dann konstruiere  man  über  Pi  .  .  .  Pn,  Pi'  .  .  .  Pn- jedesmal 
dasjenige  Prisma,  dessen  Seitenkanten  mit  denen  der  gegebenen 
Prismen  gleiche  Länge  und  gleiche  Richtung  haben ;  dadurch  wird 
n  in  die  n  Prismen  lli  .  .  .  /7n,  11  in  fli'  .  .  .  Iln  zerlegt. 
Verschiebt  man  Di  ohne  Drehung  so,  dafs  P^  mit  Pi '  zur  Deckung 
gelangt,  so  fällt  IIi  mit  /7i '  zusammen.  Da  dasselbe  von  11%  ...  Iln 
gilt,  so  ist  der  Satz  erwiesen. 

2.  Nach  den  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  können 
zwei  kongruente  Quadrate,  die  in  derselben  Ebene  liegen,  stets 
in  parallel -kongruente  Stücke  zerteilt  werden.  Somit  genügen 
zwei  kongruente  Würfel,  die  eine  Kante  gemeinschaftlich  haben, 
stets  den  Voraussetzungen  des  vorangehenden  Satzes;   sie  lassen 

Killing,  Orandlagen  der  Geometrie.    II.  3 
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sich  also  stets  aus  parallel-kougruenten  Teilen  zusammensetzen. 
Daraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

»Zwei  kongruente  Würfel  können  in  dieselbe  Anzahl  von 
Stücken  derartig  zerlegt  werden,  dafs  jedes  Stück  des  einen  durch 
Parallel -Verschiebung  zur  Deckung  mit  einem  Stück  des  andern 
gebracht  werden  kann.« 

Beim  Beweise  dürfen  wir  annehmen,  dafs  die  Würfel  einen 
Eckpunkt  gemeinschaftlich  haben.  So  sei  der  este  Würfel  be- 
stimmt durch  die  drei  von  demselben  Punkte  ausgehenden  gleichen 
Strecken  OA,  OB,  OC,  von  denen  jede  auf  den  beiden  anderen 
senkrecht  steht;  in  gleicher  Weise  seien  OA',  OB',  OC  die  drei 
vom  Punkte  O  ausgehenden  Kanten  des'  zweiten  Würfels,  und  es  sei 
OA'  =  OA.  Die  Ebene  OCA'  schneide  die  Ebene  OAB  in  OAi ; 
man  lasse  OBj  in  der  Ebene  OAB  auf  OAi  und  lasse  OQ  in 
der  Ebene  OCA'  auf  OA'  senkrecht  stehen.  Die  Punkte  Ai ,  Bi , 
Q  wähle  man  so,  dafs  OAi  =  OBi  =  OQ  =  OA  ist.  Dann 
liegen  OA,  OB,  OAi  und  OBi  in  derselben  Ebene,  die  auf  OC 
senkrecht  steht;  ebenso  liegen  OAi,  OC,  OA'  und  OCj  in  der 
auf  OBi  senkrecht  stehenden  Ebene;  endlich  stehen  die  Strecken 
OBi,  OCi,  OB  und  OC  auf  OA  senkrecht.  Die  vier  Würfel 
(O,  ABC),  (O,  AiBjC),  (O,  A'BiC),  (O,  A'B'C)  bilden  also 
eine  Reihe,  in  der  je  zwei  auf  einander  folgende  eine  Kante  ge- 
meinschaftlich haben.  Hiernach  übersieht  man  leicht,  wie  die 
den  Forderungen  des  Lehrsatzes  entsprechende  Zerlegung  aus- 
geführt werden  kann. 

Es  ist  vielleicht  ganz  passend,  die  Art  dieser  Zerteilung  etwas 
näher  darzulegen.  Zu  dem  Ende  bezeichne  ich  die  vier  Würfel 
der  Reihe  nach  mit  Wi,  Wg,  Wj,  W4.  Durch  Ebenen,  die  der 
Kante  OC  parallel  sind,  wird  der  erste  Würfel  in  die  Teile 
Tu'  ...  Ti 2™  und  der  zweite  Würfel  durch  solche  Ebenen  in 
die  Teile  T21'  .  .  .  T21*"  so  zerlegt,  dafs  jedesmal  T*,  und 
T*,  parallel-kongruent  sind.  Eine  entsprechende  Beziehung  finde 
zwischen  den  Teilen  T23'  .  .  .  Tgs"  des  zweiten  und  den  ent- 
sprechenden Teilen  T32'  .  .  .  T32"  des  dritten  Würfels  statt. 
Wenn  die  Teile  T*,  und  T^,  ein  Stück  Tf,,  gemeinschaftlich 
haben,  so  wird  diesem  als  einem  Teile  von  TJ,  ein  parallel- 
kongruentes Stück  T?2j  von  Wi  und  als  Teil  von  T^^  ein 
parallel-kongruentes  Stück  T?,^  von  W3  entsprechen.    Auf  diese 
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Weise  werden  der  erste  und  der  dritte  Würfel  in  Teile  zerlegt, 
die  durch  blofse  Verschiebung  zur  Deckung  gebracht  werden 
können.  Nun  werde  eine  entsprechende  Zerlegung  für  den  dritten 
und  vierten  Würfel  in  Teile  T^^  und  T^,  ausgeführt.  Hat  jetzt 
der  Teil  T^^  mit  dem  Teile  T?,^  ein  Stück  T^^.^  gemein- 
schaftlich, so  wird  dies  einen  Teil  T^a  3^  von  Wi  decken,  sobald 
T^,,  mit  Tfj,  zur  Deckung  gebracht  ward.  Entsprechend  kann 
das  Stück  T^^,,  durch  Parallel -Verschiebung  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  mit  einem  Teil  T^^,,  von  W4.  Die  hierdurch 
bestimmten  Teile  T^a.,^  und  T^,,,  erfüllen  die  angegebenen 
Forderungen. 

3.  Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  leicht,  die  im  vorigen 
Paragraphen  für  ebene  Flächen  durchgeführten  Entwicklungen  auf 
allseitig  begrenzte  Raumteile  (Körper)  zu  übertragen.*)  Wir  be- 
schränken uns  wieder  auf  den  einfachsten  Fall  und  setzen  demnach 
voraus,  dafs  der  zu  untersuchende  Körper  eine  einzige  begrenzende 
Fläche  besitzt  und  dafs  jede  ihn  schneidende  Gerade  zwei  Punkte 
mit  dem  Grenzgebilde  gemeinschaftlich  hat.  Unsere  Entwicklung 
gilt  also  direkt  aufser  für  zahlreiche  von  krummen  Flächen  be- 
grenzte Körper  für  alle  konvexen  Polyeder;  sie  kann  aber  leicht 
so  umgeändert  werden,  dafs  sie  auch  weitere  Klassen  von  Körpern 
umfafst. 

Wir  konstruieren  drei  Scharen  von  parallelen  Ebenen,  von 
denen  jedesmal  zwei  auf  einander  folgende  denselben  Abstand 
haben;  die  Ebenen  der  einen  Schar  sollen  auf  denen  der  beiden 
anderen  Scharen  senkrecht  stehen.  Dadurch  erhalten  wir  ein  Netz 
von  Würfeln,  deren  Kanten  dem  gegebenen  Abstand  gleich  sind. 
Wählt  man  diesen  Abstand  gleich  dem  rten  Teile  der  Längen- 
einheit und  liegen  zv  der  gebildeten  Würfel  innerhalb  des  zu 
messenden  Körpers,  während  bv  von  ihnen  im  stände  sind,  den 
Körper  einzuschliefsen,  so  setzen  wir  fest,  dafs  die  Mafszahl  zwischen 

-^  uod  -^  liegt.    Der  Nachweis,  dafs  durch  diese  Festsetzung  eine 

Zahl  bestimmt  wird,  und  dafs  diese  Zahl  von  der  Wahl  der  Ebenen 
unabhängig  ist,  erfordert  nur  solche  Erwägungen,  die  bereits  im 
vorigen  Paragraphen  durchgeführt  sind.  Wir  beschränken  uns 
daher  auf  folgende  kurze  Bemerkung. 

Wenn  für  einen  der  Längeneinheit  gleichen  Abstand  m  Ebenen 

3* 
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der  ersten,  n  Ebenen  der  zweiten  und  p  Ebenen  der  dritten  Schar 
den  Körper  schneiden,  so  werden  höchstens  np  +  pm  +  mn 
Schnittgerade  je  zweier  dieser  Ebenen  den  Körper  treffen.  Treten 
bei  einem  Abstände,  der  nur  den  i^tea  Teil  der  Längeneinheit 
beträgt,  die  Zahlen  m',  n',  p'  an  die  SteDe  von  m,  n,  p,  so  ist 

m'  <  i;  (m  +  1)  —  1 

n'  ^  i;  (n  +  1)  —  1 

p    <  r  (p  +  1)  -  1. 
Es  ist  aber  bv  —  a^  <  2  (np'  +  p'm'  +  ^'^)f  ^o  nimmt 

-—   unbegrenzt  ab. 

§7. 
Die  Messung  der  geraden  Streoke. 

Die  drei  letzten  Paragraphen  haben  uns  gelehrt,  die  Messung 
beliebiger  Linien,  Flächen  und  Körper  auf  die  Messung  der  geraden 
Strecke  zurückzufuhren.  Wenn  auch  direkt  nur  die  erste  Aufgabe 
auf  die  Messung  von  Strecken  hinauskommt,  so  übersieht  man 
doch  leicht,  dafs  auch  für  die  Lösung  der  zweiten  und  dritten 
Aufgabe  die  Mafszahlen  von  Strecken  unentbehrlich  sind.  Es  ist 
daher  notwendig,  den  Prozefs,  vermittelst  dessen  gerade  Strecken 
gemessen  werden,  eingehend  zu  untersuchen. 

1.  Um  eine  Strecke  b  durch  eine  Strecke  a  zu  messen,  trage 
ich  die  Strecke  a,  so  oft  es  angeht,  auf  b  ab.  Es  kann  vor- 
kommen, dafs  dies  genau  «-mal  möglich  ist,  wo  a  eine  ganze 
Zahl  ist;  dann  ist  b  =  a.  a.  Wenn  dies  nicht  möglich  ist,  so 
setzen  wir  voraus,  es  gebe  ein  Vielfaches  von  a,  welches  gröfser 
ist  als  b.  Hiernach  giebt  es  eine  ganze  Zahl  a  von  der  Beschaffen- 
heit, dafs  die  Strecke  a,  a-mal  auf  b  abgetragen,  die  Strecke  b 
noch  nicht  anfüllt,  dafs  aber  die  Hinzunahme  einer  weitern  Strecke 
a  bereits  über  b  hinausführt,  oder  dafs  ist: 

aa  <  b  <C  (a  +  1)  a. 

Um  die  Messung  weiter  fortsetzen  zu  können,  mufs^  man 
annehmen,  es  sei  möglich,  die  Strecke  a  in  r  gleiche  Teile  zu 
zerlegen.    Diejenige  Strecke,  die  man  genau  ^-mal  auf  a  abtragen 

kann,   bezeichnen  wir  durch  -a  und   legen  ihr  die  Mafszahl 

bei.    Kann  man  jetzt  die  Strecke  ~a  genau  /9-mal  auf  b  abtragen, 
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so  setzt  man  b  =  -a  und    nennt  -    die    Mafszahl.      Im    allge- 

V  p  ^ 

meinen  kann  man  aber  nur  eine  ganze  Zahl  ß  derartig  bestimmen, 

dafs  ist: 

V  V 

Nun  könnte  man  denken,  für  zwei  beliebig  gewählte  Strecken 
a  und  b  gäbe  es  immer  eine  ganze  Zahl  v  von  der  Beschaffen- 
heit, dafs     a  sich  vollständig  genau  auf  b  abtragen  läfst.    Das  ist 

aber  nicht  der  Fall,  und  eine  der  grofsartigsten  Entdeckungen, 
die  wir  den  Pythagoreern  verdanken,  ist  die  Erkenntnis,  dafs  zwei 
Strecken  kein  gemeinschaftliches  Mafs  besitzen  können. 

2.  Von  vornherein  müssen  wir  die  Existenz  inkommensura- 
beler  Strecken  fiir  höchst  wahrscheinlich  halten.  Man  trage  näm- 
lich die  Längeneinheit  von  einem  festen  Punkte  aus  beliebig  oft 
in  einer  bestimmten  Richtung  ab;  dadurch  gelangt  man  zu  Punkten, 
die  mit  den  Ziffern  1,  2,  3  .  . .  bezeichnet  werden  sollen.  Indem 
man  jetzt  die  Hälfte  der  Längeneinheit  von  demselben  Punkte 
aus  in  der  gegebenen  Richtung  abträgt,  wird  zwischen  je  zwei 

der  vorhin  bezeichneten  Punkte  a  und  a  +  1  ein  Punkt  — ^ — 

eingeschoben.  Macht  man  denselben  Prozefs  mit  dem  dritten, 
vierten  .  .  .  Teile  der  Längeneinheit,  so  werden  stets,  wie  weit 
man  auch  gehen  mag,  nur  diskrete  Punkte  markiert,  während  die 
nicht  markierten  Punkte  ganze  Strecken  anfüllen.  Man  wird 
kaum  annehmen  können,  dafs  die  Fortführung  dieses  Prozesses 
alle  in  der  festgesetzten  Richtung  liegenden  Punkte  liefert. 

Das  ist  denn  auch  bereits  von  den  Alten  direkt  gezeigt 
worden,  und  es  dürfte  nicht  ohne  Interesse  sein,  einen  geome- 
trischen Beweis  hierfür  mitzuteilen,  da  bei  den  bekannten  alge- 
braischen Beweisen  die  gemachten  Voraussetzungen  nicht  deutlich 
zu  Tage  treten.  In  einer  parabolischen  Raumform  sei  ABC  ein 
rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Seiten  AB  und  AC  einander  gleich 
sind.  Man  trage  CD  =  CA  auf  CB  ab  und  errichte  in  D  aut 
BD  die  Senkrechte,  welche  die  Seite  AB  in  E  triöt.  Dann  ist 
CAD  =  CDA  und  deshalb  .  auch  EAD  — ■  EDA.  Demnach  ist 
ED  =■  EA,  und  das  Dreieck  EDB  ist  ebenfalls  gleichschenklig- 
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rechtwinklig.  Hätten  jetzt  AC 
und  CB  ein  gemeinschaftliches 
MafSy  so  müfste  dasselbe  auch 
in  DB  und  AB,  also  auch  in 
DB  und  EB  enthalten  sein.  Es 
müfste  ako,  da  EA  <.  EB  ist, 
kleiner  sein  als  die  Hälfte  von 
AB.  Nun  kann  man  aber  auf 
EDB  dieselbe  Konstruktion  an- 
wenden und  so  stets  in  unbe- 
grenzter Folge  neue  gleich- 
schenklig-rechtwinklige Dreiecke  derartig  herleiten,  dafs  die  Kathete 
des  folgenden  Dreiecks  kleiner  ist  als  die  Hälfte  der  Kathete  des 
vorangehenden  und  dafs  ein  etwa  vorhandenes  gemeinschafitliches 
Mafs  von  AB  und  BC  auch  in  den  Seiten  aller  folgenden  Drei- 
ecke aufgeht.  Das  widerstreitet  aber  der  an  erster  Stelle  gemachten 
Annahme;  denn  wenn  es  eine  solche  Strecke  gäbe,  so  müfste 
für  ein  beliebiges  (i  ihr  2jti-faches  kleiner  sein  als  AB. 

3.    Ist  fiir  eine  Zahl  v  die  Gleichung  erfüllt:   b  —  -a,   so 

nennen  wir  A  =  -  die  Mafszahl  von  b  für  die  Strecke  a  als  Ein- 

V 

heit.     Wofern  für  irgend  eine   andere   Zahl  Vi    die  Zahl  «i    so 
bestimmt  ist,  dafs 

Vi  rt 

ist,  wird  auch  stets  die  Forderung  befriedigt: 

— a  !^  b  <C a. 

Vi      -  Vi 

Jede  rationale  Zahl  A  ist  also  durch  die  Festsetzung  A  =   - 

vollständig  bestimmt. 

Es  fragt  sich  aber,  ob  wir  auch  dann  von  einer  Mafszahl 
sprechen  können,  wenn  die  beiden  Strecken  kein  gemeinschaft- 
liches Mafs  haben.  Diese  Frage  spaltet  sich  nach  den  vorigen 
Entwicklungen  in  die  beiden  folgenden: 

a)  Ist  durch  die  Festsetzung: 

(1)«  <  A<5^^ 
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eine,  und  zwar  eine  einzige  Zahl  bestimmt,  wofern  eine  Methode 
bekannt  ist,  die  gestattet,  jedem  Werte  von  v  einen  der  Glei- 
chung (1)  entsprechenden  Wert  von  a  zuzuordnen? 

b)  kt  die  Strecke  b  ihrer  Gröfse  nach  vollständig  bestimmt, 
wenn  die  Längeneinheit  gegeben  und  die  Mafszahl  durch  die 
Festsetzung  (1)  bestimmt  ist? 

Natürlich  setzt  die  Aufstellung  der  zweiten  Frage  bereits  die 
Bejahung  der  ersten  voraus. 

Für  die  Beantwortung  der  ersten  Frage  erinnern  wir  uns, 
dafs  zahkeiche  Aufgaben  der  Algebra  nicht  durch  rationale  Zahlen 
gelöst  werden  können.  Suchen  wir  z.  B.  diejenige  Zahl  A,  deren 
Quadrat  gleich  2  ist,  so  erkennen  wir  unmittelbar,  dafs  diese 
Zahl  nicht  rational  sein  kann;  dagegen  zerfallen  alle  Zahlen,  deren 
Nenner  gleich  v  ist,  derartig  in  zwei  Klassen,  dafs  das  Quadrat 
der  zur  ersten  Klasse  gehörigen  Zahlen  kleiner,  das  Quadrat  jeder 
Zahl  der  zweiten  Klasse  aber  gröfser  ist  als  2.  Man  kann  dem- 
nach jedem  ganzzahligen  Nenner  v  eine  ganze  Zahl  a  so  zu- 
ordnen, dafs 

:-:  <  ^  <  C4-') 

ist.  Da  aber  für  positive  rationale  Zahlen-  A,  B,  C,  D  aus  den 
Gleichungen  A«  =  B,  C«  =  D  und  B  >  D  auch  A  >  C  folgt, 
so  mufs,  wenn  dies  Gesetz  allgemein  gültig  sein  soll,  auch  die 
Forderung  gestellt  w^erden: 

-  <  /2  '-  "  +  ^ 


2 


<. 


V 


Endlich  giebt  es  bei  Beschränkung  auf  positive  rationale 
Zahlen  nur  eine  einzige  Zahl  A,  die  bei  gegebenem  Werte  von 
B  der  Gleichung  genügt:  A*  =  B;  will  man  dies  Gesetz  für  alle 
positiven  Zahlen  B  aufrecht  erhalten,  so  mufs  man  annehmen, 
die  angegebene  Einschliefsung  stelle  nur  einen  einzigen  Wert  für 
V2  dar. 

Ebenso  stellt  keine  rationale  Zahl  den  Logarithmus  von  2 
für  die  Grundzahl  10  dar;  aber  für  jeden  Wert  von  v  läfst  sich 
ein  Wert  von  a  derartig  bestimmen,  dafs  ist: 

a  V  a  -f-  1 

10    <  2    <  10  ; 
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man  hat  also  zu  setzen: 

<  log  2  <  — - — . 

Auf  die  eigentliche  Theorie  der  Irrationalzahlen  können  wir 
hier  nicht  eingehen;  wir  begnügen  uns  mit  zwei  kurzen  Be- 
merkungen. An  erster  Stelle  weisen  wir  darauf  hin,  dafs  es  nicht 
notwendig  ist,  für  den  Nenner  v  alle  ganzen  Zahlen  zu  nehmen, 
dafs  es  vielmehr  genügt,  diejenigen  auszuwählen,  welche  Potenzen 
einer  bestimmten  Zahl  (etwa  von  10)  sind.  Zweitens  müssen 
wir  doch  den  Beweis  dafür  andeuten,  dais  man  mit  den  Irrational- 
zahlen rechnen  kann.  Dieser  beruht  darauf,  dafs,  wofern  für  eine 
Reihe  von  Zahlen  nur  gewisse  Intervalle  gegeben  sind,  man  auch 
für  eine  neue,  durch  die  Grundrechnungeu  aus  ihnen  gewonnene 
Zahl  ein  Intervall  angeben  kann,  und  dafs  das  letzte  Intervall 
immer  mehr  eingeschränkt  werden  kann,  sobald  man  die  Inter- 
valle für  die  ersten  Zahlen  hinlänglich  klein  werden  läfst.    Ist  z.  B. 

?<A<?+-\^<B<^.i 
so  hat  man  für  die  Summe  A  -1-  B  das  Intervall  ^— ^— ;  um  dies 

Intervall  für  einen  beliebigen  Wert  von  q  kleiner  als  -  zu  machen, 

hat  man  nur  fi  und  v  passend  zu  wählen. 

4.  Wir  haben  oben  vorausgesetzt,  dafs  man  jede  Strecke  in 
V  gleiche  Teile  zerlegen  kann.  Umgekehrt  erkennt  man  aber 
unmittelbar,  dafs  eine  deranige  Teilung  nur  auf  eine  einzige  Weise 
möglich  ist.  Demnach  ist  auqh  die  Länge  einer  Strecke  voll- 
ständig bestimmt,  wenn  ihre  Mafszahl  für  eine  gegebene  Längen- 
einheit bekannt  und  diese  Zahl  rational  ist.  Es  fragt  sich  aber, 
ob  bei  gegebener  Einheitsstrecke  auch  eine  irrationale  Mafszahl 
die  Länge  einer  Strecke  bestimmt.  Es  sei  also  eine  Strecke  a 
gegeben  und  eine  Zahl  durch  die  obige  Einschliefsung  für  jeden 
Wert  von  v  definiert.     Wir  wählen  einen  Punkt  O  und  tragen 

in    einer    festgewählten   Richtung   die    Strecken   OAv  =  -    und 

n  _i     1 

OAv  =  -     -— a  ab.    Wie  grofs  auch  immer  die  Zahl  v  gewählt 
ist,  bleibt  stets  eine  Strecke  Av  Av',  auf  der  der  gesuchte  Punkt 
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X  liegen  mufs.  Es  fragt  sich  aber,  ob  die  unendliche  Fortsetzung 
der  Einschliefsung  oder,  wenn  man  lieber  will,  die  Zusammen- 
fassung des  ganzen  Prozesses  den  Punkt  X  eindeutig  bestimmt. 
Nun  giebt  es  zwei  Möglichkeiten:  entweder  giebt  es  nur  einen 
Punkt  X,  der  allen  diesen  Festsetzungen  entspricht,  oder  es  giebt 
eine  Strecke  BB',  in  die  keine  zwei  Punkte  Av  und  Av'  hinein- 
fallen.   Im  letzten  Falle  müfste  die  Strecke  BB'  kleiner  sein  als 

a 

die    Strecke   Av  Av'.      Nun    ist  Av  A»''  =  -:    es    müfste    also 

V,  BB'  <  a  sein,  wie  grofs  man  auch  die  Zahl  v  wählen  mag. 
Die  Existenz  einer  solchen  Strecke  widerspricht  aber  dem  an 
erster  Stelle  vorausgesetzten  Satze.  Sobald  also  dieser  Satz  als 
richtig  angenommen  wird,  gehört  nach  Wahl  der  Längeneinheit 
zu  jeder  Strecke  eine  einzige  Mafszahl  und  zu  jeder  Mafszahl  eine 
bestimmte  Strecke. 

Der  Messung  einer  geraden  Strecke  liegen  demnach  die  beiden 
Voraussetzungen  zu  Grunde: 

a)  Wenn  eine  Strecke  b  gröfser  ist  als  eine  Strecke  a,  so 
giebt  es  immer  ein  Vielfaches  von  a,  welches  gröfser  ist  als  b. 

b)  Für  eine  beliebige  ganze  Zahl  v  kann  man  jede  Strecke 
in  V  gleiche  Teile  zerlegen. 

Es  erübrigt  noch,  die  Berechtigung  dieser  beiden  Voraus- 
setzungen zu  prüfen.  Zu  dem  Ende  müssen  wir  uns  mit  mehreren 
Untersuchungen  bekannt  machen,  die  teils  der  älteren,  teils  der 
neuesten  Zeit  angehören. 

§  8. 
Die  Stetigkeit  bei  Euklid. 

1.  Bei  einem  oberflächlichen  Einblick  in  Euklids  Elemente 
könnte  man  zu  der  Meinung  kommen,  als  ob  die  Stetigkeit  für 
die  Geometrie  keine  Bedeutung  habe;  denn  sie  wird  dort  nie- 
mals ausdrücklich  erwähnt.  Wir  müssen  uns  daher  fragen,  ob 
dieser  Begriff  vielleicht  nur  rein  äufserlich  zurücktritt,  zugleich  aber 
doch  einen  wesentlichen  Bestandteil  vieler  Beweise  bilde. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  wollen  wir  die  Art  und 
Weise  besprechen,  in  der  Euklid  die  Konstruktions-Aufgaben  be- 
handelt, da  diese  Aufgaben  einerseits  überaus  zahlreich  sind, 
andererseits   vielfach    geradezu    die  Rolle    von   Existenzbeweisen 
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spielen.  Da  tritt  uns  die  auffallende  Thatsache  entgegen,  dais  die 
Beweise  für  die  Richtigkeit  einer  Konstruktion  stets  eine  Lücke 
besitzen,  die  nur  vermittebt  des  Princips  der  Stetigkeit  ausgefällt 
werden  kann.  Wenn  Euklid  z.  B.  über  der  gegebenen  Grund- 
linie AB  ein  gleichseitiges  Dreieck  konstruieren  will,  so  beschreibt 
er  zwei  Kreise,  die  beide  die  Strecke  AB  zum  Radius  haben,  und 
von  denen  der  eine  in  A,  der  andere  in  B  einen  Mittelpunkt 
hat;  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Kreise  liefert  den  dritten 
Eckpunkt  des  Dreiecks;  aber  gerade  dafür,  dafs  die  Kreise  ein- 
ander schneiden,  fehlt  jeder  Nachweis. 

Überhaupt  werden  gerade  Linie  und  Kreis  in  jeder  Kon- 
struktions-Aufgabe benutzt.  Demnach  sollte  man  denken,  dafs  die 
Lehre  über  den  Schnitt  eines  Kreises  mit  einer  geraden  Linie 
oder  mit  einem  zweiten  Kreise  besonders  eingehend  behandelt 
wäre.  Aber  dem  ist  nicht  so;  gerade  diese  Teile  gehören  zu 
den  schwächsten  in  dem  sonst  so  vorzüglich  angelegten  Lehr- 
gebäude. Der  Beweis  des  überaus  einfachen  Satzes,  dafs  zwei 
Kreise  ganz  zusammenfallen,  wofern  sie  den  Mittelpunkt  und  einen 
Punkt  des  Umfanges  gemeinschaftlich  haben,  wird  in  mehrere  Teile 
zerlegt,  von  denen  jeder  zahlreiche  Erwägungen  erfordert.  Zwar 
nimmt  die  Untersuchung  über  die  gegenseitige  Lage  zweier  Kreise 
einen  bedeutenden  Raum  ein;  aber  wir  vermissen  gerade  die- 
jenigen Sätze,  die  für  die  Anwendungen  am  wichtigsten  sind;  so 
fehlen  die  Bedingungen  dafür,  dafs  zwei  Kreise  zwei  oder  einen 
oder  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  haben.  Demnach  leiden  alle 
Konstruktionen  bei  Euklid  an  der  Lücke,  dafs  man  nicht  weifs, 
ob  die  benutzten  Kreise  und  Geraden  einander  schneiden.  Selbst 
die  Konstruktion  des  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten  ist  von  diesem 
Mangel  nicht  frei:  wohl  wird  darauf  hingewiesen,  dafs  jedesmal 
die  Summe  zweier  Seiten  gröfser  sein  mufs  als  die  dritte;  aber 
den  Nachweis,  dafs  unter  dieser  Bedingung  die  Konstruktion  stets 
möglich  ist,  sucht  man  vergebens. 

Eine  ähnliche  Lücke  findet  man  in  der  Stereometrie,  wo 
ohne  jeden  Versuch  eines  Beweises  sehr  häufig  von  dem  Satze 
Gebrauch  gemacht  wird,  dafs  zwei  Ebenen  entweder  parallel  sind 
oder  sich  in  einer  geraden  Linie  schneiden. 

2.  Die  neueren  Lehrbücher  leiden  meistens  nicht  an  dem 
erwähnten  Mangel,   indem  sie  für  die  soeben  erwähnten  Sätze 
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Strenge  Beweise  liefern.  Dabei  wird  aber  das  Princip  der  Stetig- 
keit benutzt.  Um  z.  B.  zu  zeigen,  dafs  zwei  Kreise  einander 
schneiden,  wenn  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  gröfser  ist  als 
die  Differenz,  aber  kleiner  als  die  Summe  der  Radien,  beweist 
man,  dafs  dem  Um&nge  des  zweiten  Kreises  zwei  Punkte  A  und 
B  angehören,  von  denen  der  eine  im  Innern,  der  andere  im 
Aufsern  des  ersten  liegt;  dann  schliefst  man  weiter:  Jeder  der 
beiden  von  A  und  B  begrenzten  Bogen  des  zweiten  Kreises  liegt 
zum  Teil  im  Äufsern  und  zum  Teil  im  Innern  des  ersten  Kreises; 
folglich  mufs  auf  jedem  Bogen  mindestens  ein  Punkt  liegen,  der 
dem  Umfang  des  ersten  Kreises  angehört.  Dafs  aber  zwei  ver- 
schiedene Kreise  nicht  drei  Punkte  gemeinschaftlich  haben  können, 
wird  in  anderer  Weise  gezeigt.  (Die  Änderung,  welche  für  die 
Polarform  des  Riemannschen  Raumes  an  dieser  Entwicklung  an- 
gebracht werden  mufs,  kommt  hier  nicht  in  Betracht.) 

Der  vorhin  erwähnte  Satz  der  Stereometrie  wird  von  v.  Staudt 
in  folgender  Weise  ausgesprochen :  Zwei  Ebenen  haben  eine  ge- 
rade Linie  gemeinschaftlich,  sobald  sie  sich  in  einem  Punkte 
treflFen.  Zum  Beweise  zieht  er  durch  den  gemeinschaftlichen  Punkt 
A  in  der  ersten  Ebene  zwei  Gerade,  die  der  zweiten  nicht  an- 
gehören. Jede  dieser  Geraden  wird  durch  den  Punkt  A  in  zwei 
Halbgerade  geteilt,  die  auf  verschiedenen  Seiten  der  zweiten  Ebene 
liegen.  Demnach  kann  man  in  der  ersten  Ebene  die  Halbgeraden 
AB  und  AC  so  wählen,  dafs  sie  nicht  derselben  Geraden  ange- 
hören und  auf  verschiedenen  Seiten  der  zweiten  Ebene  liegen. 
Zieht  man  die  Strecke  BC,  so  findet  auf  ihr  ein  Übergang  von 
der  einen  Seite  zur  andern,  also  auch  ein  Schnitt  mit  der  zweiten 
Ebene  statt.  Dafs  der  Schnittpunkt  beiden  Ebenen  angehört,  diese 
also  eine  gerade  Linie,  aber  keinen  weiteren  Punkt  gemeinschaftlich 
haben,  folgt  aus  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Ebene. 

3.  Ich  erachte  es  nicht  für  notwendig,  das  Princip  der  Stetigkeit 
in  voller  Allgemeinheit  auszusprechen.  Für  die  meisten  Anwen- 
dungen genügt  folgende  Form:  Eine  Linie  gehöre  ganz  einem 
Gebilde  an,  das  in  zwei  Teile  zerlegt  ist;  wenn  dann  die  Linie 
mit  jedem  Teile  mindestens  einen  Punkt  gemeinschaftlich  hat,  so 
mufs  sie  auch  die  Grenze  treflFen.  Auch  folgende  Form  läfst  sich 
sehr  häufig  anwenden:  Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einem  Gebilde, 
das   in   zwei  Teile   zerlegt  ist,  und  gehört   er   bei  Beginn   der 
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Bewegung  dem  einen  und  beim  Ende  der  Bewegung  dem  andern 
Teile  an,  so  mufs  er  während  der  Bewegung  mindestens  einmal 
auf  die  Grenze  der  beiden  Teile  gelangen. 

4.  Dies  Axiom  liefert  uns  den  Nachweis  für  den  einen  der 
beiden  Sätze,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  vorausgesetzt  haben, 
indem  sich  mit  seiner  Hilfe  zeigen  läfst,  dafs  jede  Strecke  in  be- 
liebig viele  gleiche  Teile  zerlegt  werden  kann.  Um  z.  B.  die 
Möglichkeit  der  Halbierung  zu  erkennen,  ohne  die  bekannte  Kon- 
struktion zu  benutzen,  nehme  man  auf  der  Strecke  AB  einen 
beliebigen  Punkt  C  an;  dann  ist  entweder  AB  =  BC,  oder  einer 
der  beiden  Teile  ist  gröfser  als  der  andere.  Ist  AC  >  Q5,  so 
mache  man  AD  =  CB  und  findet  AD  <C  DB.  Läfst  man  einen 
Punkt  X  von  D  nach  C  sich  bewegen  und  macht  AY  =  2AX, 
so  bewegt  sich  zugleich  Y  von  E  nach  F,  wo  E  der  Strecke  AB 
angehört,  F  über  B  hinaus  liegt.  Es  mufs  also  Y  den  Punkt  B 
erreichen,  und  der  zu  dieser  Lage  von  Y  gehörende  Punkt  X 
ist  die  Mitte  von  AB. 

Hiemach  kann  man  jede  Strecke  in  v  gleiche  Teile  zerlegen, 
wofern  v  eine  Potenz  von  2  ist.  Für  eine  andere  Zahl  v  suche 
man  eine  Potenz  von  2,  die  gröfser  ist  als  v.  Da  es  solche 
Potenzen  von  2  giebt,  kann  man  durch  wiederholte  Halbierung 
eine  Strecke  AG  finden,  die,  r-mal  als  Summand  gesetzt,  eine 
Strecke  liefert,  welche  kleiner  ist  als  AB.  Dann  ist  offenbar 
rGB  gröfser  als  AB.  Somit  läfst  sich  der  für  r  =  2  angegebene 
Beweis  für  jedes  v  durchführen. 

Wofern  man  den  angeführten  Satz  auf  diese  oder  eine  ähn- 
liche Weise  beweist,  beruht  jeder  geometrische  Lehrsatz,  bei  dem 
eine  Messung  benutzt  wird,  auf  dem  Axiom  der  Stetigkeit.  Das 
gilt  in  Euklids  Lehrgebäude  für  die  ganze  Ähnlichkeitslehre,  sowie 
auch,  worauf  wir  kurz  hinweisen  wollen,  für  die  analytische  Be- 
handlung der  Geometrie.  Daran  ändert  sich  auch  nichts,  wenn 
man,  statt  die  Möglichkeit  der  Zerlegung  nur  principiell  herzu- 
leiten, den  rten  Teil  einer  Strecke  direkt  durch  eine  Konstruktion 
vermittelt,  da  der  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Konstruktion 
das  angegebene  Axiom  ebenfalls  benutzt. 

5.  Wenn  das  Axiom  der  Stetigkeit  in  der  Geometrie  nicht 
entbehrt  werden  kann,  so  ist  es  offenbar  gestattet,  dasselbe  auch 
in  solchen  Fällen  anzuwenden,  wo  es  zwar  nicht  unbedingt  not- 
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wendig  ist,  wo  seine  Benutzung  aber  dazu  dient,,  einen  Beweis 
wesentlich  zu  vereinfechen.  Das  geschieht  auch  vielfach  in  neueren 
Werken.  So  kennt  jeder  die  Schwierigkeiten,  die  bei  der  ge- 
wöhnlichen Behandlung  der  Beweis  des  Satzes  macht :  Wenn  zwei 
Dreiecke  in  zwei  Seiten  übereinstimmen,  der  eingeschlossene 
Winkel  im  ersten  aber  grölser  ist  als  im  zweiten,  so  ist  auch 
die  dritte  Seite  im  ersten  gröfser  als  im  zweiten.  Der  gebräuch- 
liche Beweis  unterscheidet  drei  Fälle,  von  denen  jeder  zahlreiche 
Schlüsse  bedarf.  Dagegen  wird  der  Beweis  sehr  einfach,  wenn 
man  das  angegebene  Axiom  benutzt,  worüber  man  etwa  das 
Lehrbuch  der  Stereometrie  von  Schwering  vergleichen  wolle. 

§  y. 
Der  Verbältnisbegriff  bei  Euklid. 

1.  Indem  die  neuere  Zeit  den  ZahlbegrifF  so  erweitert  hat, 
dafs  er  auch  gebrochene  und  irrationale  Zahlen  umfafst,  führt  sie 
den  Begriff  des  Verhältnisses  auf  den  der  Mafezahl  zurück.  Um 
das  Verhältnis  zweier  Gröfsen  zu  bestimmen,  mifst  man  beide 
durch  dieselbe  dritte,  mit  ihnen  gleichartige  Gröfse  und  dividiert 
die  Mafszahl  der  ersten  durch  die  der  zweiten.  Dabei  ist  nur  zu 
zeigen,  was  keine  Schwierigkeit  macht,  dafs  der  Quotient  von 
der  als  Einheit  gewählten  Gröfse  unabhängig  ist.  Man  kann  daher 
geradezu  die  zweite  Gröfse  zur  Einheit  wählen  und  dann  das 
Verhältnis  der  ersten  zur  zweiten  als  die  Mafszahl  definieren, 
welche  man  für  die  erste  Gröfse  erhält. 

Es  verdient  des  folgenden  wegen  bemerkt  zu  werden,  dafs 
die  Teilung,  die  wir  bei  der  Messung  benutzt  haben,  durch  Ver- 
vielfältigung ersetzt  werden  kann.  Ist  z  die  Mafszahl  einer  Gröfse 
A  durch  eine  Gröfse  B  (oder  das  Verhältnis  von  A  zu  B),  so 
zerfallen  für  einen  irrationalen  Wert  von  z  die  sämtlichen  Brüche 
mit  dem  Nenner  v  in  zwei  Klassen  derart,  dafs  die  Brüche  der 
ersten  Klasse  kleiner,  die  der  zweiten  gröfser  sind  als  z.    Ist  aber 

-  <  z,  so  ist  a  .  B  <  rA,  und  für  ^  >  z  ist   /9B  >  vk.     Bei 

V  V 

einem  rationalen  Werte  von  z  kann  sein  -  =  z,   und   zugleich 

a  .  B  =  vk.  Wenn  also  zwei  Paare  gleichartiger  Gröfsen  A 
und  B,  C  und  D  gegeben  sind,  und  wenn  mit  der  Ungleichheit 
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a  .  B  <C  r  .  A  jedesmal  die  Ungleichheit  a  .  D  <I »'  .  C,  und  mit 
aB  >  vA  stets  a  .  D  >  r  .  C  und  mit  der  Gleichheit  a .  B  =  i' .  A 
auch  a  .  D  =  r .  C  verbunden .  ist,  so  ist  die  Mafszahl  von  A  für 
die  Einheit  B  gleich  der  Mafszahl  von  C  durch  D;  oder  die 
Gröfsen  A  und  B  haben  zu  einander  dasselbe  Verhältnis  wie  C 
und  D. 

2.  Nach  dieser  Vorbereitung  gehen  wir  dazu  über,  die  Art, 
wie  Euklid  das  Verhältnis  behandelt,  kurz  darzulegen,  indem  wir 
den  Leser,  der  sich  genauer  mit  dieser  Theorie  bekannt  machen 
will,  auf  die  eingehende  Erörterung  verweisen,  die  Herr  Stolz  im 
ersten  Bande  seiner  »allgemeinen  Arithmetik«  giebt.  Vor  allem 
kommt  es  auf  drei  Definitionen  an,  die  im  Anfange  des  fünften 
Buches  die  dritte,  vierte  und  fünfte  Stelle  einnehmen,  und  die 
folgendermafsen  lauten: 

»Verhältnis  ist  eine  gewisse  Beziehung  zweier  gleichartiger 
Gröfsen  auf  einander  hinsichtlich  ihrer  Gröfse.« 

»Ein  Verhältnis  zu  einander  haben  Gröfsen,  welche  verviel- 
fältigt einander  übertreffen  können.« 

»Die  Gröfse  A  hat  zu  B  dasselbe  Verhältnis  wie  C  zu  D, 
wenn  von  beliebigen,  aber  gleichen  Vielfachen  der  ersten  und 
dritten  und  beliebigen  gleichen  Vielfachen  der  zweiten  und  vierten, 
die  Vielfachen  der  ersten  und  dritten  zugleich  entweder  kleiner 
oder  ebensogrofs  oder  gröfser  sind  als  die  Vielfachen  der  zweiten 
und  vierten,  nach  der  Ordnung  mit  einander  verglichen.« 

Dafs  Euklid  von  seiner  Definition  des  Verhältnisses  nicht 
befriedigt  ist,  geht  aus  der  Form  deutlich  hervor.  Über  die  an 
zweiter  Stelle  mitgeteilte  Definition  wollen  wir  nachher  sprechen, 
nachdem  wir  einige  Worte  über  die  letzte  Definition  gesagt 
haben.  Um  zu  erkennen,  ob  das  Verhältnis  der  Gröfsen  A  und 
B  dasselbe  sei,  wie  das  der  Gröfsen  C  und  D,  giebt  Euklid  fol- 
gende Vorschrift :  Man  wähle  alle  Zahlenpaare  a  und  v  und  bilde 
die  Gröfsen  a  .  B,  a  .  D,  r  .  A,  r  .  C;  sollen  jetzt  die  Verhält- 
nisse gleich  sein,  so  mufs  jedesmal,  wenn  a  .  B  >  r  .  A  ist,  auch 
a  .  D  >  r  .  C  sein;  ebenso  mufs  für  jedes  Zahlenpaar  (a,  v), 
für  welches  a  ,B  <iv  -  A  ist,  a  ,  D  <C  ^  C  sein,  und  mit  der 
Gleichheit  a  .  B  =  v  .  A  mufs  stets  die  Gleichheit  a  .  D  =  r  .  C 
verbunden  sein.  Nur  wofern  diese  Bedingungen  für  alle  Zahlen- 
paare erfüllt  sind,  haben  die  Gröfsen  dasselbe  Verhältnis. 
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Nachdem  diese  Definition  als  berechtigt  anerkannt  ist,  wird 
allerdings,  wie  wir  beiläufig  erwähnen  möchten,  die  zuerst  an- 
geführte Definition  Euklids  in  etwa  entbehrlich;  denn  es  kommt 
vor  allem  darauf  an,  dafs  man  über  die  Gleichheit  oder  Ungleich- 
heit zweier  Verhältnisse  Aufschlufs  geben  kann,  und  das  wird 
durch  diese  Definition  und  die  ihr  folgende,  die  ähnlich  lautet, 
geleistet.  Aber  an  sich  macht  die  Definition  durchaus  den  Ein- 
druck der  Willkür,  da  eine  Prüfiing  verlangt  wird,  bei  der  man 
alle  Paare  von  ganzen  Zahlen  benutzen  mufs;  ja,  man  ist  von 
vornherein  nicht  sicher,  ob  die  angegebenen  unendlich  vielen 
Forderungen  mit  einander  vereinbar  sind.  Erst  die  oben  ent- 
wickelte Art  der  Messung  führt  uns  in  das  Verständnis  dieser 
Definition  ein. 

3.  Beim  Beweise  der  Sätze  über  Proportionen  sind  zwei 
Methoden  bei  Euklid  besonders  beliebt.  An  vielen  Stellen  wendet 
er  die  angegebene  Definition  direkt  an.  Wenn  er  z.  B.  zeigen 
will,  dafs  zwei  Dreiecke  A  und  B  von  gleicher  Höhe  sich  ihrem 
Inhalte  nach  wie  ihre  Grundlinien  a  und  b  verhalten,  so  multi- 
pliziert er  die  Grundlinie  a  des  ersten  mit  einer  beliebigen  Zahl  v 
und  die  Grundlinie  b  des  zweiten  mit  einer  beliebigen  Zahl  a 
und  konstruiert  über  den  neuen  Grundlinien  jedesmal  Dreiecke 
mit  der  gegebenen  Höhe;  da  jetzt  für  i^ .  a  >  a  .  b  auch  v  .  A 
>  a  .  B  ist  u.  s.  w.,  so  folgt  die  Wahrheit  des  Satzes  aus  der 
mitgeteilten  Definition.  Vielfach  wendet  aber  Euklid  das  indirekte 
Beweisverfahren  an.  Um  zu  beweisen,  dafs  sich  A  :  B  wie  C  :  D 
verhält,  nimmt  er  an,  die  beiden  ersten  Gröfsen  verhielten  sich 
wie  C  zu  einer  neuen  Gröfse  E,  und  zeigt,  dals  E  weder  gröfser 
noch  kleiner  sein  kann  als  D.  In  neuerer  Zeit  wendet  man  das 
letzte  Verfahren  noch  viel  häufiger  an,  namentlich,  wenn  das 
Verhältnis  irrational  ist.  Ich  halte  es  für  natürlicher,  die  Messung 
beim  Beweise  zu  verwenden  und  etwa  die  Mafszahl  als  Decimal- 
zahl  vorauszusetzen;  ich  habe  gefunden,  dafs  bei  dieser  Methode 
auch  das  Verständnis  wesentlich  erleichtert  wird. 

4.  Vergleicht  man  die  beiden  ersten  oben  von  uns  angeführten 
Definitionen  Euklids  mit  einander,  so  erkennt  man,  dafs  die  zweite 
ein  wesentliches  Merkmal  gleichartiger  Gröfsen  angeben  will.  Aus 
den  Anwendungen,  die  Euklid  von  dieser  Definition  macht,  ersieht 
man,  dafs  der  Sinn  in  folgender  Weise  angegeben  werden  kann: 
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Sind  A  und  B  gleichartige  Gröfsen,  so  sind  sie 

a)  entweder  gleich  oder  die  eine  ist  gröfser  als  die  andere, 

b)  auch  für  zwei  beliebige  Zahlen  a  und  ß  sind  die  Gröisen 
a  .  A  und  ß  .  B  entweder  gleich  oder  ungleich; 

c)  ist  B  <C  A,  so  giebt  es  jeden&Us  eine  Zahl  fi  so,  da(s 
^  .  B  >  A  ist. 

Gerade  auf  den  dritten  Punkt  kommt  es  Euklid  an;  denn 
während  die  beiden  ersten  Teile  der  Definition  nicht  weiter  be- 
nutzt werden,  schliefst  er  aus  dem  dritten  Teile,  im  ersten  Satze 
des  zehnten  Buches,  dafs,  wenn  zwei  ungleiche  gleichartige  Gröisen 
gegeben  sind,  man  durch  wiederholte  Halbierung  der  gröfseren 
zu  einer  Gröfse  gelangt,  die  kleiner  ist  als  die  andere.  Dafs  die 
Alten  derartigen  Sätzen  bereits  ihr  Augenmerk  zuwandten,  kann 
kaum  genug  bewundert  werden.  Indessen  dürfen  wir  uns  nicht 
verhehlen,  dafs  hier  ein  neues  Axiom  in  die  Geometrie  eingefuhn 
ist  oder  doch  ein  Satz  aufgestellt  wird,  dessen  Herleitung  aus  den 
übrigen  Voraussetzungen  nicht  geringen  Schwierigkeiten  unter- 
liegen dürfte.  Denn  nur  solche  Gröfsen  als  gleichartige  zu  be- 
trachten, die  den  angegebenen  drei  Forderungen  genügen ,  ist 
nicht  gestattet.  So  sind  zwei  beliebige  (gerade)  Strecken  ohne 
Zweifel  gleichartige  Gröfsen ;  dafs  aber  bei  zwei  ungleichen  Strecken 
stets  ein  gewisses  Vielfache  der  kleineren  gröfser  ist  als  die  grö- 
fsere,  ist  nicht  von  vornherein  klar.  Welche  Wichtigkeit  die 
Alten  diesem  Princip  beilegten,  ersieht  man  aus  einem  Werk, 
das  nur  wenig  jünger  ist  als  die  Elemente  Euklids.  Archimedes 
schickt  nämlich  seinem  ersten  Buche  über  Kugel  und  Cylinder 
ohne  Beweis  mehrere  Sätze  voraus,  von  denen  der  fünfte  nach 
der  von  Heiberg  mitgeteilten  lateinischen  Übersetzung  folgenden 
Wortlaut  hat: 

Inter  lineas  inaequales  et  inaequales  superficies  et  inaequalia 
solida  malus  excedere  minus  eiusmodi  magnitudine,  quae  ipsa  sibi 
addita  quamvis  magnitudinem  datam  earum,  quae  cum  ea  com- 
parari  possint,  excedere  possit. 

Herr  Stolz,  der  in  neuerer  Zeit  zuerst  auf  die  Wichtigkeit 
dieses  Satzes  hingewiesen  haben  dürfte,  nennt  ihn  den  Archi- 
medischen Grundsatz  und  giebt  ihm  folgenden  Ausspruch: 

»Eine  Gröfse  kann  so  oft  vervielfältigt  werden,  dafs  sie  jede 
andere  mit  ihr  gleichartige  übertrifft.« 
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Es  ist  dies  die  erste  Voraussetzung,  die  wir  bei  der  Messung 
der  Strecken  benutzt  haben.  Als  Ergebnis  der  §§  4—8  können 
wir  demnach  hinstellen,  dafs,  wofern  diese  Voraussetzung  für 
Strecken  gilt,  sie  auch  allgemein  bei  gleichartigen  Gröfsen  gültig 
bleibt.  Indem  wir  zur  weiteren  Prüfung  dieser  Voraussetzung 
übergehen,  bemerken  wir,  dafs  die  Untersuchung,  ob  wir  es  mit 
einem  neuen  Axiom  oder  mit  einem  aus  den  übrigen  geome- 
trischen Voraussetzungen  folgenden  Lehrsatz  zu  thun  haben,  noch 
nicht  abgeschlossen  ist;  wir  müssen  uns  daher  damit  begnügen, 
in  den  folgenden  §§  den  Stand  der  Frage  darzulegen. 


§  10. 
Oftntora  transflnite  Zahlen. 

1.    Herr  CantorH  betrachtet  an  erster  Stelle  die  Reihe  d^r 
realen  ganzen  Zahlen 

(I)     1,  2,  3  .  .  .  V  .  .  . 

und  legt  ihr  die  erste  Mächtigkeit  bei.  Indem  er  die  negativen 
Zahlen  aufser  acht  läist,  nimmt  er  zunächst  die  gebrochenen  Zahlen 
hinzu.    Dabei  schreibt  er  der  Gleichförmigkeit  wegen  auch  die 

ganzen  Zahlen  in  der  Form  -  (für  i;  =  1)  und  setzt  fest,  dafs 

/E£  und  V  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  (aufser  eins)  haben. 
Er  setzt  /ti  +  i'  —  1  =  N  und  bezeichnet  die  Zahl  N  als  die 
Höhe  der  gebrochenen  Zahl.  Zu  N  ^  1  gehört  nur  die  eine 
Zahl  I,  zu  N  =  2  gehören  die  Zahlen  \  und  |^,  zu  N  —  3  die 
Zahlen  \  und  f ,  zu  N  =  4  bereits  i,  i,  f,  f  u.  s.  w.  Jetzt 
ordne  man  die  rationalen  Zahlen  nach  ihrer  Höhe  und  die  zu 
derselben  Höhe  gehörigen  Zahlen  nach  ihrer  natürlichen  Gröfse. 
Dadurch  erhält  man  eine  feste  Ordnung,  die  mit  folgenden  Zahlen 
beginnt: 

i>  \y  h  \>  \y  h  h  \>  \  u.  s.  w. 

Indem  man  jeder  Rationalzahl  diejenige  ganze  Zahl  zuordnet, 
welche  angiebt,  welchen  Platz  sie  bei  dieser  Anordnung  erhält, 
erkennt  man,  dafs  man  die  Gesamtheit  der  rationalen  Zahlen  in 
eindeutige  umkehrbare  Beziehung  zu  den  natürlichen  Zahlen 
bringen  kann. 

Killiny,  OrnodUgen  der  Geometrie.    11.  4 
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Cantor  zeigt  aber,  dafs  derselbe  Satz  auch  fiir  die  Gesamt* 
heit  der  (reellen  positiven)  algebraischen  Zahlen  gilt:  Jede 
algebraische  Zahl  c  genügt  nämlich  einer  Gleichung  von  der  Form: 

«oö»*  +  aiö»>-i  +  .  .  .  +  an  —  0, 
wo  ao,  ai  .  .  .  an  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Faktor 
sind,  und  wo  es  gestattet  ist,  die  Gleichung  als  irreducibel  voraus- 
zusetzen. Indem  mit  oo,  ai  .  .  .  an  die  absoluten  Betrage  der 
Koefficienten  ao>  ai  .  .  .  an  bezeichnet  werden,  bestinmit  Htirr 
Cantor  die  Höhe  N  dieser  algebraischen  Zahl  ö  durch  die  Fest* 
Setzung: 

N  =  n  —  2  +  ao  +  «1  +  .  .  .  +  «n. 

Dann  giebt  es  zu  jedem  ganzzahligen  positiven  Werte  von  N 
nur  eine  endliche  Anzahl  9p  (N)  von  algebraischen  reellen  Zahlen, 
deren  Höhe  gleich  N  ist.  So  ist  q)  (1)  =  1,  9)  (2)  —  2,  gp  (3)  =  4 
u.  s.  w.  Die  zu  derselben  Höhe  gehörigen  Zahlen  ordne  man 
nach  ihrer  Gröfse  und  lasse  auf  die  zur  Höhe  N  gehörigen  Zahlen 
diejenigen  Zahlen  folgen,  deren  Höhe  gleich  N  +  i  ist.  Dem- 
nach beginnt  die  Reihe  mit  den  Zahlen  1,  -J-,  2,  -J^,  \  /2,  /2,  3. 
Indem  man  in  gleicher  Weise  fortschreitet,  ist  es  möglich,  alle 
algebraischen  Zahlen  in  eine  unendliche  Reihe  einzuordnen;  sie 
besitzen  also  ebenfalls  die  erste  Mächtigkeit. 

2.  Dagegen  ist  es,  wie  Cantor  bewiesen  hat,  nicht  mögUch, 
die  sämtlichen  Werte  eines  Continuums  auf  die  Reihe  der  natür- 
lichen Zahlen  eindeutig  zu  beziehen.  Es  würde  zu  viel  Raum 
beanspruchen,  wenn  wir  versuchen  wollten,  diese  Behauptung  hier 
zu  beweisen;  für  unsern  Zweck  genügt  es,  kurz  die  Ergebnisse 
zu  erwähnen,  zu  denen  Hr.  Cantor  durch  äufserst  scharfsinnige 
Untersuchungen  geführt  ist. 

Wir  erinnern  zunächst  an  einen  Satz,  den  wir  im  dritten 
Abschnitt  (Erster  Band  S.  168)  bewiesen  haben.  Diesen  Satz, 
den  wir  dort  auf  einen  speciellen,  geometrisch  besonders  hervor- 
tretenden Fall  eingeschränkt  haben,  wollen  wir  hier  ganz  allgemein 
und  in  rein  analytischer  Form  aussprechen: 

»Wir  betrachten  diejenigen  Wertsysteme  (xi  .  .  .  Xn),  für 
welche  jede  einzelne  Variabele  einen  positiven  Wert  hat,  fiir  den 
ist  xi  <  ai ,  .  .  .  Xn  <  an,  wo  ai  .  .  .  an  gegebene  positive  Werte 
sind;  zugleich  lassen  wir  die  Variabele  y  alle  reellen  Werte 
zwischen  0  und  1  annehmen ;  dann  ist  es  möglich,  die  sämtlichen 
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Wertsysteme  (xi  .  .  .  Xn)  derartig  den  Werten  y  zuzuordnen, 
dafe  jedem  Wertsystem  ein  einziger  Wert  von  y  und  umgekehrt 
jedem  Werte  von  y  ein  einziges  Wertsystem  (xi  .  .  .  Xn)  ent- 
spricht« 

Die  Gesamtheit  aller  reellen  Zahl  werte,  die  zwischen  zwei 
festen  Grenzen  liegen,  bezeichnet  Cantor  als  ein  Continuum;  der 
mitgeteilte  Satz  zeigt,  dais  die  Mächtigkeit  des  Continuums  die- 
selbe ist  wie  die  von  Wertsystemen,  die  sich  auf  entsprechende 
Weise  bei  beliebig  vielen  Variabein  bilden  lassen.  Stetig  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeiten  haben  sonach  immer  dieselbe  Mächtig- 
keit, die  über  die  erste  Mächtigkeit  hinausgeht,  die  aber,  wie 
Cantor  zeigt,  auf  die  erste  Mächtigkeit  folgt  und  deshalb  von  ihm 
als  die  zweite  Mächtigkeit  bezeichnet  wird. 

3.  Nun  sucht  Cantor  die  natürliche  Zahlenreihe  so  zu  er- 
weitem, dafs  die  Darstellung  des  Continuums  möglich  wird.  Zu 
dem  Ende  stellt  er  folgende  Betrachtungen  an. 

Während  in  der  Zahlenreihe 

(I)  1,  2,  3  .  .  .  j;  .  .  . 
keine  gröfste  Zahl  existiert,  denkt  er  eine  neue  Zahl  €9,  um  aus- 
zudrücken, dafs  der  ganze  Inbegriff  (I)  in  seiner  natürlichen 
Succession  dem  Gesetze  nach  gegeben  ist.  Auf  die  Setzung  der 
Zahl  CO  läfst  er  weitere  Setzungen  der  Einheit  folgen  und  erhält 
dadurch  die  Zahlen 

CO  +  1,  CD  +  2,  .  .  .  CO  +  j;,  .  .  . 
von  denen  es  keine  gröfste  giebt,  auf  deren  Gesamtheit  aber  eine 
neue  Zahl  2€d  folgt,  von  der  aus  man  zu  der  Fortsetzung 

2cD  +  1,  2cD  -f  2,  .  .  .  2co  +  r,  .  .  . 
kommt.     Weiter  gewinnt  man  auf  diesem  Wege  die  Zahlen: 

3cD,  3co  +  1  •  •  •  3cD  -|-  r,  .  .  . 


jMCD,  lAOD  -|-  1  .  .  .  iAa>  -|-  r,  .  .   . 


die  keinen  Abschlufs  erzielen,  so  dafs  man  genötigt  ist,  auf  alle 
Zahlen  (im  '\'  v  eine  Zahl  co'  folgen  zu  lassen  und  demgemäfs 
nicht  nur  die  Zahlen 

jlco*  -|-  (im  +  r, 
sondern  allgemein  die  Zahlen 

4* 
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folgen  zu  lassen,  ^o  fi,  voy  Vi  ...  v/4,  alle  endlichen  positiven 
ganzen  Zahlwerte  mit  Ausschlufs  der  Verbindung  v©  — 1^1  =  v^ 
=  .  .  .  =  r^  =  0  anzunehmen  haben.  Diese  Menge  lälst  sich 
auf  ähnliche  Weise,  wie  die  Gesamtheit  der  reellen  algebraischen 
Zahlen,  in  die  Form  einer  ein&ch  unendlichen  Reihe  bringen  und 
hat  daher  die  Mächtigkeit  von  (I).  Wir  setzen  demnach  die 
Reihe  noch  fort,  indem  wir  eine  neue  Zahl  cd«»  setzen  und  die 
zweite  Zahlenklasse  als  den  Inbegriff  aller  in  der  angegebenen 
Weise  zu  bildenden  Zahlen  a  definieren,  die  in  der  bestimmten 
Succession 

1,  2  . . .  c»,  c»  4"  1  •  •  •  ^o<^f^  4"  ^1  ®^""^  +  •  •  •  +  ^'^ •  •  •  ®^ . . .  et . . . 
fortschreiten  und  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dafs  alle  der 
Zahl  a  vorangehenden  Zahlen  eine  Menge  von  der  Mächtigkeit 
der  ersten  Zahlenklasse  bilden.  Von  dieser  neuen  Zahlenklasse 
zeigt  Cantor,  dafs  sie  die  Mächtigkeit  des  Continuums  besitzt, 
dafs  ihre  Mächtigkeit  von  der  der  ersten  Zahlenklasse  verschieden 
ist,  aber  unmittelbar  auf  die  der  ersten  Zahlenklasse  folgt. 

Alle  mit  Hilfe  der  neuen  Zahl  cd  gebildeten  Zahlen  iafst 
Cantor  unter  dem  Namen  von  transfiniten  Zahlen  zusammen. 
Auch  ist  es  ihm  möglich,  für  das  Rechnen  mit  solchen  Zahlen 
allgemeine  Regeln  aufzustellen.  Nur  gelten  hier  ganz  andere 
Gesetze  als  beim  Rechnen  mit  den  gewöhnlichen  Zahlen;  so 
ist  z.  B. 

4.  Indessen  ist  es  nicht  nötig,  näher  auf  die  Cantorsche 
Theorie  einzugehen.  Die  Frage,  ob  man  die  gerade  Strecke  über 
das  Unendliche  hinaus  verlängern  dürfe,  interessiert  uns  hier 
weniger.  Dagegen  wünschen  wir  vor  allem  die  Frage  beantwortet: 
Gelangt  man  durch  eine  hinreichend  oft  fortgesetzte  Halbierung 
einer  Strecke  notwendig  zu  einer  Strecke,  die  kleiner  ist  als  eine 
beliebig  klein  gewählte  Länge,  oder  ist  die  Annahme  gerecht- 
fertigt, dafs  man  bei  dieser  Operation  stets  eine  Strecke  erhält, 
die  eine  gegebene  Strecke  an  Länge  übertrifft?  Cantor  ist  der 
Überzeugung,  dafs  sich  diese  Frage  mit  Hilfe  seiner  transfiniten 
Zahlen  beantworten  lasse,  und  dafs  man  mit  Notwendigkeit  zu 
der  Annahme  Euklids  geführt  werde,  nach  welcher  die  kleinere 
von  zwei  gleichartigen  Gröfsen  hinreichend  oft  vervielfältigt  die 
gröfsere  übertrifft.  Demnach  erblickt  er  »in  dem  sog.  Archimedischen 
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Axiom  gar  kein  Axiom,  sondern  einen  aus  dem  linearen  Gröfsen- 
begriff  mit  logischem  Zwange  folgenden  Satz.«  Er  spricht  diesen 
Satz  in  folgender  Weise  aus: 

»Von  null  verschiedene  lineare  Zahlgröfsen  (d.  h.  kurz  ge- 
sagt, solche  Zahlgröfsen,  welche  sich  unter  dem  Bilde  begrenzter 
geradliniger  stetiger  Strecken  darstellen  lassen),  welche  kleiner 
wären  als  jede  noch  so  kleine  endliche  Zahlgröfse,  giebt  es  nicht, 
d.  h.  sie  widersprechen  dem  Begriff  der  linearen  Zahlgröfse.« 

Cantor  hat  den  vollständigen  Beweis  für  seinen  Satz  leider 
nicht  veröffentlicht,  aber  wenigstens  den  leitenden  Gedanken  an- 
gegeben. Er  geht  von  der  Voraussetzung  einer  Grölse  aus,  deren 
i;-faches  für  jede  noch  so  grofse  endliche  ganze  Zahl  v  kleiner 
ist  als  die  Einheit  und  beweist,  dafs  auch  das  a-fache  der  Zahl 
kleiner  ist  als  die  Einheit,  wofern  a  eine  noch  so  grofse  trans- 
iinite  Zahl  ist. 

§  11. 
Bine  aweite  Erweiterung  des  Zahlgebietes. 

1.  Wir  betrachten  eine  projektive  Umgestaltung  einer  geraden 
Linie,  bei  der  zwei  reelle  Punkte  P  und  Q  in  Ruhe  gehalten 
werden.  Durch  diese  Umgestaltung  werde  der  Punkt  Ao,  der 
zwischen  P  und  Q  liegt,  nach  Ai  übergeführt;  zugleich  werde 
der  Punkt  Ai  in  die  Lage  A^,  Ag  nach  A3  .  .  .  Aq^i  nach  An 
gebracht.  Umgekehrt  sei  A-i  derjenige  Punkt,  der  durch  die 
angegebene  Operation  in  die  Anfangslage  von  Ao  kommt;  ebenso 
gelange  A_2  nach  A_i,  .  .  .  A-n-i  nach  A_n.  Hierdurch  ist 
jeder  ganzen  Zahl  ein  Punkt  zwischen  P  und  Q.  eindeutig  zu- 
geordnet. Der  Addition  und  Subtraktion  entsprechen  gewisse 
projektive  Transformationen,  wobei  die  gewöhnlichen  Rechnungs- 
Gesetze  bestehen  bleiben.  Auch  ist  es  leicht,  diese  Zuordnung 
derartig  zu  erweitern,  dafs  man  auch  allen  reellen  Zahlen  einen 
Punkt  zuordnet;  hierbei  entspricht  der  Reihenfolge  der  Punkte 
die  Folge  der  Zahlen,  und  die  gewöhnlichen  Rechenoperationen 
ändern  sich  nicht.  Unter  Annahme  des  Archimedischen  Axioms 
läfst  sich  so  jedem  Punkte  zwischen  P  und  Q  eine  einzige  Zahl 
und  jeder  Zahl  ein  einziger  Punkt  der  gewählten  Strecke  zuordnen. 
Will  man  aber  auch  den  übrigen  Punkten  der  Geraden  Zahlen 
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zuordnen,  und  soll  die  Zuordnung  eindeutig  sein,  so  mufs  man 
das  Gebiet  der  Zahlen  erweitem. 

2.  An  dieser  Betrachtung  bringen  wir  eine  kleine  Änderung 
an,  die  uns  eine  unbegrenzte  Erweiterung  gestattet.^)  Durch  die 
Gleichung : 

0)    v  =  tg-2 

werden  den  Werten  von  u,  die  zwischen  +  1  und  —  1  liegen, 
die  sämtlichen  reellen  Werte  von  v  zugeordnet  Um  diese  Glei- 
chung aber  auch  fidr  die  übrigen  Werte  von  u  zur  Festsetzung 
einer  eindeutigen  Beziehung  zwischen  u  und  v  zu  benutzen,  fiihre 
man  eine  neue  Zahl  co  ein,  die  dem  gewöhnlichen  Zahlgebiete 
nicht  angehört,  bilde  aus  ihr  durch  Addition  und  Subtraktion  der 
gewöhnlichen  Zahlen  v  die  Zahlen  cd  ±Vy  die  unter  einander  und 
von  den  gewöhnlichen  Zahlen  verschieden  sind,  und  treffe  folgende 
Festsetzung :  Dem  Werte  v  =  co  ordne  man  den  Wert  u  =—  2 
und  jedem  Werte  (o  -\-  v  einen  Wert  von  u  zu,  der  zwischen 

+  1  und  +  3  liegt  und  der  der  Gleichung  r  =  tg  -^  genügt 

Dadurch  ist  auch  die  Zuordnung  innerhalb  dieses  Bereiches  von 
u  eindeutig.  Nur  dem  Werte  u  =  1  ist  kein  endlicher  Wert 
von  V  zugeordnet;  man  läfst  diesem  Werte  von  u  den  Wert 
v  =  +  OO  entsprechen  und  setzt  deshalb,  da  1  sowohl  gleich 
0+1  wie  gleich  2  —  1  ist,  fest,  dafs  der  Wert  +  OO  auch 
durch  die  Subtraktion  co  —  00  erhalten  werden  soll  oder  dafs 
ist:  CD  =  2  OO. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  unbegrenzt  fortfahren.  Ver- 
steht man  unter  m  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
und  nimmt  an,  dafs  u  zwischen  2m  +  1  und  2m  —  1  liegt,  so 
bilde  man  die  Zahlen  ma>  +  r  für  beliebige  endliche  Werte  von 
V  und  ordne  jedem  Werte  von  u  zwischen  2m  -|-  1  imd  3m  —  1 

MJt 

diejenige  Zahl  v  =  mco  +  i'  zu,  für  welche  i;  =  tg  —  ist.    Zu- 

gleich  entspricht  dem  Werte  u  =  2m  -|-  1  der  Wert  v  = 
mco  +  00  =  (2m  +  1)  00.  Hierdurch  ist  eine  eindeutige  und, 
wenn  man  will,  stetige  Zuordnung  der  Werte  u  und  v  erreicht, 
wo  man  fiir  u  jede  (rationale  oder  irrationale)  Zahl  des  gewöhn- 
lichen Zahlgebiets  wählen  kann. 
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3.  Um  diese  Zuordnung  möglichst  zur  Anschauung  zu  bringen, 
ziehe  man  in  einer  euklidischen  Ebene  eine  Reihe  von  unendlich 
vielen  parallelen  Geraden,  die  einander  jedesmal  in  gleichem  Ab- 
stände folgen.  Jeder  Geraden  ordne  man  eine  Marke  m  zu,  wo 
m  alle  ganzzahligen  positiven  und  negativen  Werte  erhalten  soll, 
und  setze  fest,  dafs  die  Linien  in  der  Reihenfolge  der  zugehörigen 
Marken  auf  einander  folgen  sollen,  indem  die  obere  Linie  auch 
stets  zur  gröfseren  Marke  gehört.  Hiernach  liegt  die  Gerade  0 
zwischen  den  Geraden  +  1  ^^^  —  1  ^^^  zwar  über  der  Linie 
—  1.  Das  System  dieser  Linien  bezeichnen  wir  als  System  der 
Linien  V  und  setzen  fest,  dafs  der  Punkt  v  —  mcD  +  v  der 
Geraden  m  angehört  und  von  einem  darin  gewählten  Punkte  mo» 
den  Abstand  v  hat,  der  nach  der  einen  Richtung  als  positiv,  nach 
der  andern  als  negativ  angenommen  wird.  Um  die  Linien  V  zu 
einem  einzigen  Zuge  zu  vereinigen,  setzen  wir  fest,  dafs  jede 
Gerade  m  zwei  unendlich  ferne  Punkte  mco  +  00  und  mcD  —  00 
besitzt  und  dafs  der  Punkt  mcD-j-OO  auch  der  Geraden  (m  + 1)  © 
angehört  und  als  solcher  durch  das  Symbol  (m  -J-  1)  co  —  00 
bezeichnet  wird.  Es  sollen  sonach  je  zwei  auf  einander  folgende 
Gerade  (und  nur  zwei  solche)  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben, 
der  auf  der  untern  Geraden  dem  Werte  i;  =  -|-  OO  und  auf  der 
obern  dem  Werte  v  =  —  00  entspricht.  Dadurch  wird  erreicht, 
dafs  das  System  V  einen  einzigen  zusammenhangenden  Zug  bildet. 

Um  die  Vorstellung  zu  fixieren,  lassen  wir  die  Punkte  mco 
sämtlich  auf  derjenigen  Senkrechten  liegen,  welche  im  Punkte 
V  ai.  0  auf  der  Geraden  m  =  0  errichtet  wird.  Zugleich  soll  die 
Längeneinheit  auf  allen  Geraden  gleich  grofs  gewählt  werden. 
Betreffs  der  Richtung,  in  der  wir  auf  den  einzelnen  Geraden  die 
positiven  und  negativen  Zahlen  v  den  Punkten  der  Geraden  m 
zuordnen,  können  wir  zwei  Anschauungen  bilden,  von  denen  jede 
ihre  Vorzüge  und  Mängel  besitzt.  Bei  der  ersten  Anschauung 
nehmen  wir  die  positive  Richtung  auf  allen  Geraden  überein- 
stimmend an;  dann  liegen  alle  Punkte  mcD  -4*  ^>  für  welche  v 
denselben  Wert  hat,  senkrecht  über  einander,  und  nur  beim  Über- 
gange von  einer  Geraden  zur  andern  mufs  man  jedesmal  den 
Punkt  auf  die  andere  Seite  übertreten  lassen.  Man  kann  aber 
auch  festsetzen,  dafs  der  Obergang  von  einer  Geraden  zur  andern 
stets  auf  derselben   Seite   erfolgt;    dann   hat   man   die   positive 
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Richtung  in  zwei  auf  einander  folgenden  Geraden  jedesmal  ent- 
gegengesetzt zu  wählen.  Hiernach  trifit  die  im  Punkte  v  auf  der 
Geraden  m  =s  0  errichtete  Senkrechte  jede  Gerade,  welche  zu 
einer  ungeraden  Marke  m  gehört,  im  Punkte  mco  —  Vy  und  nur 
die  Geraden,   für  welche  die  Marke  m  gerade  ist,   im  Punkte 


I 


JHO 


I 


€0 


-I- 


I 


-ft# 


*mf^ 


Jt 


mcD  +  V,  Die  erste  Vorstellung  wird  durch  die  Figur  5,  die 
zweite  durch  die  Figur  6  angedeutet. 

Jetzt  läfst  man  die  Gröfse  u  alle  gewöhnlichen  Zahlwerte 
auf  einer  festen  Linie  U  annehmen;   liegt  u  zwischen  2m  —  1 

UJC 

und  2m  +  1,  und  ist  v  =  tg    .-,  so  soll  dem  Werte  u  der  Wert 

z 

V  «■  mco  +  V  entsprechen.    Dadurch  ist  jedem  Punkte  der  Linie 

U  ein  einziger  Punkt  des  Linienzuges  V  so  zugeordnet,  dafs  auch 

jedem  Punkte  von  V  ein  einziger  Punkt  von  U  entspricht 

4.    In  ähnlicher  Weise  können  wir  fortfahren,    indem  wir 

mit  der  Gleichung  (1)  die  Gleichung  verbinden: 

(2)     w  =  tg^^. 

Wir  setzen  fest,  dafs  dem  Werte  w  ==  0  die  Werte  v  =  0,  u  =  0 
entsprechen;  lassen  wir  dann  w,  v,  u  sich  stetig  ändern,  so  ordnen 
wir  jedem  reellen  Werte  von  w  zwischen   +  CX)  und  —  00 
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einen  Wert  von  v  zu,  der  zwischen  -f- 1  und  —  1  liegt,  so  da(s 
der  entsprechende  Wert  von  u  zwischen  -f-  ^  und  —  ^  ein- 
geschlossen ist.  Jedem  Werte  von  u,  der  zwischen  \  and  1  liegt, 
entspricht  ein  Wert  von  v,  der  gröiser  ist  als  eins.  Diesem 
ordnen  wir,  entsprechend  der  obigen  Festsetzung,  einen  Wert 
w  «"■  mcD  +  V  zu ,  wo  m  alle  ganzzahligen  positiven  Werte  und 
V  alle  reellen  Werte  zwischen  ±  00  (mit  Einschlufe  der  Grenzen) 
annehmen  darf.  Der  zu  u  =  2,  v  =s  €9  gehörige  Wert  von  w 
mufs  einem  neuen  Gebiet  angehören;  wir  wollen  ihm  das  Zeichen 
cd'  beilegen.  Mit  Hilfe  dieses  Zeichens  bilden  wir  fiir  ganzzahlige 
Werte  von  1  die  Zahlen  Icd*,  welche  dem  Wene  v  =  Ic»,  u  =  21 
entsprechen.  Ist  nun  u  eine  reelle,  jedoch  nicht  ganze  Zahl,  so 
bestimme  man  die  ganze  Zahl  1  durch  die  Festsetzung, 

21  4-  1  >  u  >  21  —  1, 
die  Zahl  m  durch  die  Forderung 

2m  +  1  >  tg  y  >  2m  +  1, 

und  die  Zahl  v  durch  die  Gleichung  tg  —  =  v.     Dadurch  ist 

der  Zahl  u  eine  bestimmte  Zahl  w  =  Iw*  +  mcD  +  v  zugeordnet, 
wo  V  auch  die  Werte  ±  00  erhalten  kann.  Um  aber  auch  un- 
geraden ganzzahligen  Werten  von  u  eine  derartige  Zahl  für  w 
zuzuordnen,  hat  man  fiir  m  auch  die  Werte  ±  00  zuzulassen, 
und  da  21  +  1  —  2  (1  +  1)  —  1  ist,  mufs  man  annehmen,  dafs 
der  Wert  Icd«  +  00  ©  mit  dem  Werte  (1  +  1)  ©«  —  00  <o 
identisch  ist.  Hieraus  ersieht  man,  dafs  das  Zeichen  tnl^  für  die 
neu  eingeführte  Zahl  passend  gewählt  ist. 

Auch  die  Zalilen  Ico*  +  mcD  +  "^  können  geometrisch  dar- 
gestellt werden.  Wir  gehen  im  euklidischen  Räume  von  einer 
Schar  paralleler  Ebenen,  aus,  die  in  gleichem  Abstände  einander 
folgen  und  entsprechend  ihrer  Folge  durch  die  Reihe  der  posi- 
tiven und  negativen  ganzen  Zahlen  1  bezeichnet  werden  sollen. 
In  jeder  Ebene  1  ziehe  man  wiederum  eine  Reihe  paraUeler 
Geraden  und  lege  jeder  eine  Marke  m  bei.  Alle  Geraden,  für 
die  m  =  0  ist,  sollen  in  einer  Ebene  liegen,  welche  die  sämt- 
Uchen  Ebenen  der  Schar  senkrecht  durchschneidet.  Auf  jeder  der 
gezogenen  Parallelen  nehme  man  unter  Anwendung  derselben 
Längeneinheit  eine  Messung  vor  und  lasse  die  Nullpunkte  wieder 
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einer  Ebene  angehören,  die  auf  den  Ebenen  1  senkrecht  steht 
Der  Punkt  Ico*  +  mco  +  v  soll  der  Ebene  1,  in  ihr  der  Geraden 
m  angehören  und  soll  von  dem  in  dieser  Linie  gewählten  Null- 
punkt den  Abstand  v  haben,  wobei  das  Zeichen  von  y  fbr  die 
beiden  Halbgeraden  bestimmend  ist  Damit  aber  alle  diese  linien 
als  Bestandteile  eines  einzigen  Zuges  betrachtet  werden  könneo, 
setzen  wir  fest,  dafs  nicht  nur  je  zwei  auf  einander  folgende 
Gerade  derselben  Ebene  einen  unendlich  fernen  Punkt  gemein- 
schaftlich haben,  sondern  da£s  auch  die  Gerade  +  OO  der  Ebene 
1  mit  der  Gerade  —  00  der  Ebene  1  +  1  identisch  sein  soll, 
und  dafs  jede  dieser  Geraden  zu  einem  Punkte  zusammenschrumpft. 

5.  Um  das  Zahlgebiet  nach  der  mitgeteilten  Methode  un- 
begrenzt zu  erweitern,  gehe  man  von  den  n  Gleichungen  aus: 

(3)  ui  —  tg  -g-,  Uj  =  tg  -^  .  .  .  u„  =  tg  — 2 -. 

Will  man  vermittelst  dieser  Gleichungen  die  Werte  u«,  Ui,Ui  .. . Un 
in  eindeutiger  Weise  einander  zuordnen,  so  führt  man  neue  Zahlen 
a>,  (D^ .  .  .  co^  ein  und  bildet  aus  ihnen  entsprechend  den  ftiiheren 
Festsetzungen  die  Zahlen 

Un  =  mocö"  +  mico"»-^  +  .  .  .  +  mn-i  co  +  y, 
wo  mo,  mi,  .  .  .  mn~i  ganze,  v  beliebige  Zahlen  des  gewöhn- 
lichen Gebiets  sind. 

Auch  diese  transfiniten  Zahlen  lassen  sich  geometrisch  dar- 
stellen, wofern  man  die  Fiktion  eines  mehrdimensionalen  eukli- 
dischen Raumes  benutzt  und  hierin  eine  Schar  von  parallelen  (n— 1)- 
dimensionalen  Ebenen  m«,  hierin  eine  Schar  paralleler  Ebenen  m, 
von  n  —  2  Dimensionen  u.  s.  w.  zieht,  bis  man  dazu  kommt,  in 
jeder  zweidimensionalen  Ebene  eine  Schar  paralleler  Geraden  zu 
konstruieren.  Alle  diese  Gerade  verbindet  man  in  geeigneter 
Weise  zu  einem  einzigen  Linienzuge  Un  und  kann  dann  den 
Punkten  dieses  Zuges  die  Punkte  einer  Geraden  Uo  eindeutig 
zuordnen. 

6.  Es  ist  für  unsem  Zweck  nicht  erforderlich,  tiefer  in  die 
Theorie  dieser  Zahlen  einzudringen;  wir  sehen  somit  davon  ab, 
die  Gesetze  des  Rechnens  für  diese  Zahlen  zu  entwickeln,  und 
bemerken  nur,  dafs  sie  ihrem  Wesen  nach  ganz  auf  die  Cantor- 
schen  transfiniten  Zahlen  hinauskommen.  Uns  interessiert  hier 
die  Frage:   Ist  es  gestattet,  nachdem  wir  in  einer  geraden  Linie 
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den  Nullpunkt  und  die  Längeneinheit  gewählt  haben,  einem  im 
Endlichen  gelegenen  Punkte  die  Zahl  m  zuzuordnen?  Diese  Frage 
mufs  verneint  werden;  denn  die  Entwicklung  hat  ims  gelehrt, 
dais  wir  den  Wert  00  nicht  entbehren  können,  welcher  die  ge- 
meinschaftliche Grenze  der  Werte  v  und  co  —  v  für  ein  positives, 
unbeschränkt  wachsendes  v  ist.  Da  der  Wert  00  zwischen  den 
Werten  0  und  m  Uegt,  so  mufs,  falls  der  Wert  m  durch  einen 
im  Endlichen  gelegenen  Punkt  dargestellt  wird,  auch  dem  Werte 
OO  ein  Punkt  des  endlichen  Gebietes  entsprechen.  Dafs  dies 
nicht  angeht,  bedarf  wohl  keines  Beweises. 

§  12. 
Veroneses  transflnite  Zahlen. 

1.  Bei  Herrn  Veronese*)  gehören  die  Untersuchungen  über 
die  Möglichkeit  und  die  Art  der  Messung  zu  den  allgemeinen 
Entwicklungen,  welche  den  rein  geometrischen  Darlegungen  vor- 
ausgehen. Demnach  stützt  er  seine  Theorie  nicht  auf  geometrische 
Sätze,  sondern  gründet  sie  auf  acht  Hypothesen,  von  denen  jede 
folgende  mit  den  vorangehenden  vereinbar,  aber  von  ihnen  un- 
abhängig sein  soll.  An  erster  Stelle  fuhrt  er  seine  »Grundform« 
ein  als  ein  »eindimensionales,  in  der  Lage  seiner  Teile  identisches 
System,  das  zur  Bestimmung  aller  anderen  Formen  dient«.  (Hyp.  I 
und  n.)  Indem  er  ein  beliebiges  Segment  zur  Einheit  nimmt, 
nennt  er  das  unbegrenzte  System,  das  von  dem  gewählten  An- 
fangs-Elemente aus  in  der  einmal  gewählten  Richtung  alle  Viel- 
fachen der  Einheit  enthält,  das  »Gebiet  der  Skala«.  Eine  »ge- 
ordnete Gruppe«  besteht  aus  zwei  solchen  Gebieten,  die  sich  vom 
Anfangs -Element  aus  nach  den  beiden  in  der  Grundform  vor- 
handenen Richtungen  hin  erstrecken. 

Hieran  schliefst  sich  die  dritte  Hypothese  an,  die  folgender- 
malsen  lautet:  »In  einer  Richtung  der  Grundform  existiert  wenig- 
stens ein  Element,  welches  in  Bezug  auf  jedes  begrenzte  Segment 
als  Einheit  aufserhalb  des  Gebiets  der  Skala  liegt.« 

Um  diese  Hypothese  als  berechtigt  zu  erweisen,  denke  man 
sich  zwei  »geordnete  Gruppen«  N  und  N'  gegeben,  die  in  ihren 
Eigenschaften  übereinstimmen,  von  einander  unabhängig  sind  und 
kein  Element  gemeinschaftlich  haben.    Diese  Gruppen  werden  in 
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der  Folge  NN'  betrachtet,  so  dafs  jedes  Element  von  N'  auf  alle 
Elemente  von  N  folgt.  Da  diese  Gruppen  der  Grandform  an- 
gehören, kann  man,  felis  A  ein  Element  von  N,  A'  dn  Element 
von  N'  ist,  auch  vom  Segmente  AA*  beliebige  Vielfache  bilden. 
Hiemach  liegt  nicht  nur  jedes  Element  A'  von  N',  sondern  auch 
jedes  Element  A',  welches  durch  die  Forderung  AA'  =s  A'A^  ge- 
funden wird,  aufserhalb  des  Gebietes  der  ersten  Skala. 

2.  Soweit  ist  dies  System  (bis  auf  die  Form)  in  voller  Über- 
einstimmung mit  dem  System,  welches  wir  im  vorangehenden 
Paragraphen  entwickelt  haben.  Auch  dort  bildet  die  Gesamtheit 
der  Elemente,  welche  bei  festem  m  und  beliebigem  n  durch  die 
Form  mco  ±  n  dargestellt  werden  können,  eine  geordnete  Gruppe 
im  Veroneseschen  Sinne.  Aber  während  dort  jedesmal  zwei  der- 
artige Gruppen  unmittelbar  auf  einander  folgen,  setzt  Veronese 
fest,  dafs  zwischen  irgend  zwei  geordneten  Gruppen  jedesmal 
unendlich  viele  Gruppen  derselben  Art  liegen.  Diese  Forderung 
drückt  er  in  seiner  vierten  Hypothese  folgendermafsen  aus: 

»Wenn  man  in  dem  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Einheit 
(AAi)  im  Unendlichgrofsen  liegenden  Gebiet  1.  ein  beliebiges 
Element  B^  auswählt,  so  existiert  in  dem  Segment  (AB^^)  ein 
solches  Element  X,  dafs  (AX)  und  (XB^^)  ebenfalls  in  Bezug 
auf  (AAi )  unendlich  grofs  sind,  und  2.  ein  solches  Element  A^, 
dafs  das  Segment  (AX)  für  jedes  beliebige  X  in  Bezug  auf  (AA^^^) 
endlich  ist.« 

Dadurch  gelangt  man  zu  dem  Unendlichgrofsen  erster  Ord- 
nung. Indem  man  ein  darin  enthaltenes  Element  mit  dem  Zeichen 
OOi  bezeichnet,  erhält  man  durch  wiederholte  Addition  und 
Subtraktion  der  ursprünglichen  Einheit 

.  . .  OOi— n  .  .  .  OOi— 2,  OOi— 1,  OOi,  OOi+l,  00i+2  .  .  .  OOi+n, .  . . 

Wenn  man  dagegen  das  Segment  (AA^^^),  wo  das  Element 
A^^  dem  Zeichen  OOi  entspricht,  zur  Einheit  nimmt,  so  wird 
man  auf  die  Elemente  COi  •  Ui  und  damit  auch  auf  die  Elemente 
CX)i  .  Ui  ±  n«  gefuhrt.  Auch  bietet  es  jetzt  keine  Schwierigkeit, 
mit  Hilfe  der  Zahl  oOi  Zahlen  von  der  Form 

(1)  OOi"*  .  n  ±  OOi""-^  .  n,  ±  .  .  .  ±  OOi  .  nm-i  ±  n^ 
zu  bilden. 

Indessen  ist  damit  das  Gebiet  der  möglichen  Zahlen  noch 
nicht  erschöpft.    Da  die  Zahlen  (1)  sich  ihrem  Wesen  nach  nicht 
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von  den  gewöhnlichen  Zahlen  unterscheiden  sollen ,  so  hält  sich 

Veronese  (Hyp.  V)  für  berechtigt,  die  in  der  Hyp.  IV  angegebene 

Operation  so  oft  auszuführen,  als  die  Zahl  (1)  angiebt.    Dadurch 

werden  Zahlen  ähnlicher  Art  gebildet,  mit  deren  Hilfe  man  zu 

stets  neuen  Zahlen 

m 

m  OOi 

OOi  OOi 

(2)     CO,  ,  CX)i  ... 

gelangt. 

3.    Hieran  schliefst  sich  die  sechste  Hypothese: 

»Jedes  endliche  Segment,  dessen  Enden  stets  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  variieren  und  welches  unbegrenzt  klein  wird, 
enthält  ein  Element  aufserbalb  des  Feldes  der  Veränderlichkeit 
seiner  Endelemente.« 

Ist  AB  ein  derartiges  Segment,  so  dürfen  wir  wohl  annehmen, 
es  werde  verlangt,  dafs  der  Punkt  X  sich  von  A  aus  in  der 
Richtung  AB,  der  Punkt  X'  von  B  aus  in  der  Richtung  BA  be- 
wege, dafs  hierbei  das  Segment  XX'  stets  endlich  bleibe  in  Bezug 
auf  AB,  dafs  jedoch  die  Mafszahl  des  veränderlichen  Segmentes 
fiir  das  feste  als  Einheit  immer  kleiner  werde;  dann  soll  zwischen 
den  Punkten  X  und  X'  stets  mindestens  ein  Element  des  ge- 
gebenen Segmentes  liegen.  Von  einem  System,  welches  dieser 
H3rpothese  genügt,  wird  gesagt,  es  sei  in  Bezug  auf  die  gegebene 
Einheit  stetig,  oder  auch  kurz,  es  sei  relativ  stetig.  Es  wird  ge- 
zeigt, dafs  dieser  Forderung  nicht  nur  ein  einzelnes  Element 
genügt,  sondern  dafs  es  jedesmal  ein  unendlich  kleines  Gebiet 
giebt,  dessen  Elemente  aufserhalb  des  Variabilitätsgebietes  der 
Endelemente  liegen. 

Zwischen  den  endlichen  und  den  unendlich  grofsen  Seg- 
menten besteht  kein  wesentlicher  Unterschied;  vielmehr  kann  jede 
Operation,  die  sich  mit  einem  endlichen  Segment  ausführen  läfst, 
auch  mit  jedem  unendlich  grofsen  Segment  vorgenommen  werden. 
Wenn  aber  ein  Segment  AA'  für  die  Einheit  AB  der  Zahl  oOi 
entspricht,  so  wird  umgekehrt,  falls  man  AA*  zur  Einheit  wählt, 
das  Segment  AB  unendlich  klein.  Hiernach  liegt  es  nahe  voraus- 
zusetzen (Hyp.  Vn),  dafs  jedes  zur  Einheit  gewählte  Segment 
unendlich  kleine  Segmente  einer  jeden  beliebigen  Ordnung  enthält. 
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Mit  diesen  Annahmen  sollen  aber  die  Eigenschaften  der 
Grundform  noch  nicht  abgeschlossen  sein;  vielmehr  verlangt  die 
letzte  (Vnitc)  Hypothese  noch: 

i)Wenn  die  Enden  eines  Segmentes  sich  in  entgegengesetztem 
Sinne  so  verändern,  dafs  es  im  absoluten  Sinne  unbegrenzt  klein 
wird,  so  enthält  es  ein  Element  aufserhalb  des  Gebietes,  in  wel- 
chem seine  Enden  sich  verändern  können,« 

Zwischen  der  sechsten  und  der  achten  Hypothese  besteht 
ein  wesentlicher  Unterschied:  denn  bei  der  Veränderlichkeit,  wo 
das  Segment  in  Bezug  auf  die  gewählte  Einheit  unbegrenzt  klein 
wird,  (wie  die  sechste  H3rpothese  voraussetzt,)  genügen  alle 
Elemente  eines  gewissen  Segments  der  Forderung;  aber  wenn 
das  Segment,  wie  sich  Veronese  ausdrückt,  im  absoluten  Sinne 
unbegrenzt  klein  wird,  so  giebt  es  nur  ein  einziges  Element 
aufserhalb  des  Gebiets  der  Veränderlichkeit. 

4.  Mit  den  Veroneseschen  Zahlen  nahe  verwandt  ist  das 
von  Hrn.  Levi-Civitä  aufgestellte  System;  es  wird  deshalb  not- 
wendig sein,  ihm  einige  Worte  zu  widmen.  Hierbei  glaube  ich 
dem  Leser  das  Verständnis  zu  erleichtem,  wenn  ich  von  einer 
geometrischen  Darstellung  ausgehe,  die  zwar  in  der  Arbeit  selbst 
nicht  erwähnt  wird,  die  aber  sehr  nahe  liegt. 

Man  bestimme  die  Lage  eines  Punktes  auf  einem  geraden 
Kegel  1.  durch  den  Abstand  a  des  Punktes  vom  Scheitel,  indem 
man  diese  Gröfse  auf  dem  einen  Mantel  positiv,  auf  dem  andern 

negativ  sein  läfst,  und  2.  durch  die  Zahl  ^  =  tg  ^,  wo  die  durch 

den  Punkt  und  die  Achse  gelegte  Ebene  mit  einer  festen  Ebene 
den  Winkel  (p  bildet.  Hängt  man  jetzt  die  Gröfse  r  an  a  als 
Marke  an,  so  genügt  das  Zeichen  Zv,  um  die  Lage  des  Punktes 
eindeutig  anzugeben.  Da  alle  Punkte  Ov  im  Scheitel  zusammen- 
fallen, so  sollen  auch  alle  Zeichen  Ov  denselben  Wert  darstellen. 
Sollen  die  Punkte  a-co  und  a-i-oo  verschieden  sein,  so  führe  man 
durch  die  Oberfläche  des  Kegels  einen  Schnitt  längs  einer  Er- 
zeugenden. Indem  man  jetzt  noch  festsetzt,  dafs  z.fi  >  ay  ist  fiir 
jM  >  r  und  a^  >  bv  für  a  >  b,  hat  man  alle  Punkte  in  eine 
feste  Reihe  gebracht. 

Das  Gebiet  dieser  Zahlen  kann  aber  noch  in  folgender  Weise 
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(1)  (2) 

erweitert  werden.  Man  lasse  der  Gruppe  G  =  a  +  a  +  .  .  . , 
die  eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl  von  Elementen  enthält, 

(1)  (2) 

alle  Punkte  a    ,   a      ...  angehören.     Weil  man  zwei  Zahlen 

ay  und  bv  leicht  durch  Summation  zu  einer  einzigen  Zahl  ver- 
einigen kann  9  so  werden  alle  Indices  Vi^  v^  ...  als  verschieden 
vorausgesetzt  Die  Gesamtheit  der  in  einer  Gruppe  vereinigten 
Punkte  betrachtet  man  wieder  als  eine  einzige  Zahl,  wenn  ent- 
weder die  Anzahl  der  Marken  ri,  ^2  •  •  -^  die  gröfser  sind  als 
eine  beliebig  gewählte  Zahl,  endlich  ist,  oder  wenn  in  der  Gruppe 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Marken  vorkommt,  die  kleiner  sind 
als  jede  beliebig  gewählte  Zahl.  Im  ersten  Falle  wird  die  Zahl 
eine  elliptische,  im  zweiten  eine  hyperboUsche  genannt.  Alle 
elliptischen  Zahlen  (und  ebenso  die  hyperbolischen  für  sich) 
können  wieder  so  geordnet  werden,  dafs  ihre  Gesamtheit  eine 
einzige  Reihe  bildet. 

Levi-Gvitä  zeigt  nun,  dafs  man  auf  die  neuen  Arten  von 
Zahlen  die  Addition,  Subtraktion  und  Multiplikation  anwenden 
darf,  ohne  dafs  die  für  die  reellen  endlichen  Zahlen  geltenden 
Gesetze  eine  Änderung  erleiden.  So  kann  man  mehrere  Punkt- 
mengen, die  elliptischen  Zahlen  entsprechen,  durch  Operationen, 
welche  ganz  den  Charakter  der  ganzen  rationalen  Funktionen 
haben,  zu  einer  neuen  Punktmenge  vereinigen,  welche  wieder 
durch  eine  elliptische  Zahl  dargestellt  wird.  Dasselbe  gilt  für 
transcendente  Funktionen,  welche  überall  im  Endlichen  den  Cha- 
rakter ganzer  Funktionen  besitzen. 

5.  Ehe  die  Veroneseschen  Zahlen  als  berechtigt  anerkannt 
werden  können,  bedürfen  sie  jedenfalls  einer  wirklichen  Begründung, 
welche  bisher  unseres  Erachtens  noch  durchaus  fehlt.  Im  Gegen- 
teil unterliegt  ihre  Theorie  bisher  sehr  schweren  Bedenken,  von 
denen  wir  im  folgenden  wenigstens  einige  anfuhren  möchten. 

Dem  von  Veronese  ausgesprochenen  Gedanken,  dafs  die 
Can torschen  Zahlen  sich  vom  Standpunkt  der  Arithmetik,  seine 
eigenen  vom  geometrischen  Standpunkte  aus  unmittelbar  ergeben 
(si  presentano  spontaneamente),  vermag  ich  nicht  zuzustimmen. 
Vielmehr  hat  uns  der  vorangehende  Paragraph  gelehrt,  dafs  auch 
die  Geometrie  zunächst  und  in  voller  Strenge  auf  die  Cantorschen 
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Zahlen  führt.  Überhaupt  mufs  eine  genügend  begründete  Theorie 
des  Transfiniten  auf  beiden  Wegen  gewonnen  werden  können. 
Da£s  dies  für  die  Cantorsche  Theorie  gilt,  haben  die  beiden  voran- 
gehenden Paragraphen  gezeigt.  So  lange  man  nicht  von  der 
Gesamtheit  der  natürlichen  (ganzen  positiven)  Zahlen  aus  zu  der 
Veroneseschen  Theorie  gelangt,  fehlt  ihr  eine  wesentliche  Stütze. 

Jedenfalls  dürfen  aber  die  beiden  Theorieen  nicht  zu  ent- 
gegengesetzten Folgerungen  führen.  So  versichert  Cantor,  dafs 
die  aktual  unendlich  kleinen  Gröfsen  an  einem  innem  Wider- 
spruch leiden;  Veronese  dagegen  hält  sie  fbr  vollauf  berechtigt. 
Wie  bereits  bemerkt,  hat  Cantor  den  Beweis  für  seine  Behauptung 
noch  nicht  veröflfentlicht;  Veronese  glaubt,  dafs  dabei  das  Aktual- 
Unendlichkleine  durch  ein  Postulat  ausgeschlossen  sei.  Ohne  auf 
diese  Frage  einzugehen,  müssen  wir  doch  zugestehen,  dafs  sich  jede 
beliebige  Mächtigkeit  durch  die  Cantorschen  Zahlen  darstellen 
läist;  somit  müfste  es  auch  möglich  sein,  die  Veronesesche  Zahl 
COi  durch  die  Cantorschen  Zahlen  auszudrücken,  was  Veronese 
selbst  als  ausgeschlossen  betrachtet. 

6.  Der  charakteristische  Unterschied  der  Gintorschen  und 
der  Veroneseschen  Zahlen  ist  darin  zu  erblicken,  dafs  im  einen 
Falle  auf  jede  »geordnete  Gruppe«  eine  zweite  unmittelbar  folgt 
und  eine  andere  ihr  unmittelbar  vorangeht,  während  im  Vero- 
neseschen System  zwischen  irgend  zwei  derartigen  Gruppen  un- 
endlich viele  Gruppen  derselben  Art  liegen.  Dafs  die  erste  An- 
nahme zulässig  ist,  kann  streng  begründet  werden  (§11);  Veronese 
glaubt  seine  Theorie  genügend  zu  erweisen,  wenn  er  zeigt,  dafs 
seine  Zahlen  sich  in  eine  Reihe  bringen  lassen,  die  folgenden 
Bedingungen  genügt: 

a)  von  zwei  ungleichen  Zahlen  ist  stets  eine  die  gröfsere 
(mit  anderen  Worten:  eine  folgt  auf  die  andere); 

b)  wenn  von  den  drei  Zahlen  a,  b,  c  die  Zahl  b  auf  a  und 
c  auf  b  folgt,  so  folgt  auch  c  auf  a. 

Aber  diese  Eigenschaft  genügt  nicht,  um  nachzuweisen,  dafs 
die  dargestellten  Segmente  einem  eindimensionalen  Gebilde  an- 
gehören; denn  sie  kommt  auch  Gebilden  von  beliebig  vielen 
Dimensionen  zu.  Ist  z.  B.  in  einem  n-dimensionalen  Rairnie 
jedem  Punkte  ein  einziges  Wertsystem  (xi  .  .  .  Xn)  zugeordnet 
und  entspricht  umgekehrt  jedem  Wertsystem  ein  einziger  Punkt, 
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SO  setze  man  fest,  dafs  für  yn  >  Xn  jeder  Punkt  (yi  .  .  .  y„) 
auf  den  Punkt  (xi  .  .  .  Xn)  folgen  soll;  für  yn  =  Xn  soll  der 
Punkt  (yi  .  .  .  yn-i,  yn)  eine  spätere  Rangordnung  erhalten,  als 
(xi  .  .  .  Xn-i,  Xn),  wenn  yn-i  >  Xn-i  ist.  In  gleicher  Weise 
fahre  man  fort,  bis  man  zu  Punkten  gelangt,  für  welche  die 
Koordinaten  xs  =  ys  .  .  .  Xn  =  yn  gleich  sind,  und  nur  die 
Koordinate  Xi  ungleiche  Werte  besitzt,  und  die  man  nach  der 
Gröfse  von  Xi  ordnet  Eine  derartige  Zuordnung,  die,  wie  wir 
beiläufig  bemerken,  in  den  Arbeiten  des  Hrn.  Cantor  eine  wichtige 
Rolle  spielt,  ist  somit  keineswegs  für  die  eindimensionalen  Ge- 
bilde charakteristisch. 

Daran  ändert  sich  auch  nichts,  wenn  für  die  neuen  Zahlen, 
wie  Levi-Civitä  für  seine  Zahlzeichen  nachweist,  teilweise  wenig- 
stens die  Gesetze  der  gebräuchlichen  Arithmetik  gelten.  Denn 
die  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen  lassen  sich  erstens  in  eine 
Reihe  von  der  oben  bezeichneten  Art  bringen,  und  zweitens  be- 
folgen sie  vollständig  dieselben  Rechnungsregeln  wie  die  gewöhn- 
lichen Zahlen;  dennoch  hat  bisher  niemand  daraus  schliefsen 
wollen,  dafs  sie  eine  eindimensionale  stetige  Mannigfaltigkeit  bilden. 

7.  In  der  Veroneseschen  Theorie  wird  der  Streifen  A,  der 
von  zwei  Parallelen  in  einer  euklidischen  Ebene  eingeschlossen 
ist,  so  auf  eine  Gerade  g  abgebildet,  dafs 

a)  jedem  Punkte  des  einen  Gebildes  ein  einziger  Punkt  des 
andern  entspricht;  dafs 

b)  jedesmal  für  alle  Punkte  des  Streifens,  die  auf  einer  zu 
den  Grenzen  parallelen  Geraden  a  liegen,  die  Bildpunkte  einer 
einzigen  Strecke  a'  angehören,  und  dafs, 

c)  wenn  a,  b,  c  irgend  drei  solche  Gerade  des  Streifens  sind 
und  b  zwischen  a  und  c  liegt,  auch  die  Bildstrecke  b'  zwischen 
den  Strecken  a'  und  c'  liegt,  welche  den  Geraden  a  und  c  ent- 
sprechen. 

Hierbei  verschlägt  es  nichts,  dafs  der  Streifen  A  und  die 
Gerade  g  unendlich  sind;  denn  der  Streifen  kann  leicht  auf  ein 
Rechteck,  die  Gerade  auf  eine  endliche  Strecke  eindeutig  und 
stetig  bezogen  werden.  Nun  ist  bekannt,  dafis  man  ein  Rechteck 
eindeutig  auf  eine  Strecke  abbilden  kann,  wofern  man  von  der 
Stetigkeit  absieht  (vgl.  B.  1.  S.  168,  169).  Umgekehrt  ist  er- 
wiesen, dafs  eine  stetige  eindeutige  Abbildung  nur  bei  gleicher 

Killing.  Orundlagen  der  Geometrie.    IT.  5 


66  FOnfter  Abschnitt.    $  12. 

Zahl  von  Dimensionen  m^lich  ist  Dabei  wird  aber  verlangt» 
dafs  samtlichen  Punkten,  die  im  Bereiche  irgend  eines  Punktes 
des  Rechtecks  liegen,  solche  Punkte  zugeordnet  sind,  die  eine 
einzige  Strecke  anfüllen. 

Die  hier  verlangte  Abbildung  nimmt  eine  MittdsteDnng  ein; 
sie  erfolgt  einmal  nicht  so  sprungweise  wie  die  zuerst  erwähnte 
Abbildung,  und  verlangt  andererseits  nicht,  dais  alle  einem  m- 
sammenhangenden  Flächenteile  angehörenden  Punkte  anf  eine 
einzige  Strecke  abgebildet  werden.  Wenn  nun  anch  bisher  die 
Unmöglichkeit  einer  derartigen  Abbildung  nicht  erwiesen  ist,  so 
genügt  das  keineswegs.  Solange  nicht  gezeigt  worden  ist,  dais 
eine  stetige  Folge  von  geraden  Linien  zu  einem  einzigen  ein- 
dimensionalen Gebilde  vereinigt  werden  kann,  fehlt  die  Grundlage 
für  die  vierte  Veronesesche  Hjrpothese  und  damit  auch  &ar  alle 
folgenden.  Man  darf  also  nicht,  wie  Veronese  will,  seine  Zahlen 
zur  Begründung  der  angegebenen  Abbildung  heranziehen,  da  vorher 
diese  Zahlen  als  berechtigt  erwiesen  sein  müssen  und  dieser  Nach- 
weis nur  vermittelst  des  bezeichneten  Satzes  geführt  werden  kann. 

8.  Veronese  glaubt  die  Stetigkeit  durch  seine  sechste  und 
achte  H3rpothese  begründen  zu  können.  Ich  will  die  Bedenken, 
welche  ich  gegen  diese  beiden  Hypothesen  hege,  nicht  dariegen, 
auch  meine  Ansicht  nicht  näher  begründen,  dafs  sie  keineswegs 
genügen,  um  das  Gebilde  zu  einem  stetigen  zu  machen.  Ich 
begnüge  mich  mit  folgender  Bemerkung:  Soll  die  Grundform  eine 
stetige  eindimensionale  Mannigfaltigkeit  bilden,  so  müssen  die  in 
ihr  enthaltenen  Gruppen  zu  einem  Ganzen  vereinigt  sein.  Jede 
Gruppe  verläuft  unbegrenzt,  ohne  einen  festen  Anfangs-  und  End- 
punkt zu  besitzen;  sie  soll  mit  keiner  andern  Gruppe  einen  Punkt 
gemeinsam  haben ;  dennoch  sollen  die  einzelnen  Teile  des  Ganzen 
im  Zusammenhang  stehen.  Wie  das  möglich  sein  soll,  ist  für 
mich  unfafsbar.  Betrachten  wir  z.  B.  die  Bewegung  (Veränderung) 
eines  Punktes  auf  einer  Geraden  (in  der  Grundform).  Der  be- 
wegte Punkt  gehört  stets  einem  einzigen  Gebiete  an,  geht  aber 
von  einem  Gebiete  zum  andern  über.  Letzteres  ist  nur  mögUch, 
wenn  der  Punkt  beim  Übergänge  entweder  keinem  derartigen 
Gebiete  oder  beiden  zugleich  angehört.  Beide  Möglichkeiten 
werden  in  dieser  Theorie  ausgeschlossen;  somit  sind  die  einzelnen 
Bestandteile  nicht  zu  einer  stetigen  Mannigfaltigkeit  vereinigt. 
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9.  Um  dies  noch  deutlicher  einzusehen,  bringen  wir  an  der 
Darstellung,  welche  Veronese  (S.  166  der  italienischen,  S.  184 
der  deutschen  Ausgabe)  von  seinen  Zahlen  giebt,  eine  kleine 
Änderung  an.  (Da£s  dabei  die  unendlich  kleinen  Segmente  nicht 
vorkommen,  ist  belanglos.) 

Wir  gehen  von  einer  horizontalen  geraden  Linie  a  aus  und 
ordnen  jeder  beliebigen  reellen^  rationalen  oder  irrationalen  Zahl 
einen  einzigen  auf  ihr  gelegenen  Punkt  in  der  bekannten  Weise 
zu.  Durch  ihre  rationalen  Punkte  lege  man  eine  vertikale  und 
durch  jeden  ihrer  irrationalen  Punkte  eine  horizontale  Gerade,  und 
zwar  jedesmal  so,  dafs  alle  diese  Geraden  mit  a  rechte  Winkel 
bilden.  Jetzt  betrachten  wir  die  Gesamtheit  der  Punkte,  die  auf 
den  so  gezogenen  Geraden  liegen.  In  jeder  vertikalen  Geraden 
lasse  man  die  höher  gelegenen  Punkte  auf  die  niedriger  Hegenden 
folgen,  und  in  jeder  horizontalen  Geraden  soll  von  zwei  Punkten 
derjenige  als  der  spätere  gelten,  der  rechts  von  dem  andern  liegt. 
Wenn  endlich  zwei  Punkte  P  und  Q  verschiedenen  Geraden  des 
Systems  angehören,  so  soll  Q  später  zu  setzen  sein  als  P,  wenn 
dem  Punkte,  den  die  durch  Q  gelegte  Gerade  des  Systems  mit 
a  gemein  hat,  eine  gröfsere  Zahl  zugeordnet  ist  als  dem  Schnitt- 
punkt von  a  mit  der  durch  P  gehenden  Geraden.  Hierdurch 
sind  alle  Punkte  des  Systems  in  eine  feste  Ordnung  gebracht; 
zudem  sind  alle  endlichen  Segmente  stetige  Gebilde;  aber  dem 
Ganzen  wird  niemand  Stetigkeit  beilegen,  weil  ein  Zusammen- 
hang zwischen  den  einzelnen  Geraden  nicht  besteht  und  nicht 
herbeigeführt  werden  kann. 

§  13. 
Büokbliok. 

Die  Kongruenzsätze  bilden,  wie  wir  gesehen  haben,  wohl 
das  wichtigste  Hilfsmittel  für  Euklid,  um  seine  Lehrsätze  zu  be- 
weisen; auch  sonstig  gebrauchen  die  Alten  die  Bewegung  recht 
häufig  in  der  Geometrie,  namentlich  wenn  es  sich  um  die  Aus- 
führung von  Konstruktionen  handelt.  Wenn  ihnen  wirklich,  wie 
man  vielleicht  aus  anderen  Thatsachen  schlieisen  möchte,  darum 
zu  thun  war,  die  Bewegung  aus  der  Geometrie  zu  verbannen,  so 
ist  ihnen  das  keineswegs  gelungen.  In  neuerer  Zeit  hat  kein 
geringerer  als   Riemann   den  Versuch   gemacht,   die  Geometrie 
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einzig  auf  die  Mafsverhältnisse  der  Linien ,  also  auf  den  biofsen 
Gröfsenbegriflf,  zu  stützen;  er  hat  damit  allerdings  eine  sehr 
interessante  analytische  Theorie  begründet,  die  auch  für  die  Geo- 
metrie von  hoher  Bedeutung  ist;  aber  es  ist  ihm  keineswegs  ge- 
lungen, hierdurch  eine  Grundlage  für  die  Geometrie  zu  schaffen. 
Nehmen  wir  zu  diesen  Thatsachen  die  weitere  hinzu,  dafs  sich 
die  Messung  der  krummen  Linien,  der  Flächen  und  Raumteiie 
unter  Anwendung  der  Kongruenzsätze  auf  die  Messung  der  ge- 
raden Strecke  zurückführen  läfst,  so  dürfen  wir  wohl  den  Schluis 
ziehen,  dafs  es  gestattet  ist,  die  Bewegung  neben  der  im  dritten 
Abschnitt  als  notwendig  erkannten  Teilung  für  den  Aufbau  der 
Geometrie  zu  benutzen,  also  Teilung  und  Bewegung  zu  den 
Grundbegriffen  dieser  Wissenschaft  zu  rechnen  und  mit  ihrer  Hilfe 
die  weiteren  Begriffe  herzuleiten. 

Wohl  wendet  man  dagegen  ein:  Eine  ganz  andere  Wissen- 
schaft beschäftigt  sich  mit  der  Bewegung;  es  ist  aber  notwendig, 
jeder  einzelnen  Wissenschaft  ihre  eigene  Sphäre  zu  belassen.  Aber 
der  Unterschied  der  Geometrie  von  der  Mechanik  ist  schon  da- 
durch vollständig  charakterisiert,  dafs  die  Bewegung  in  der  letzteren 
Wissenschaft  Selbstzweck,  in  der  ersteren  nur  Hilfsmittel  ist. 
Umgekehrt  kann  man  fragen:  Welches  Recht  hat  die  Mechanik, 
bei  der  Untersuchung  der  Bewegung  die  geometrischen  Sätze  zu 
benutzen,  wenn  die  Bewegung  der  Geometrie  ganz  fremd  ist? 

Zuweilen  wird  auch  die  Behauptung  aufgestellt:  Die  Geometrie 
hat  es  mit  dem  Räume,  nicht  mit  den  darin  enthaltenen  Körpern 
zu  thun;  der  Raum  kann  nicht  bewegt  werden;  folglich  gehört 
auch  die  Bewegung  der  Geometrie  nicht  an.  Darauf  ist  zu  ant- 
worten :  Wenn  der  Raum  begrifflich  einen  Körper,  der  ihn  deckt 
oder  doch  decken  kann,  nicht  zu  entbehren  vermag,  so  mufs  für 
die  Untersuchung  des  Raumes  der  Körper  naturgemäfs  mit  hinzu- 
genommen werden.  Wenn  man  auch  zugeben  kann,  dafs  es  die 
Geometrie  nur  mit  dem  Räume  zu  thun  hat,  so  mufs  man  doch 
zum  mindesten  einräumen,  dafs  die  Geometrie  die  Aufgabe  hat, 
verschiedene  Raumteile  und  verschiedene  Grenzgebilde  mit  ein- 
ander zu  vergleichen.  Der  unbewegliche  Raum  bietet  kein  Mittel, 
diese  Vergleichung  auszuführen;  es  mufs  also  ein  Etwas  vorhanden 
sein,  durch  welches  die  Vergleichung  vermittelt  wird.  Dazu 
eignet  sich  am  besten  der  Körper,  welcher  bewegt  werden  kann 
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und  bei  der  Bewegung  bald  den  einen  und  bald  den  anderen 
Raumteil  deckt. 

Hiernach  brauchen  wir  kein  Wort  über  den  Einwand  zu 
sagen,  die  Geometrie  beschäftige  sich  mit  dem  leeren  Räume  oder 
denke  sich  wenigstens  den  Raum  als  leer.  Gewifs  fragt  sie  nicht 
im  geringsten  nach  dem  Stoffe,  aus  dem  die  Körper  bestehen; 
auch  sieht  sie  von  den  wirklich  vorhandenen  Körpern  ab  und 
läfst  sich  durch  ihr  Vorhandensein  und  die  von  ihnen  thatsächlich 
ausgeführten  Bewegungen  in  ihren  Konstruktionen  keineswegs 
stören;  aber  daraus  folgt  doch  noch  nicht,  dafs  der  leere  Raum 
das  Objekt  ihrer  Untersuchung  sei,  oder  dafs  es  ihr  nicht  ge- 
stattet sei,  Körper  im  Räume  zu  denken  und  mit  ihrer  Hilfe  die 
Eigenschaften  des  Raumes  zu  untersuchen. 

In  vielen  Fällen  wird  die  Kongruenz  benutzt,  um  Gröfsen- 
beziehungen  herzuleiten.  Bei  Euklid  und  in  den  neueren  Lehr- 
büchern folgert  man  aus  der  Kongruenz  zweier  Dreiecke  sehr  oft 
die  Gleichheit  zweier  Strecken;  diese  dient  dazu,  um  vermittelst 
der  Kongruenz  anderer  Dreiecke  etwa  die  Gleichheit  zweier  Winkel 
herzuleiten  u.  dergl.  Da  könnte  es  scheinen,  als  ob  die  Kon- 
gruenz nur  ein  Mittel  wäre,  gewisse  Gröfsenbeziehungen  zu  be- 
weisen. Indessen  geht  die  Geometrie  weiter,  indem  sie  bei 
Gebilden,  die  in  allen  Gröfsenbeziehungen  übereinstimmen,  unter- 
scheidet, ob  sie  mit  einander  zur  Deckung  oder  nur  gegen  eine 
Ebene  in  symmetrische  Lage  gebracht  werden  können.  Legendre 
nennt  Raumgebilde  gleich,  (wofür  die  deutschen  Mathematiker 
lieber  kongruent  sagen,)  wenn  sie  sich  zur  Deckung  bringen 
lassen;  er  unterscheidet  davon  aber  die  symmetrische  Gleichheit, 
welche  statthat,  wenn  entsprechende  Strecken  und  Winkel  jedesmal 
gleich  sind,  die  homologen  Grenzgebilde  aber  in  entgegengesetzter 
Weise  auf  einander  folgen.  Eine  derartige  Unterscheidung  wäre 
in  der  Geometrie  nicht  gestattet,  wenn  sie  es  nur  mit  Gröfsen- 
beziehungen zu  thun  hätte. 

»Das  Messen  besteht«,  wie  Riemann  sagt,  »in  einem  Auf- 
einanderlegen der  zu  vergleichenden  Gröfsen;  zum  Messen  wird 
also  ein  Mittel  erfordert,  die  eine  Gröfse  als  Mafsstab  für  die 
andere  fortzutragen.  Fehlt  dieses,  so  kann  man  zwei  Gröfsen 
nur  vergleichen,  wenn  die  eine  ein  Teil  der  anderen  ist,  und 
auch  dann  nur  das  Mehr  oder  Minder,  nicht  das  Wieviel  ent- 
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scheiden.«  Nun  können  die  Raumteile  selbst  nicht  bewegt  werden; 
bei  allen  wirklichen  Vergleichungen  des  Raumes  gebraucht  man 
den  festen  Körper;  es  ist  also  wohl  am  natuigemäfsesteo,  das- 
selbe Hil&mittel  auch  für  die  Wissenschaft  zuzulassen.*) 

Die  Bewegung^  welche  die  Geometrie  benutzt,  ist  aber  nidit 
etwa  die,  welche  ein  luftförmiger  oder  flüssiger  Körper  au^hrt, 
sondern  nur  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  liefert  diejenige 
Vergleichung  der  Raumteile,  welche  hier  gefordert  wird.  Somit 
sind  wir  jeden&Us  berechtigt,  die  Bewegung  fester  Körper  unter 
die  Grundbegriffe  der  Geometrie  anzunehmen.  Wir  sind  hierzu 
sogar  so  lange  verpflichtet,  bis  eine  andere  Grundlage  von  gleicher 
Ein£u:hheit  und  Natürlichkeit  aufgestellt  ist. 

Aber  eine  andere  Frage  ist  es,  ob  die  Teilung  und  Bew^ung 
für  den  Aufbau  der  Geometrie  genügen.  Wir  haben  oben  ge- 
zeigt, dafs  für  gewisse  Untersuchungen  das  Princip  der  Stetigkeit 
nicht  entbehn  werden  kann.  Es  würde  also  versucht  werden 
müssen,  dasselbe  mit  der  Teilung  und  Bewegung  in  organischen 
Zusammenhang  zu  bringen.  Wenn  dies  auch  gelingt,  so  bleibt 
immer  noch  eine  sehr  schwierige  Aufgabe  zu  erledigen,  nämlich 
die  Messung  der  Raumgebilde.  Zwar  lassen  sich  alle  Messungen 
ausführen,  sobald  man  die  Maüszahlen  für  die  geraden  Strecken 
bestimmen  kann,  wie  denn  überhaupt  die  Meinung  des  Apollonius, 
da{s  die  Gröfsensätze  auf  Lagenbeziehungen  zurückgeführt  werden 
können,  viel  Wahres  enthält.  Auch  darf  man  die  Bedeutung  der 
Gröfsensätze  nicht  nach  der  Anzahl  der  Stellen  ermessen  wollen, 
an  denen  sie  bei  Euklid  gebraucht  werden ;  dann  würde  man  ihre 
Wichtigkeit  weit  überschätzen.  Aber  die  Messung  selbst  gehört 
doch  zweifellos  der  Geometrie  an,  und  wenn  auch  im  Grunde 
nur  die  der  geraden  Linie  übrig  bleibt,  so  bietet  diese  vorläufig 
noch  unübersteigliche  Schwierigkeiten. 

Von  den  Alten  wird  stets  ein  Satz  angewandt,  der  von 
Archimedes  zuerst  in  voller  Klarheit  ausgesprochen  ist  und  deshalb 


*)  Selbst  die  blofse  Abschätzung,  welche  doch  nur  ungenaue  Resultate 
liefert,  beruht  auf  der  Bewegung,  welche  das  Auge  ausfuhren  mufs,  um  zwei 
Punkte  nach  einander  zu  fixieren.  Die  Fähigkeit,  auf  diese  Weise  etwas  zu 
erreichen,  wird  aber  erst  durch  Übung  gewonnen,  indem  das  Resultat  der 
wirklich  ausgeführten  Messung  mit  der  entsprechenden  Bewegung  des  Auges 
oft  genug  verglichen  wird. 
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nach  dem  Vorschlage  von  Stolz  vielBsich  das  Archimedische  Princip 
genannt  wird.  Aber  die  Berechtigung  dieses  Princips  ist  fraglich 
geworden.  So  kann  man,  wie  an  einer  anderen  Stelle  unseres 
Buches  bewiesen  wird,  den  euklidischen  Raum  so  über  das  Un- 
endlichferne ausgedehnt  denken,  dafs  ein  idealer  Teil  hinzutritt, 
der  mit  dem  reellen  Teile  in  allen  Eigenschaften  übereinstimmt 
und  durch  das  Unendlichfeme  mit  ihm  zusammenhängt.  Dann 
besteht  jede  gerade  Linie  aus  zwei  Teilen,  welche  durch  zwei 
unendlich  ferne  Punkte  mit  einander  verbunden  sind.  Vergleicht 
man  ein  unendlich  grofses  Segment  dieser  geraden  Linie,  d.  h. 
einen  Teil,  von  dem  der  eine  Endpunkt  dem  reellen,  der  andere 
dem  idealen  Bereiche  angehört,  mit  einem  endlichen  Segment, 
dessen  beide  Endpunkte  im  reellen  Bereiche  liegen,  so  wird  jedes 
Vielfache  des  zweiten  Segmentes  kleiner  sein  als  das  erste.  Über- 
haupt zeigt  die  Theorie  der  transfiniten  Zahlen,  dafs  das  Archi- 
medische Axiom  in  der  Form,  in  der  es  zunächst  ausgesprochen 
wird,  keine  notwendige  Eigenschaft  der  Zahlgröfsen  darstellt. 
Aber  das  ist  von  geringerer  Bedeutung;  für  die  Geometrie  handelt 
es  sich  vor  allem  darum,  ob  die  Folgerungen,  welche  für  die 
Messung  aus  dem  Axiom  gezogen  werden,  berechtigt  sind  oder 
nicht.  Dies  kommt  darauf  hinaus,  ob  das  Gebiet  der  natürlichen 
Zahlen  nur  auf  die  Weise  ins  Transfinite  erweitert  werden  kann, 
die  wir  G.  Cantor  verdanken,  oder  ob  die  Veroneseschen  Zahlen 
ebenfalls  berechtigt  sind. 

Der  Unterschied  der  beiden  Systeme  läfst  sich  am  leichtesten 
in  folgender  Weise  angeben.  Wir  denken  uns  allen  positiven 
und  negativen  ganzen  Zahlen  der  Reihe  nach  Punkte  eines  ein- 
dimensionalen Gebildes  zugeordnet  und  setzen  voraus,  dafs  dadurch 
das  Gebilde  nicht  erschöpft  ist,  so  dafs  es  noch  Punkte  giebt,  die 
weder  zu  den  angegebenen  gehören  noch  zwischen  je  zweien 
unter  ihnen  liegen.  Dann  läfst  sich  in  einem  anderen  Teile  des 
Gebildes  eine  ähnliche  Zuordnung  ausführen.  Dadurch  werden 
auf  dem  Gebilde  gewisse  Bereiche  erhalten,  von  denen  jeder  eine 
unendliche  Reihe  von  Punkten  enthält,  die  der  Gesamtheit  der 
positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  entsprechen.  Nun  ist  es, 
wie  wir  bewiesen  haben,  gestattet  anzunehmen,  dafs  jeder  der- 
artige Bereich  auf  einen  gleichen  Bereich  unmittelbar  folgt  und 
einem   andern   unmittelbar   vorangeht,    wobei    wir   voraussetzen 
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müssen  y  da(s  je  zwei  zusammenstofsende  Bereiche  in  einem  ge* 
meinsamen  Endpunkte  zusammenhangen.  Die  auf  diese  Weise 
begründeten  Zahlen  sind  mit  den  Cantorschen  identisch.  Es  fragt 
sich  aber,  ob  es  auch  gestattet  ist,  vorauszusetzen,  dais  zwischen 
je  zwei  solche  Bereiche  jedesmal  unendlich  viele  Bereiche  der- 
selben Art  eingeschoben  werden  können,  so  dafs  es  kein  un- 
mittelbar folgendes  und  kein  unmittelbar  vorangehendes  giebt. 
Diese  Voraussetzung  liegt  den  Veroneseschen  Zahlen  zu  Grunde. 
So  grofse  Bedenken  sich  auch  dieser  Theorie  entgegenstellen, 
konnte  doch  ihre  Unzulänglichkeit  nicht  derartig  bewiesen  werden, 
dafs  ein  abscbliefsendes  Urteil  möglich  ist.  Wir  sehen  also:  Um 
über  die  Messung  der  geraden  Strecke  ins  reine  zu  kommen, 
sind  weitgehende  Untersuchungen  anzustellen,  indem  sogar  die 
Theorie  der  transfiniten  Zahlen  herangezogen  werden  mufs;  alles, 
was  in  dieser  Hinsicht  bisher  geleistet  ist,  genügt  noch  nicht,  um 
volle  Klarheit  zu  schaffen;  nachdem  aber  die  Frage  einmal  bis  zu 
dem  jetzt  erreichten  Punkte  gefördert  ist,  kann  die  endgültige 
Entscheidung  nicht  mehr  lange  auf  sich  warten  lassen. 

Zum  Schlufs  dürfen  wir  wohl  auf  die  Schwierigkeiten  hin- 
weisen, welche  schon  die  Beantwortung  der  Frage  bietet,  welche 
Stelle  den  auf  die  Messung  bezüglichen  Untersuchungen  im  System 
anzuweisen  ist.  Setzt  man  sie  in  den  Anfang,  ehe  man  etwa  die 
gerade  Linie  eingeführt  hat,  so  bekommt  die  ganze  Darlegung 
den  Charakter  des  Willkürlichen;  verschiebt  man  sie  an  eine 
spätere  Stelle,  so  beraubt  man  sich  aller  Vorteile,  welche  die 
anal3rtische  Behandlung  ihrer  Natur  nach  bietet. 


Sechster  Abschnitt. 

Absehlafs  der  projekttven  Geometrie. 
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Die  Standt-Kleinsohen  VoraoasetBangen. 

Wir  haben  uns  zwar  schon  im  zweiten  Abschnitt  (B.  1. 
S.  97 — 166)  mit  der  projektiven  Geometrie  beschäftigt;  aber  bei 
dem  Charakter,  den  wir  dem  ersten  Bande  glaubten  erhalten  zu 
müssen,  konnte  manche  Frage,  welche  diesen  Zweig  der  Geo- 
metrie betrifft  und  für  die  Grundlagen  von  Bedeutung  ist,  dort 
nicht  zum  Abschlufs  gebracht  werden.  Deshalb  scheint  es  ge- 
boten, hier  nochmals  auf  die  projektive  Geometrie  zurückzu- 
kommen.*®) 

1.  An  erster  Stelle  wollen  wir  untersuchen,  ob  es  angebracht 
ist,  von  vornherein  den  Raum  als  Ganzes  der  Betrachtung  zu 
Grunde  zu  legen,  oder  ob  man  besser  daran  thut,  sich  anfangs 
nur  auf  einen  endlichen  Teil  des  Raumes  zu  beschränken.  Viele 
ziehen  den  ersten  Weg  vor;  sie  nehmen  dann  an,  dafs  zwei  be- 
liebige Ebenen  eine  Gerade  gemeinschaftlich  haben,  und  dafs  zwei 
Gerade  derselben  Ebene  sich  jedesmal  in  einem  Punkte  schneiden. 
Von  anderer  Seite  aber  betrachtet  man  anfangs  einen  fest  ge- 
wählten Bereich  und  setzt  voraus,  dafs  hierin  zwei  Ebenen  höchstens 
eine  Gerade,  eine  Gerade  und  eine  Ebene  höchstens  einen  Punkt 
gemeinschaftlich  haben,  wofern  die  Gerade  nicht  in.  die  Ebene 
hineinfällt.  Wir  wollen  die  beiden  Methoden  mit  einander  ver- 
gleichen. 

Zunächst  behaupte  ich,  dafs  eine  Raumform  alle  projektiven 
Eigenschaften  auch  dann  besitzen  kann,  wenn  die  Gerade  mit 
jeder  sie  nicht  enthaltenden  Ebene  zwei  Punkte  gemeinschaftlich 
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bat.  U3:  das  ffnmsfhm,  lege  nan  der  Untrrmrhpng  die  firoher 
(n  5  ^9  B.  1.  S.  124 — 127)  eii^e&liiteii  Kooffnatco  x,  j,  z  zo 
Gnmde   und  besdimne  vier  Grcisea  x»,  Xi,  xt»*^    dardb  die 


X«  X»  X« 

Xnmnt  man  jetzt  an,  den  Wensrsteaicn  (i^  Xi,  Xf,  x«)  imd 
( — X(.,  — Xi,  — Xfl,  — xs)  entsprecfae  regebniäg  dcrsdie  Ponkt, 
so  gehen  u>]gende  Gesetse:  Dordi  zvei  Pdobie  gcfal  jedesmal 
eine  Gerade;  darcfa  eine  Gende  und  einen  oidit  in  ibr  mthahenfn 
Punkt  liist  sicfa  stets  eine,  und  zwar  eine  einz^e  Ebene  legen; 
zwei  beÜdnge  Ebenen  srhneidm  sidi  in  einer  Geraden,  drei  nicfat 
dcrch  eine  Gerade  hindordigdxnde  Ebenen  sdmeiden  sich  in 
einexn  Renkte.  Aber  man  kann  mit  gleicbem  Rechte  aonehmrn, 
dais  die  beiden  Wertsysteme  (x«,  x«,  Xt,  x«)  ond  ( — x«,  — X|, 
—  xt,  —  xs)  verschiedene  Punkte  (GegeapuiAte)  darstellen.  Dann 
wird  jede  Gerade  (und  somit  aiKii  jede  Ebene),  die  durch  einen 
Poniki  iiindnrchgeht,  auch  seinen  Gegmpnnkt  enthalten,  da  die 
Giekhong  a«x*  +  aiXi  +  M^  -t-  H^  ~  ^  s^JCts  bc&ieifigt  wird, 
wenn  man  allen  Koordinaten  die  entgcgengesetncn  Wette  bei- 
legt. Hiemach  haben  zwei  Ebenes  regehnäisig  eine  einzige  gerade 
Linie  gemeinschaftlich,  aber  die  Ebene  wird  Ton  jeder  Geraden, 
die  nicht  in  ihr  2cgU  in  zwei  Punkten  gescfanitien;  etKiiso  haben 
zwei  in  derselben  Ebene  liegende  Gerade  stets  einen  Punkt  und 
seinen  Go^enpcnkt  gezieinschattlich.  Dais  die  beiden  liier  an- 
gegebenen Raumtbnnec  sehr  naiie  mit  rinander  verwandt  sind. 
bedin  keiner  Begründimi:;  sie  stimmen  sogar  in  allen  ihren  Eigen- 
schaften Tollstindig  üi>erein^  worem  man  nur  gewisse  eintich 
begrenzte  Bereiche«  etwa  dis  Innere  eines  Tetraeders  betrachtet 
Aber  auch  im  übrigen  ist  die  .Ähnlichkeit  der  beiden  Raumrönnen 
so  ercis,  dais  man  gezwungen  is:,  mdi  die  zweite  ab  eine  pro- 
•ektive  zu  bezeichnen. 

2.  .\cs  den  proiekiiven  Raumiormen  will  mm  durch  Hinzu- 
r-ihrre  weiterer  Voraussetzungen  diefenigen  Ramcibrmen  ge- 
-Ä-innen,  die  mit  der  Erfihmni:  vereinbar  sind.  Sehen  wir  selbst 
^anz  von  den  Cügor d-Klein  sehen  Racmibrmen  ab,,  bei  denen  man 
durchaos  gezwungen  isc,  zunächst  die  Eigensciuiren  tur  ein  end- 
liches Gebiet  rti  entwickeln«   so   müssen  wir  gestehen,   da!s  in 
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voller  Allgemeinheit  nur  die  Kleinsche  Raumform  (die  Polarform 
des  Riemannschen  Raumes)  den  Forderungen  genügt,  dafs  zwei 
beliebige  Ebenen  eine  Gerade  und  zwei  in  einer  Ebene  liegende 
Gerade  einen  einzigen  Punkt  gemeinschaftlich  haben.  Im  Rie- 
mamischen  Räume  wird  jede  Ebene  von  einer  nicht  in  ihr  ent- 
haltenen Geraden  in  zwei  Punkten  getroffen.  In  der  Euklidischen 
und  der  Lobat^bewskyschen  Geometrie  fehlen  Gebilde,  die  in 
der  allgemeinen  Projektivität  als  existierend  vorausgesetzt  werden, 
und  können  höchstens  als  »uneigentliche«  Gebilde  künstlich  ein- 
geführt werden;  für  diese  Raumformen  gilt  demnach  der  Satz, 
dafs  zwei  Ebenen  eine  Gerade  gemeinschaftlich  haben,  nicht  mehr 
in  voller  Allgemeinheit.  Wollen  wir  also  den  mit  der  Erfahrung 
übereinstimmenden  Raumformen  Projektivität  beilegen,  so  geht 
es  nicht  an,  die  Voraussetzung  zu  machen,  dafs  zwei  beliebige 
Ebenen  eine  Gerade,  zwei  beliebige  in  einer  Ebene  liegende 
Gerade  eiuen  Punkt  gemeinschaftlich  haben. 

Dazu  kommt  noch,  dafs  es,  wie  die  Betrachtung  der  Clifford- 
Kleinschen  Raumformen  zeigt,  am  natürlichsten  ist,  die  Gesetze 
erst  für  ein  endliches  Gebiet  zu  entwickeln  und  dann  zu  diesem 
Gebiete  neue  Gebiete,  welche  dieselben  Eigenschaften  besitzen, 
in  unbegrenzter  Folge  hinzuzunehmen.  Auch  ist  es  eine  durchaus 
naturgemäfse  Aufgabe,  zu  erforschen,  welche  Möglichkeiten  noch 
bestehen,  wenn  man  die  Voraussetzungen  der  Projektivität  zu- 
nächst nur  für  ein  endliches  Gebiet  macht;  erst  auf  diesem  Wege 
gelangt  die  Projektivität  zu  demselben  Abschlufs,  den  wir  im 
vierten  Abschnitt  der  Metrik  haben  geben  können. 

3.  Demnach  sind  wir  gezwungen,  von  den  beiden  oben 
charakterisierten  Methoden  die  zweite  zu  bevorzugen.  Wir  denken 
uns  also  einen  einfach  begrenzten  Teil  des  Raumes  gegeben; 
hierin  setzen  wir  ein  System  von  Flächen  und  Linien  voraus, 
das  folgenden  Bedingungen  genügt: 

a)  Die  Schnittlinie  von  irgend  zwei  Flächen  des  Systems  ist 
eine  Linie  des  Systems  und  gehört  jeder  Fläche  des  Systems  an, 
die  zwei  Punkte  der  Linie  enthält. 

b)  Durch  eine  Linie  des  Systems  und  einen  nicht  in  ihr 
enthaltenen  Punkt  geht  eine  und  zwar  eine  einzige  Fläche  des 
Systems. 
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Wir  können  diese  Voraussetzungen  auch  woU  in  folgender 
Form  aussprechen: 

Durch  zwei  Punkte  des  abg^renzten  Ranmteiles  gebt  Jedesmal 
eine  und  zwar  eine  dnzige  Linie  des  Systems;  durch  drei  Ptankte, 
die  nicht  auf  einer  solchen  Linie  liegen,  laist  sich  jedesmal  eine 
und  zwar  eine  einzige  Flache  des  Systems  l^en. 

Gleichwie  wir  bei  diesen  Definitionen  bereits  die  B^rifie: 
Fläche,  Linie  und  Punkt  benutzt  haben,  müssen  wir  zu  den  anf- 
gesteUten  Voraussetzungen  das  Princip  der  Stetigkeit  hinzanehmen. 
Für  die  ersten  Entwicklungen  bedarf  man  indessen  dies  Princip 
nicht  in  seiner  vollen  Allgemeinheit;  vielmehr  genügt  folgende 
Voraussetzung: 

Jede  in  dem  abgrenzten  Räume  enthaltene  Ebene  zeri^ 
ihn  in  zwei  Teile  auf  die  Weise,  da(s  jede  gerade  Strecke,  wdche 
zwei  in  verschiedenen  Teilen  gelegene  Punkte  mit  dnander  ver- 
bindet, die  Ebene  schneidet. 

Daraus  folgt  für  den  angenommenen  Raum  unmittelbar  der 
Satz: 

Jede  in  einer  Ebene  enthaltene  Gerade  zerl^  sie  so  in  zwei 
Teile,  dafs  jede  gerade  Strecke,  welche  einen  Punkt  des  einen 
Teiles  mit  einem  Punkte  des  andern  verbindet,  die  g^ebene 
Gerade  in  einem  zwischen  den  beiden  Punkten  gelegenen  Punkte 
trifit. 

Unsere  erste  Aufgabe  besteht  jetzt  darin,  die  einzelnen  An- 
nahmen eingehend  zu  prüfen,  um  uns  über  ihre  Unabhängigkeit 
und  ihre  Tragweite  Aufschlufs  zu  verschaffen. 

4.  Da{s  es  nicht  möglich  ist,  die  Projektivität  durch  Ent- 
wicklungen herzuleiten,  die  ganz  auf  ebene  Gebiete  beschränkt 
sind,  hat  bereits  Klein  aus  anaU-tischen  Gesetzen  gefolgert,  die 
Beltrami  für  die  kürzesten  Linien  auf  krummen  Flächen  aufgestellt 
hat.  Zu  derselben  Folgerung  gelangt  man  auch  durch  eine  ein- 
fache rein  geometrische  Betrachtung.  In  der  That,  wollten  wir 
nur  die  Voraussetzung  machen,  dafs  in  einer  zweifach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  ein  System  von  Linien  gegeben  sei,  von  denen 
durch  je  zwei  Punkte  nur  eine  einzige  Linie  hindurchgeht,  so 
würde  dadurch  keine  Beziehung  zwischen  den  Linien  des  Systems 
bestimmt.  Man  lasse  vom  Punkte  1  aus  beliebige  Linien  aus- 
gehen,   welche    keinen   zweiten  Punkt    gemeinschaftUch    haben. 
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Nachdem  solche  in  beliebiger  Anzahl  gewählt  sind  und  fiir  eine 
weitere  Linie  ein  zweiter  Punkt  bestimmt  ist,  bleibt  für  diese 
Linie  noch  immer  ein  gewisses  Winkelfeld.  Denkt  man  sich  alle 
vom  Punkte  1  ausgehenden  Linien  bestimmt,  so  sind  die  von 
einem  zweiten  Punkte  2  ausgehenden  Linien  bis  auf  die  Linie 
(21)  willkürlich  und  haben  nur  den  beiden  Bedingungen  zu  ge- 
nügen, dafs  sie  unter  einander  keinen  zweiten  Punkt  gemein- 
schaftlich haben  und  dafs  keine  den  von  1  ausgehenden  Linien 
zweimal  begegnet  Diese  Willkür  ändert  sich  bei  Hinzunahme 
eines  (n  -}-  l)tcn  Punktes  nicht,  nachdem  für  irgend  eine  endliche 
Zahl  n  von  Punkten  Gesetze  angegeben  sind,  nach  denen  sich 
sämtliche,  durch  je  einen  dieser  Punkte  hindurchgehende  Linien 
des  Systems  bestimmen  lassen.  Die  oben  angegebenen  For- 
derungen sind  also  von  einander  unabhängig  und  lassen  sich  nicht 
auf  eine  geringere  Zahl  von  Voraussetzungen  zurückführen. 

5.  Man  denke  aber  nicht,  dafs  die  beiden  obigen  Voraus- 
setzungen nur  für  die  Geraden  und  Ebenen  des  Raumes  gelten. 
Schon  Klein  hat  darauf  hingewiesen,  dafs  durch  irgend  eine  stetige 
Umgestaltung  des  Raumes  die  Geraden  und  Ebenen  in  Gebilde 
übergehen,  fiir  welche  die  angegebenen  Eigenschaften  wenigstens 
so  lange  bestehen  bleiben,  als  man  einen  gewissen  Bereich  nicht 
verläfst.  Wir  möchten  an  einem  einfachen  Beispiele  zeigen,  dafs 
die  vorausgesetzten  Eigenschaften  gewissen  Systemen  ganz  all- 
gemein zukommen. 

Zu  dem  Ende  betrachten  wir  wieder  den  Hyperbel-Sinus, 
den  wir  bereits  im  ersten  Abschnitt  benutzt  haben.  Indem  wir 
setzen  : 

(1)  Shu=   —2 =  u  +  3j  +  g-j+  .  .  . 

sehen  wir,  dafs  zu  jedem  reellen  Werte  von  u  ein  einziger  reeller 
Wert  von  Shu  gehört,  und  umgekehrt 

Jetzt  sollen  x,  y,  z  Cartesische  (recht-  oder  schiefwinklige) 
Koordinaten  des  euklidischen  Raumes  und  a,  ß,  y  drei  von  null 
verschiedene  endliche  konstante  Gröfsen  sein.    Indem  wir  setzen: 

(2)|  =  aSh?,  ,-/JSh^,  £  =  rShJ, 

entspricht  jedem  Punkte  ein  einziges  System  von  Werten  (§,  ^,  g). 
Durch  die  Gleichung: 
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(3)  ag  +  b,  +  cg  +  d  =  0 
wird  bei  konstanten  Werten  von  a,  b,  c,  d  eine  Fläche  dar- 
gestellt, welche  im  allgemeinen  von  einer  Ebene  verschieden  ist 
und  nur  dann  in  eine  solche  übergeht,  wenn  zwei  der  Koeffi- 
cienten  a,  b,  c  gleich  null  sind.    Zwei  Flächen  : 

(4)  ag  +  b,  +  cg  +  d  =  0 
a'g  +  h'v  +  c'g  +  d'  =  0 

haben  entweder  keinen  (endlichen)  Punkt  oder  eine  einzige  linie 
gemeinschaftlich.  Wenn  aber  die  Werts3rsteme  (§',  fi\  g*)  und 
(§^,  ly*',  g")  den  beiden  Gleichungen  (4)  genügen,  so  werden  diese 
beiden  Gleichungen  auch  für: 

§=r+^(r-r),  v=v'+Hv-v'i  g=r+i(r-g') 

bei  beliebigem  Werte  von  X  befriedigt.   Soll  umgekehrt  die  Fläche 

(5)  A§  +  Bi?  +  Cg  +  D  =  0 

mit  den  beiden  Flächen  (4)  die  beiden  Punkte  (§',  ^',  g')  und 
(0\  V  >  O  gemeinschaftlich  haben,  so  müssen  die  vier  aus  der 
Matrix 

a    b    c    d 

a'   b'   c'    d' 

A  B    C   D    l! 

gebildeten  Determinanten  verschwinden,  da  im  andern  Falle  diese 
vier  Determinanten  sowohl  den  Werten  g'  :  (—  j/')  :  g'  :  ( —  1) 
wie  den  Werten  g' :  ( — tj")  :  g"  :  ( — 1)  proportional  sein  müfsten. 
Demnach  ist 

A  =  Xz+fi2i\  B  =  Xh  +  iih'y  C  =  Xc  +  fdc\  D=Xd  +  fid'; 

* 

dann  wird  aber  die  Gleichung  (5)  für  jedes  Wertsystem  erfüllt, 
welches  den  beiden  Gleichungen  (4)  genügt,  oder  die  letzte  Fläche 
geht  durch  den  Schnitt  der  beiden  ersten  hindurch.  Nennen  wir 
jede  durch  die  Gleichung  (3)  dargestellte  Fläche  eine  Fläche  E 
und  jede  Schnittlinie  zweier  Flächen  E  eine  Linie  g,  so  geht 
durch  irgend  zwei  Punkte  des  Raumes  eine  einzige  Linie  g  und 
durch  irgend  drei  Punkte,  die  nicht  auf  einer  Linie  g  liegen,  eine 
einzige  Fläche  E.  Für  das  System  dieser  Linien  und  Flächen 
gilt  also  die  projektive  Geometrie. 

Der  angegebene  Weg  liefert  uns  bereits  unendlich  viele  der- 
artige Systeme;  denn  legen  wir  irgend  ein  anderes  recht-  oder 
schiefwinkliges  Koordinatensystem   zu  Grunde   oder  ändern  wir 
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die  Koefficienten  a,  /9,  7,  so  erhalten  wir  stets  ein  anderes  System 
von  Flächen  £  und  Linien  g. 

6.  Für  die  ersten  Sätze  der  projektiven  Geometrie  genügt 
das  Princip  der  Stetigkeit  in  der  Form,  die  wir  am  Schlufs  von 
3.  angegeben  haben.  Wahrscheinlich  wird  man  es  aber  bei  weiter- 
gehenden Untersuchungen  in  seinem  ganzen  Umfange  heranziehen 
müssen. 

Aufserdem  ist  noch  Folgendes  zu  beachten.  Um  überhaupt 
die  Theorie  der  Doppelverhältnisse  nach  der  Methode  zum  Ab- 
schlufs zu  bringen,  die  in  II  §  3  gelehrt  ist,  mufs  man  Gewifsheit 
darüber  erlangen,  ob  die  angegebene  Konstruktion  beim  Übergang 
zur  Grenze  auch  jedem  irrationalen  Werte  des  Doppelverhältnisses 
einen  einzigen  Punkt  zuweist,  oder  ob  dadurch  für  einen  irratio- 
nalen Wert  die  Lage  des  Punktes  nur  auf  eine  gewisse  Strecke 
eingeschränkt  wird. 

Die  Untersuchungen,  welche  zur  Entscheidung  dieser  Frage 
führen,  unterscheiden  sich  nicht  von  denen,  welche  in  der  me- 
trischen Geometrie  darüber  entscheiden,  ob  man  durch  Teilung 
einer  Strecke  in  hinreichend  viele  gleiche  Teile  eine  beliebig  kleine 
Strecke  enthält  oder  ob  der  ntc  Teil  einer  Strecke  für  jede  noch 
so  grofse  Zahl  n  oberhalb  einer  gewissen  Strecke  bleibt.  Die 
entsprechenden  Entwicklungen  des  vorigen  Abschnitts  müssen 
daher  auch  hier  herangezogen  werden.  Wir  brauchen  sie  hier 
aber  nicht  zu  wiederholen,  nehmen  vielmehr  in  Übereinstimmung 
mit  den  Ergebnissen  der  früheren  Untersuchung  im  folgenden  an, 
dafs  jedem  Doppelverhältnis  auch  dann '  ein  einziger  Punkt  ent- 
spricht, wenn  dasselbe  einen  irrationalen  Wen  hat. 

7.  Nachdem  so  die  Voraussetzungen,  von  denen  wir  im 
zweiten  Abschnitt  ausgegangen  sind,  eine  sorgfältige  Prüfung  er- 
halten haben,  können  wir  die  Entwicklungen  des  zweiten  Ab- 
schnitts, namentlich  die  §§  2 — 6  (B.  1.  S.  99—128)  folgen  lassen, 
natürlich  unter  fortwährender  Beschränkung  auf  den  zu  Grunde 
gelegten  Raumteil.  Ich  möchte  jedoch  auf  einen  Abschnitt  aus 
der  projektiven  Geometrie,  der  dort  nur  beiläufig  erwähnt  ist, 
besonders  aufmerksam  machen,  da  er  im  folgenden  vielfach  an- 
gewandt werden  mufs. 

Das  wichtigste  Hilfsmittel,  durch  welches  die  synthetische 
Geometrie  zu  ihren  Lehrsätzen  gelangt,  ist  die  Zuordnung  von 


«H)  Sechster  AbKfaoitL    $  1. 

Punkten,  Geraden  und  Ebenen  zu  einander.  Da  die  proiektive 
Geometrie  sich  darauf  aufbaut,  dais  zwei  Ebenen  sich  in  dner 
Geraden,  zwei  Gerade  derselben  Ebene  in  einem  Punkte  sdmdden, 
so  muis  diejenige  Zuordnung  der  Punkte  eines  Ranmtriles  zo 
denen  eines  zweiten  als  besonders  einfufa  angesehen  werden,  bei 
der  auch  jeder  Geraden  wieder  eine  Gerade,  jeder  Ebene  eine 
Ebene  derartig  entspricht,  dais  un^eicfaartigen  Elementen  des 
einen,  die  in  einander  li^en,  Elemente  des  andern  zugeordnet 
werden,  die  ebenfidls  in  einander  li^en.  Eine  soldie  Zuordnung 
(Verwandtschaft)  nennen  wir  kollinear;  wir  stellen  daher  mit 
Staudt  folgende  Definition  auf: 

Zwei  Raumteile  JS  und  Si  sind  kollinear  verwandt,  wenn 
jedem  Punkte  jt  von  S  ein  Punkt  jti  von  Si  entspricht,  jeder 
durch  JT  gehenden  Geraden  oder  Ebene  von  S  aber  eine  durch 
JTi  gehende  Gerade  resp.  Ebene  von  £i  zugeordnet  ist. 

Da  die  harmonischen  Gebilde  sich  durch  bloises  Schneiden 
von  Ebenen  und  Geraden  ergeben  und  die  Doppelverhältnisse 
sich  auf  harmonische  zurückführen,  so  bezieht  diese  Zuordnung 
jedesmal  einstufige  Grundgebilde  projektivisch  auf  einander,  d.  k 
so,  dafs  die  Doppelverhaltnisse  sich  nicht  ändern.  Sind  also  a, 
ßy  7,  d  vier  Punkte  einer  Geraden,  so  entsprechen  ihnen  vier 
Punkte  ai,  ßiy  /i,  di  einer  zweiten  Geraden  derartig,  dafs  die 
Doppelverhältnisse  (aßyö)   und  (ai^i/idi)  einander  gleich  sind. 

Will  man  zwei  Raumteile  kollinear  auf  einander  beziehen, 
so  darf  man  fünf  beliebigen  Punkten  des  einen,  von  denen  keine 
vier  in  einer  Ebene  liegen,  irgend  fünf  Punkte  des  andern  als 
entsprechende  zuweisen,  von  denen  ebenfalls  keine  vier  in  einer 
Ebene  liegen. 

Um  diese  Verwandtschaft  analytisch  darzustellen,  setzt  man, 
wenn  dem  Punkte  x  der  Punkt  y  zugeordnet  werden  soll,  zwischen 
den  Koordinaten  homogene  lineare  Gleichungen  fest  von  der 
Form: 

ya  =  JSzaxXx,        (für  a  =  0,  1,  2,  3) 

X 

wo  die  aus  den  Koefficienten  gebildete  Determinante  nicht  ver- 
schwindet. Diese  Gleichungen  lassen  unmittelbar  erkennen,  dafs 
die  oben  angegebenen  Gesetze  gelten.  Zudem  ergiebt  sich,  dafs 
die  Gesamtheit  dieser  Umwandlungen  von  15  Konstanten  abhängt. 
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da  die  Gleichungen   16  Koefficienten   enthalten  und  es  nur  auf 
ihre  Verhältnisse  ankommt. 

In  vielen  Fällen  ist  es  angebracht ,  auf  die  Ergebnisse  von 
Transformationen  die  der  Bewegung  entsprechende  Terminologie 
anzuwenden,  namentlich  in  dem  Falle,  dafs  man  die  KoefEcienten 
von  einer  veränderlichen  Gröfse  t  in  der  Weise  abhängig  macht, 
dafs  für  t  =  0  jeder  Koefficient  an  gleich  eins  und  jeder  Koeffi- 
cient  2iix  für  ungleiche  Marken  £,  x  gleich  null  wird. 

Die  idealen  Gebilde. 

1.  »Uneigentlichecc  oder  »ideale«  Gebilde  sind  selbst  der 
elementaren  Behandlung  der  Geometrie  nicht  ganz  fremd.  Will 
man  auch  nur  die  einfachsten  Sätze  über  Projektivität  für  die 
euklidische  Geometrie  aussprechen,  so  ist  es  überaus  lästig,  stets 
zwischen  schneidenden  und  parallelen  Ebenen  (bezw.  Geraden) 
unterscheiden  zu  müssen.  Um  eine  einheitliche  Ausdrucksweise 
zu  erhalten,  macht  man  die  Fiktion,  zwei  parallele  Gerade  hätten 
einen  Punkt  gemein.  Aus  einem  leicht  erkennbaren  Grunde  nennt 
man  den  nicht  existierenden,  » uneigentlichen cc  oder  »idealen« 
Punkt,  den  eine  Gerade  mit  einer  zu  ihr  parallelen  Linie  gemein 
haben  soll,  den  »unendlich  fernen«  Punkt  der  Geraden.  Dann 
mufs  man  festsetzen,  dafs  alle  unter  einander  parallelen  Geraden 
denselben  unendlich  fernen  Punkt  besitzen.  Ebenso  legt  man 
zwei  parallelen  Ebenen  eine  gemeinsame  ideale  Gerade,  die  »un- 
endlich ferne«  Gerade  der  Ebenen  bei.  Diese  Gerade  mufs  die 
unendlich  fernen  Punkte  aller  in  den  beiden  Ebenen  liegenden 
Geraden  enthalten  und  allen  zu  ihnen  parallelen  Ebenen  gemeinsam 
sein.  Weiterhin  sieht  man  sich  genötigt  festzusetzen,  dafs  alle 
unendlich  fernen  Punkte  des  Raumes  in  einer  Ebene,  der  »un- 
endlich fernen  Ebene«,  liegen.  Natürlich  darf  man  diesen  Ge- 
bilden keine  reale  Existenz  beilegen,  sondern  mufs  sie  nur  als  ein 
Mittel  betrachten,  eine  einheitliche  Ausdrucksweise  zu  schaffen. 

2.  Eine  weit  gröisere  Bedeutung  besitzen  die  idealen  Gebilde 
für  die  allgemeine  Projektivität.**)  Um  ihre  Einführung  vorzu- 
bereiten, betrachten  wir  den  Strahlenbündel,  d.  h.  die  Gesamtheit 
der  Geraden   und  Ebenen,   die  durch   einen  festen  Punkt,   den 
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Scheitel  oder  Mittelpunkt  des  Bündels,  hindurchgehen.  Für  einen 
solchen  Bündel  gelten  zahlreiche  Gesetze,  bd  denen  wir  ganz 
vom  Scheitel  absehen  können.  Ja,  es  empfiehk  äch  vidfiuili,  ach 
beim  Ausspruch  der  Sätze  auf  einen  Raumteil  zn  beschranken, 
dem  der  Scheitel  nicht  angehön.  Indem  wir  das  thon,  stellen 
wir  folgende  Satze  auf: 

a)  Durch  jeden  Punkt  geht  eine,  und  zwar  eine  einzige 
Gerade  des  Bündels. 

b)  Je  zwei  Strahlen  des  Bündels  liegen  in  einer  seiner  Ebenen. 

c)  Wenn  zwei  Ebenen  des  Bündds  (in  dem  abgegrenzten 
Raumteile)  einen  Punkt  gemein  haben,  so  schneiden  sie  sich  in 
einer  dem  Bündel  angehörenden  Geraden. 

d)  Durch  jede  dem  Bündel  nicht  angehörende  Gerade  geht 
eine,  und  zwar  eine  einzige  Ebene  des  Bändels. 

e)  Wenn  vier  in  einer  Ebene  liegende  Strahlen  oder  vier 
durch  einen  Strahl  gehende  Ebenen  des  Bündels  eine  Gerade 
treffen,  so  ist  das  Doppelverhältnis  der  Schnittpunkte  von  der 
Wahl  der  getroffenen  geraden  Linie  unabhängig. 

f)  Gehen  von  einem  Punkte  vier  harmonische  Gerade  aus, 
von  denen  drei  einen  Strahl  des  Bündels  schneiden,  während  die 
vierte  dem  Strahlbündel  angehört,  so  liegt  auch  der  von  irgend 
einem  andern  Punkte  ausgehende  Strahl  des  Bündels  harmonisch 
zu  den  drei  Geraden,  welche  von  dem  neuen  Punkte  aus  nach 
den  drei  Schnittpunkten  mit  dem  festen  Strahl  gezogen  werden. 

Diese  Sätze  gelten,  wie  bereits  erwähnt  wurde,  für  einen 
Raumteil,  in  welchem  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbündels  nicht 
liegt.  Wir  können  daher  die  in  dem  abgegrenzten  Raumteil  ent- 
haltenen Geraden  und  Ebenen  des  Bündels  als  Ersatz  für  den 
nicht  darin  liegenden  Mittelpunkt  betrachten.  Aber  bei  der  Her- 
leitung  dieser  Sätze  gebraucht  man  den  Mittelpunkt;  es  fragt  sich 
also,  ob  derselbe  für  den  Beweis  entbehrt  werden  kann;  wenn 
das  möglich  ist,  darf  man  von  einem  idealen  Punkte  sprechen, 
der  durch  ein  gewisses  System  von  Geraden  und  Ebenen  ersetzt 
wird.  Die  folgende  Untersuchung  wird  uns  lehren,  dafs  die 
aufgeworfene  Frage  bejaht  werden  mufs;  sie  wird  uns  aber  in 
ihrem  weiteren  Verlauf  auch  zu  idealen  Geraden  und  Ebenen  fuhren. 

3.  Unter  einem  ebenen  Strahlenbüschel  verstehen  wir  zu- 
vörderst die  Gesamtheit  der  in  einer  Ebene  enthaltenen  und  durch 
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einen  festen  Punkt  gehenden  Strahlen.  Wir  wollen  diesen  Begriti 
in  einfacher  und  natürlicher  Weise  erweitem. 

Zu  dem  Ende  betrachten  wir  vier  Ebenen,  die  durch  dieselbe 
gerade  Linie  hindurchgehen.  Diese  vier  Ebenen  haben  ein  festes 
Doppelverhältnis,  d.  h.  das  Doppelverhältnis  der  vier  Schnittpunkte, 
in  denen  eine  beliebige  Gerade  die  vier  Ebenen  trifft,  hängt  nur 
von  den  Ebenen,  aber  nicht  von  der  schneidenden  Geraden  ab. 
Beschränkt  man  sich  auf  solche  Gerade,  die  einer  festgewählten 
Ebene  angehören,  so  kann  man  die  Ebenen  durch  ihre  Schnitt- 
linien mit  der  festen  Ebene  ersetzen;  diese  vier  Geraden  haben 
die  Eigenschaft,  dafs  ihre  Schnittpunkte  mit  jeder  Transversalen 
in  einem  konstanten  Doppelverhältnis  stehen;  wir  dürfen  daher 
von  dem  Doppelverhältnis  der  vier  Geraden  sprechen.  Diese 
Eigenschaft  ist  davon  unabhängig,  ob  die  Achse  der  vier  ersten 
Ebenen  die  durchschneidende  Ebene  trifft  oder  nicht.  Wenn  ein 
Schnittpunkt  (in  dem  abgegrenzten  Raumteile)  vorhanden  ist,  so 
gehen  auch  die  vier  Schnittlinien  durch  diesen  Punkt;  die  Geraden 
gehören  dann  einem  Büschel  an.  Wir  werden  daher  auch  in 
dem  Falle,  wo  ein  solcher  Schnittpunkt  nicht  vorhanden  ist,  die 
vier  Geraden  als  einem  Büschel  angehörig  betrachten. 

Umgekehrt  gilt  auch  der  Satz: 

Wenn  vier  Geraden  einer  Ebene  ein  festes  Doppelverhältnis 
haben,  so  lassen  sich  durch  sie  vier  Ebenen  hindurchlegen,  welche 
eine  gerade  Linie  gemein  haben. 

Die  vier  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  a,  b,  c,  d  mögen 
die  Eigenschaft  haben,  dafs  das  Doppelverhältnis  (aßyd)  ihrer  vier 
Schnittpunkte  a,  ß,  y,  6  mit  einer  beliebigen  Geraden  von  der 
Wahl  dieser  Geraden  unabhängig  ist;  jetzt  behaupte  ich:  Liegt 
die  der  Ebene  nicht  angehörende  Gerade  q  mit  den  Geraden  a 
und  b  je  in  einer  Ebene,  so  kann  man  auch  durch  q  und  c,  sowie 
durch  q  und  d  je  eine  Ebene  legen. 

Zum  Beweise  betrachte  ich  die  vier  Ebenen  (qa),  (q|5),  (q/)> 
(qd),  deren  Doppelverhältnis  gleich  (jxßyd)  ist.  Durch  6  lege 
man  eine  neue  Gerade,  welche  die  drei  anderen  Geraden  bezw. 
in  den  Punkten  «',  ß\  y  treffen  möge.  Nach  unserer  Annahme 
ist  das  Doppelverhältnis  {aff-fS)  =  (aßyd);  es  ist  dies  auch  das 
Doppelverhältnis  der  vier  Ebenen,  welche  durch  die  Gerade  q 
nach  den  vier  Punkten  a',  ß',  y\  ö  hin  gelegt  werden  können. 

6* 
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Da  die  Ebenen  (qa)  und  (qa'),  sowie  die  Ebenen  (qß)  und  (q^) 
zusammenfallen,  so  müssen  wegen  der  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse die  Ebenen  (qy)  und  (q/)  identisch  sein,  oder  die 
Geraden  q  und  c  liegen  in  einer  Ebene.  Ebenso  erkennt  man 
unter  Hinzunahme  einer  Linie,  welche  durch  7  geht  und  die 
Geraden  a,  b,  d  schneidet,  dafs  die  Ebene  (qd)  die  Gerade  d 
enthält. 

Hieran  schliefst  sich  folgender  Satz: 

Wenn  drei  Geraden  einer  Ebene  die  Eigenschaft  haben,  dais 
sich  durch  jede  von  ihnen  und  eine  weitere  Gerade,  die  der  Ebene 
der  drei  ersten  Geraden  nicht  angehört,  eine  Ebene  legen  läfst, 
so  liegt  die  Schnittlinie  irgend  zweier  Ebenen,  die  durch  zwei 
von  ihnen  gelegt  werden,  mit  der  dritten  Geraden  in  einer  Ebene. 

Der  Annahme  nach  liegen  die  Geraden  a,  b,  c  in  einer  Ebene; 
eine  vierte  Gerade  q,  die  dieser  Ebene  nicht  angehört,  liegt  so- 
wohl mit  a,  als  mit  b,  als  auch  mit  c  je  in  einer  Ebene.  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  q  des  Raumes  und  je  eine  der  drei 
Geraden  a,  b,  c  lege  ich  eine  Ebene  und  will  beweisen,  dafs  diese 
drei  Ebenen  dieselbe  Gerade  gemein  haben.  Zu  dem  Ende  wähle^ 
ich  in  der  Ebene  (ab)  einen  Punkt  d  der  Art,  dafs  sich  von  ihm 
aus  zwei  gerade  Linien  ziehen  lassen,  welche  die  Geraden  a,  b,  c 
schneiden.  Das  geschehe  in  den  Punkten  a,  ßy  7  und  a',  ß\  /*, 
wo  die  Punkte  a  und  a  in  a,  ß  und  ß'  in  b,  7  und  7'  in  c  liegen. 
Durch  die  Schnittlinie  r  der  Ebenen  (pa)  und  (gh)  lege  ich  drei 
weitere  Ebenen,  von  denen  eine  durch  7,  eine  zweite  durch  7, 
die  dritte  durch  6  geht.  Da  die  Doppelverhältnisse  (aßyi)  und 
(a'/^yd)  dem  Doppelverhältnis  der  vier  durch  q  gelegten  Ebenen 
gleich  sind,  so  haben  auch  die  vier  Ebenen  (ra),  (rb),  (r7),  (rd) 
dasselbe  Doppel  Verhältnis  wie  die  vier  Ebenen  (ra),  (rb),  (r7'), 
(rd);  die  Ebenen  (r/)  und  (ry)  fallen  also  zusammen,  oder  die 
Geraden  r  und  c  liegen  in  einer  Ebene. 

Demnach  stellen  wir  folgende  Definition  auf: 

Drei  Gerade  einer  Ebene  gehören  einem  Strahlenbüschel  an, 
wenn  jede  von  ihnen  mit  derselben  vierten,  nicht  in  der  Ebene 
enthaltenen  Geraden  in  einer  Ebene  liegt. 

Dann  gelten  folgende  Sätze: 

a)  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  geht  eine  Gerade,  die  mit 
allen  Geraden  eines  Strahlenbüschels  in  einer  Ebene  liegt. 
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b)  Der  Strahlenbüschel  ist  durch  zwei  beliebige  seiner  Strahlen 
bestimmt. 

c)  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  Strahl  des  Büschels; 
hat  der  Büschel  keinen  Mittelpunkt,  so  kann  man  durch  jeden 
Punkt  nur  einen  Strahl  des  Büschels  legen. 

d)  Irgend  vier  Strahlen  eines  Büschels  bestimmen  auf  allen 
hindurchgelegten  Geraden  gleiche  Doppelverhältnisse. 

4.  Hiernach  ist  es  nicht  schwierig,  ein  Gebilde  zu  kon- 
struieren, das  vollständig  der  Gesamtheit  der  durch  einen  Punkt 
gelegten  Geraden  und  Ebenen  entspricht  und  das  ebenfalls  als 
Strahlenbündel  bezeichnet  werden  soll.  Wir  gehen  von  zwei 
Geraden  m  und  n  aus,  die  in  einer  Ebene  liegen,  aber  (wenig- 
stens in  dem  abgegrenzten  Raumteil)  keinen  Punkt  gemein  haben. 
Die  vorige  Nummer  hat  bereits  gelehrt,  wie  wir  von  diesen 
Geraden  aus  zu  einem  Büschel  von  Strahlen  gelangen;  dieser 
Büschel  soll  dem  durch  die  beiden  Geraden  bestimmten  Bündel 
von  Strahlen  angehören.  Um  denjenigen  Strahl  zu  finden,  der 
durch  einen  nicht  in  der  Ebene  (mn)  liegenden  Punkt  a  geht, 
bestimmt  man  den  Schnitt  der  Ebenen  (am)  und  (an)  und  ordnet 
ihn  dem  Bündel  zu.  Hiernach  geht  durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
ein  Strahl  des  Bündels,  und  zwar  ein  einziger. 

Wie  wir  bewiesen  haben,  liegt  jeder  der  Ebene  (mn)  ange- 
hörende Strahl  des  Bündels  mit  jedem  andern  in  einer  Ebene. 
Hieraus  folgt  sofort,  dafs  jede  Ebene,  welche  durch  einen  in  der 
Ebene  (mn)  gelegenen  Strahl  des  Bündels  geht,  einen  Büschel 
von  Strahlen  enthält;  somit  enthält  jede  Ebene,  deren  Schnittlinie 
mit  der  Ebene  (mn)  dem  Bündel  angehört,  alle  diejenigen  Strahlen 
des  Bündels,  die  einen  Punkt  mit  ihr  gemein  haben.  Mit  Hilfe 
dieses  Satzes  läfst  sich  leicht  zeigen,  dafs  sich  durch  je  zwei 
Strahlen  des  Bündels  eine  Ebene  legen  läfst. 

Liegen  nämlich  die  Strahlen  a  und  b  auf  verschiedenen  Seiten 
der  Ebene  (mn),  so  mufs  die  durch  a  und  einen  beliebigen  Punkt 
von  b  gelegte  Ebene  die  Ebene  (mn)  in  einer  Geraden  p  schneiden, 
die  dem  Bündel  angehört.  Da  in  dieser  Ebene  ein  in  der  Ebene 
(mn)  enthaltener  Strahl  des  Bündeis  und  ein  Punk  von  b  liegt, 
so  mufs  der  Strahl  b  ganz  in  sie  hineinfallen;  diese  Ebene  enthält 
also  die  Geraden  a  und  b. 

Wenn  aber  die  Strahlen  a  und  b  auf  derselben  Seite   der 
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Ebene  (mn)  liegen,  so  bestimme  man,  was  immer  möglich  ist, 
in  der  Ebene  (mn)  einen  Strahl  p  des  Bündels  derartig,  dafs  p 
und  b  auf  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  (ma)  liegen.  Ist  c 
die  Schnittlinie  der  Ebenen  (ma)  und  (bp),  also  selbst  ein  Strahl 
des  Bündels,  so  haben  die  Strahlen  b,  c,  p  der  Ebene  (bp)  die 
Eigenschaft,  mit  der  Geraden  m  je  in  einer  Ebene  zu  li^en.  Da 
aber  die  Gerade  a  mit  zweien  unter  ihnen,  nämlich  mit  c  und  p, 
je  in  einer  Ebene  liegt,  so  mufs  sie  (nach  3.)  auch  einer  durch 
die  dritte  Gerade  b  gelegten  Ebene  angehören. 

Aus  dem  hiermit  bewiesenen  Satze  folgt,  dafs  in  jeder  Ebene, 
welche  einen  Strahl  des  Bündels  enthält,  noch  unendlich  viele 
seiner  Strahlen  liegen  und  dafs  alle  diese  Strahlen  einen  Büschel 
bilden.  Indem  wir  demnach  jede  solche  Ebene  dem  Bündel  an- 
gehören lassen,  folgt  unmittelbar,  dafs  jedesmal  die  Schnittlinie 
zweier  Ebenen  des  Bündels  einer  seiner  Strahlen  ist,  und  dafs 
durch  jede  dem  Bündel  nicht  angehörende  Gerade  eine  einzige 
Ebene  des  Bündels  geht. 

Da  je  zwei  Strahlen  des  Bündels  in  einer  seiner  Ebenen 
liegen,  kann  man  den  Strahlenbündel  durch  zwei  beliebige  seiner 
Strahlen  oder  auch  durch  einen  seiner  Strahlen  und  eine  seiner 
Ebenen  bestimmen.  Auch  sind  bereits  die  vier  ersten  für  den 
Bündel  in  2.  aufgestellten  Sätze  bewiesen ;  der  Satz  e)  folgt  daraus, 
dafs  alle  in  einer  Ebene  enthaltenen  Strahlen  des  Bündels  einen 
Büschel  bilden.  Der  Satz  f)  hat  folgenden  Inhalt:  Wenn  der 
durch  einen  Punkt  a  gehende  Strahl  a  des  Bündels  harmonisch 
liegt  zu  den  drei  Geraden,  welche  den  Punkt  a  mit  drei  Punkten 
Xy  Qy  0  eines  Strahles  p  verbinden,  so  liegt  auch  der  von  irgend 
einem  andern  Punkte  ß  ausgehende  Strahl  b  harmonisch  zu  den 
drei  von  ß  nach  jr,  (),  o  gezogenen  Geraden.  Zum  Beweise  legen 
wir  durch  die  Gerade  aß  vier  Ebenen,  von  denen  die  erste  durch 
a  (und  damit  auch  durch  b),  die  zweite  durch  Xy  die  dritte 
durch  Q  und  die  vierte  durch  o  geht.  Diese  vier  Ebenen  liegen 
harmonisch;  sie  werden  also  auch  durch  die  Ebene  (bp)  in  vier 
harmonischen  Geraden  geschnitten. 

5.  Zwei  verschiedene  Strahlenbündel  können  höchstens  einen 
Strahl  gemein  haben,  da  durch  zwei  Strahlen  ein  einziger  Bündel 
bestimmt  ist.  Dagegen  geht  durch  jeden  Punkt  des  Raumes,  der 
nicht  in  dem  etwa  vorhandenen  gemeinsamen  Strahle  liegt,  eine 
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Ebene,  die  zu  beiden  Bündeln  gehört.  Denn  legt  man  durch  den 
Punkt  den  Strahl  ai  des  ersten  und  den  Strahl  a^  des  zweiten 
Bündels,  so  ist  die  Ebene  (aia^)  beiden  Bündeln  gemeinsam.  Es 
ist  dies  offenbar  die  einzige,  durch  den  Punkt  gehende  Ebene,  die 
beiden  Bündeln  angehört.  Wenn  die  Bündel  einen  Strahl  gemein 
haben,  so  bilden  die  gemeinsamen  Ebenen  einen  Büschel,  dessen 
Achse  dieser  Strahl  ist;  wir  werden  daher  auch  in  dem  Falle,  dafs 
die  Bündel  keinen  gemeinsamen  Strahl  besitzen,  die  Gesamtheit 
der  beiden  Bündeln  angehörenden  Ebenen  einen  Ebenenbüschel 
nennen. 

Aus  zwei  gegebenen  Bündeln  kann  man  neue  Bündel  in 
einfacher  Weise  herleiten.  Zu  dem  Ende  gehen  wir  von  zwei 
Punkten  a  und  ß  aus;  durch  a  mögen  die  beiden  Geraden  ai 
und  as,  durch  ß  die  Geraden  bi  und  b^  so  hindurchgehen,  dafs 
ai  und  bi  dem  ersten,  a^  und  b<  dem  zweiten  Bündel  angehören. 
Wenn  jetzt  der  Punkt  ß  nicht  in  der  Ebene  (ajag)  liegt,  so  möge 
irgend  eine  durch  die  Gerade  aß  gelegte  Ebene  die  Ebene  (aia^) 
in  einer  Geraden  a'  und  die  Ebene  (bibj)  in  einer  Geraden  b' 
schneiden.  Von  dem  Bündel,  der  die  Geraden  a'  und  b'  enthält, 
wollen  wir  sagen,  er  sei  aus  den  beiden  ersten  Bündeln  herge- 
leitet, und  die  Gesamtheit  der  auf  diese  Weise  erhaltenen  Bündel 
wollen  wir  eine  Bündeh'eihe  nennen. 

Diese  Herleitung  neuer  Bündel  kann  nur  dann  als  natürlich 
angesehen  werden,  wenn  sie  von  der  Wahl  der  Punkte  a  und  ß 
unabhängig  ist.  Um  uns  davon  zu  überzeugen,  liefern  wir  den 
Beweis  des  folgenden  Satzes: 

Gehören  die  drei  Strahlentripel  (ai,  b|,  Ci),  (ag,  bj,  Ct)  und 
(a',  b',  c')  je  einem  Strahlenbündel  an,  gehen  die  Strahlen  ai,  a^, 
a'  durch  einen  Punkt  a,  die  Strahlen  bi,  b^,  b'  durch  einen 
Punkt  ßy  die  Strahlen  Ci,  Cs,  c'  durch  einen  Punkt  /,  liegen  die 
drei  Geraden  aj,  ag,  a',  sowie  bi,  b^,  b'  je  in  einer  Ebene,  so 
gehören  auch  die  drei  Geraden  C|,  Cg  c'  einer  Ebene  an. 

Wir  beweisen  den  Satz  zunächst  unter  der  Annahme,  dafs 
die  Punkte  a,  /9,  /  in  gerader  Linie  liegen,  und  nehmen  einen 
Punkt  6  auf  dieser  Geraden  hinzu,  durch  den  sich  eine  Ebene 
legen  läfst,  welche  die  neun  angefiihren  Strahlen  schneidet.  Be- 
zeichnet man  die  Schnittpunkte  mit  «i,  «j,  a,  /9i,  ft,  j^,  /i,  yg,  7' 
(wo  ai  auf  der  Geraden  ai   u.  s.  w.  liegt),  so  sind  die  Doppel- 


88 


Sechster  Abschnitt.    $  2. 


Verhältnisse  (jxißiyid)  =  (^iß^y^ö)  =  (a'ßyö)  einander  gleich 
da  jedes  gleich  (aßyö)  ist.  In  der  durch  ö  gelegten  Ebene  liegen 
die  drei  Geraden  aia^^  ßiß^  und  71/2,  und  wegen  der  Gleichheit 
der  Doppelverhältnisse  («i/Si/id)  und  («i/Si/^rf)  gehören  diese 
drei  Geraden  einem  Büschel  an.  Dasselbe  gilt  für  die  drei  Ge- 
raden üidy  ßiß'  und  /i/'.  Diese  beiden  Strahlenbüschel  sind 
identisch,  da  sie  zwei  Geraden  gemein  haben;  also  müssen  auch 
die  beiden  durch  den  Punkt  71  gehenden  Strahlen  zusammen- 
fallen, oder  der  Punkt  7  liegt  in  der  Ebene  717»,  die  Gerade  c' 
also  in  der  Ebene  (ciCa). 

Ist  aber  7  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes,  so  kann  man 
eine  Gerade  hindurchlegen,  welche  die  beiden  Ebenen  (aiai)  und 
(bibt)  trifft;  das  geschehe  in  den  Punkten  /i  und  v.  Von  /i 
mögen  die  Geraden  mj,  m»,  m',  von  v  die  Geraden  ni,  Oj,  n 
derartig  ausgehen,  dafs  die  Geraden  mi  und  ni  dem  ersten,  m« 
und  n^  dem  zweiten,  m'  und  n'  dem  dritten  Bündel  angehören. 
Da  der  Punkt  /i  in  der  Ebene  (aja^)  liegt  und  diese  auch  den 
Strahl  a'  enthält,  so  gehören  der  Ebene  (aia^)  auch  die  Geraden 
mi,  ms,  m'  an;  ebenso  enthält  die  Ebene  (b|bt)  auch  die  Geraden 
ni,  n»,  n'.  Dafs  jetzt  die  drei  Geraden  Ci,  Cj,  c'  in  einer  Ebene 
liegen,  folgt  aus  dem  ersten  Teile  des  Beweises,  indem  man  die 
Punkte  a  und  ß  durch  fz  und  v  ersetzt. 
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6.  Aus  diesem  Satze  kann  man  zahlreiche  Folgerungen  ziehen. 

a)  Jeder  Bündel,  der  einer  durch  zwei  Bündel  bestimmten 
Reihe  angehört,  ist  bekannt,  sobald  einer  seiner  Strahlen  gegeben 
ist;  dieser  Strahl  ist  aber  nicht  willkürlich,  sondern  kann  nur 
noch  in  einer  Ebene  beliebig  angenommen  werden,  sobald  man 
einen  Punkt  kennt,  durch  den  er  hindurchgehen  soll. 

Gehen  vom  Punkte  a  die  Strahlen  ai  und  at  der  beiden 
gegebenen  Bündel  aus,  so  ist  durch  einen  Strahl  a',  der  durch  a 
in  der  Ebene  (aia^)  gelegt  wird,  ein  Bündel  der  Reihe  bestimmt. 
Liegt  nämlich  der  Punkt  x  nicht  in  der  Ebene  (aia^)  und  sind 
pi  und  p:;  die  hindurchgehenden  Strahlen  der  ersten  Bündel,  so 
ist  der  durch  jt  gehende  Strahl  des  neuen  Bündels  der  Schnitt 
der  Ebenen  (pipt)  und  (a'^). 

b)  Die  Bündelreihe  ist  durch  zwei  beliebige  ihrer  Bündel 
bestimmt;  zwei  verschiedene  Bündelreihen  haben  höchstens  einen 
Bündel  gemein. 

Die  Richtigkeit  des  ersten  Teiles  der  Behauptung,  aus  dem 
der  zweite  Teil  unmittelbar  folgt,  leuchtet  sofort  ein,  wenn  man 
bedenkt,  dafs  die  Konstruktion  einen  ebenen  Strahlenbüschel  benutzt. 

c)  Alle  Bündel  der  Reihe  haben  die  Ebenen  eines  Büschels 
gemein;  umgekehrt  gehören  alle  Bündel,  die  einen  Ebenenbüschel 
gemein  haben,  einer  Bündelreihe  an. 

Der  erste  Satz  folgt  unmittelbar  aus  dem  in  der  vorigen 
Nummer  bewiesenen  Hilfssatze;  der  Beweis  der  Umkehrung  ist 
derselbe  wie  der  des  Satzes  a). 

d)  Vier  Ebenen  des  Büschels  haben  ein  festes  Doppelverhältnis, 
d.  h.  das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte,  in  denen  die  Ebenen 
von  einer  sie  durchsetzenden  Geraden  geschnitten  werden,  ist  von 
der  Wahl  dieser  Geraden  unabhängig. 

Eine  Gerade  treffe  die  vier  Ebenen  in  den  Punkten  a,  ßy  7,  d, 
eine  zweite  in  den  Punkten  a',  ß',  7',  cJ .  Es  giebt  stets  eine 
Gerade,  die  einen  Punkt  des  ersten  mit  einem  Punkt  des  zweiten 
Quadrupels  verbindet  und  die  beiden  andern  Ebenen  schneidet. 
So  möge  die  Gerade  ad'  mit  den  beiden  andern  Ebenen  die 
Punkte  ^1  und  71  gemein  haben.  Dann  gehören  die  Geraden 
ßßi  y  77i  und  ööi  einem  Bündel  an,  und  ebenso  die  Geraden  aa', 
ß\ß\  7i7'.  Demnach  ist  das  Doppelverhältnis  (aßiyid)  sowohl 
gleich  {aßy6)  wie  gleich  (aßyd'). 
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e)  Durch  zwei  bdiebige  Ebenen  des  Böscheb  ist  der  Ebenen- 
böschel  und  die  Böndeb-eibe  eindeutig  bestimmt. 

Um  die  durch  einen  g^ebenen  Ponkx  gebende  Ebene  des 
Böschels  zu  konstruieren,  kann  man  den  Satz  d)  benntim.  Man 
kann  aber  auch  zuerst  die  Bundefa-eihe  konstruieren;  sind  A  und 
B  die  gegebenen  Ebenen,  ai  und  at  zwei  in  A  gelegene,  ein- 
ander schneidende  Gerade,  so  ist  durch  ai  und  die  Ebene  B, 
sowie  durch  a«  und  B  je  ein  Bündel  bestimmt.  Xach  3.  kann 
man  die  durch  einen  beUebigen  Punkt  j  gehenden  StiaUen  C| 
und  Ct  dieser  Bündel  leicht  finden;  die  Ebene  (ciCt)  gehört  dem 
Büschel  an. 

f)  Haben  zwei  demselben  Bündel  der  Reihe  angehörende 
Strahlen  einen  Punkt  gemein,  so  geht  durch  diesen  Punkt  ein 
Strahl,  der  allen  Bändeln  der  Reihe  angehört  und  in  dem  sich 
alle  Ebenen  des  Büschels  schneiden. 

Ist  jr  der  Schnittpunkt  der  Strahlen  a'  und  b',  so  folgt  un- 
mittelbar, dais  alle  Strahlen  des  Bündels  (ab)  durch  x  hindurch- 
gehen. Derjenige  Strahl  irgend  eines  andern  Bündels  der  Reihe, 
der  den  Punkt  jr  enthält,  gehört  zwei  Bündeln  der  Reihe  an  und 
ist  infolge  dessen  allen  ihren  Bündeln  gemeinsam. 

g)  Vier  Bündel  der  Reihe  haben  ein  festes  Doppelverhältnis; 
d.  h.  das  Doppelverhältnis  der  vier  von  demselben  Punkte  aus- 
gehenden Strahlen  ist  von  der  Wahl  des  Punktes  unabhängig; 
auch  die  vier  Strahlen,  welche  die  vier  Bündel  der  Reihe  mit 
einem  beliebigen  fünften  Bündel  gemein  haben,  stehen  in  dem- 
selben Dpppelverhältnis. 

Gehen  von  zwei  Punkten  a  und  ß  je  vier  Strahlen  ai,  a,, 
a,  a'  und  b, ,  b^,  b',  b  so  aus,  dafs  die  Strahlen  ai  und  bi  dem 
ersten,  a^  und  b^  dem  zweiten,  a'  und  b'  dem  dritten,  a  und  b 
dem  vierten  Bündel  angehören,  so  liegen  die  vier  Strahlen  des 
Punktes  a  in  einer  Ebene  A  und  die  vier  Strahlen  des  Punktes  »^ 
in  einer  Ebene  B.  Wenn  diese  Ebenen  nicht  zusammenfallen,  so 
sind  die  Strahlen  ai,  a^,  a',  a'  die  Schnittlinien  von  A  und  die 
Strahlen  b, ,  bj,  b',  b' die  Schnittlinien  von  B  mit  denselben  vier 
durch  die  Gerade  aß  gelegten  Ebenen;  demnach  sind  die  Doppel- 
verhältnisse gleich.  Für  den  Fall,  dafs  die  Ebenen  A  und  B 
identisch  sind,  nehme  man  einen  nicht  in  dieser  Ebene  gelegenen 
Punkt  hinzu. 
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Sind  noch  Ci,  Cj,  c',  c"  vier  Strahlen  eines  der  Reihe  nicht 
angehörenden  Bündels  und  liegen  diese  Geraden  der  Reihe  nach 
in  den  vier  gegebenen  Bündeln,  also  auch  in  derselben  Ebene  C, 
so  liegt  der  durch  a  gehende  Strahl  a^  des  neuen  Bündels  nicht 
in  der  Ebene  A,  aber  mit  jeder  der  vier  Geraden  C|,  C2,  c',  c" 
in  einer  Ebene.  Demnach  sind  die  Strahlen  ai,  a«,  a',  a'  die 
Schnittlinien  von  A  und  die  Strahlen  Ci,  c^,  c',  c"  die  Schnitt- 
linien von  C  mit  vier  durch  die  Gerade  ao  gelegten  Ebenen;  sie 
haben  also  dasselbe  Doppelverhältnis. 

Auch  die  weiteren  Sätze  über  Doppelverhältnisse  übertragen 
sich  unmittelbar.  So  giebt  es,  nachdem  drei  Bündel  einer  Reihe 
gegeben  sind,  in  der  Reihe  stets  einen  und  zwar  einen  einzigen 
Bündel,  von  der  Art,  dafs  die  vier  Bündel  ein  vorgeschriebenes 
Doppelverhältnis  haben. 

h)  Liegen  zwei  Punkte  a  und  ß  in  derselben  Ebene  eines 
Büschels  und  gehen  fiir  drei  Bündel  der  zugehörigen  Reihe  durch 
a  die  Strahlen  ai,  a«,  as,  durch  ß  die  Strahlen  bi,  b^,  bs,  so 
sind  die  Doppelverhältnisse  (o^,  ai,  at»  as)  und  (/9a,  bi,  b^,  bs) 
einander  gleich.  Wenn  umgekehrt  drei  Bündel  eine  Ebene  ge- 
mein haben  und  fiir  zwei  in  dieser  Ebene  gelegene  Punkte  die 
angegebenen  Doppelverhältnisse  gleich  sind,  so  gehören  die  Bündel 
einer  Reihe  an. 

Für  den  Beweis  des  ersten  Teiles  wende  man  den  Satz  g) 
auf  die  drei  gegebenen  und  den  durch  die  Gerade  aß  bestimmten 
Bündel  der  Reihe  an.  Um  die  Umkehrung  zu  beweisen,  kon- 
struiere man  in  der  durch  die  beiden  ersten  Bündel  bestimmten 
Reihe  denjenigen  Bündel,  der  den  Strahl  aa  enthält;  da  dieser 
Bündel  nach  dem  ersten  Teile  des  Satzes  auch  den  Strahl  bs  ent- 
hält, ist  er  mit  dem  dritten  gegebenen  Bündel  identisch. 

7.  Den  Strahlenbündel  bezeichnen  wir  entweder  durch  meh- 
rere seiner  Elemente,  z.  B.  durch  (ab),  wenn  a  und  b  zwei  seiner 
Strahlen  sind,  oder  durch  einen  eingeklammerten  griechischen 
Buchstaben.  Diese  Zeichen  setzen  wir  mit  anderen  Zeichen  zu- 
sammen; so  soll  a  (X)  den  durch  den  Punkt  a  gehenden  Strahl 
des  Bündels  (X)  bezeichnen.  Ebenso  bedeutet  (2.)  (fi)  die  Bündel- 
reihe, der  die  Bündel  (X)  und  (f/)  angehören.  Ähnliche  weitere 
Bezeichnungen  werden  im  Zusammenhang  sofort  verständlich  sein, 
bedürfen  also  wohl  keiner  Erklärung. 
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Dafs  der  Strahlenbündel  durch  zwei  seiner  Strahlen  oder  auch 
durch  einen  Strahl  und  eine  Ebene  bestimmt  ist,  wurde  bereits 
oben  erwähnt.  Demnach  läfst  sich  auch  jeder  Strahl  eines  Bün- 
dels konstruieren,  sobald  drei  seiner  Ebenen  gegeben  sind,  von 
denen  mindestens  zwei  einander  schneiden.  Wenn  aber  drei 
Ebenen  des  Bündels  bekannt  sind,  von  denen  keine  zwei  eine 
Schnittlinie  besitzen,  dürfte  die  Konstruktion  Schwierigkeit  machen, 
falls  man  nur  die  in  den  Nummern  3  und  4  angegebenen  Eigen- 
schaften des  Strahlenbündels  benutzen  will;  dagegen  gestatten  die 
Sätze  über  den  Ebenenbüschel  eine  einfache  Lösung  der  Au%abe. 
Sollen  die  Ebenen  A,  B,  C  einem  Strahlenbündel  angehören,  so 
mufs  dieser  Bündel  alle  Ebenen  des  durch  die  Ebenen  A  und  B 
bestimmten  Büschels  entlialten.  Man  lege  also  durch  einen  Punkt  x 
der  Ebene  C  die  zum  Büschel  (AB)  gehörende  Ebene  D.  Der 
durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  C  und  D  und  die  Ebene  A 
bestimmte  Bündel  enthält  offenbar  auch  die  Ebene  B,  genügt  also 
der  Aufgabe.  Dafs  es  aber  keinen  weitern  Bündel  giebt,  der  die 
drei  Ebenen  A,  B,  C  enthält,  bedarf  keines  Nachweises;  es  ist  ja 
vorausgesetzt,  dafs  die  Ebenen  keinem  Büschel  angehören. 

8.  Drei  Bündel,  die  nicht  in  einer  Reihe  liegen,  können 
höchstens  eine  Ebene  gemein  haben,  da  die  Bündel,  welche  einen 
Strahl  oder  zwei  Ebenen  gemeinschaftlich  haben,  einer  Reihe  an- 
gehören. Aus  drei  solchen  Bündeln  kann  man  unendlich  viele 
weitere  dadurch  herleiten,  dafs  man  jeden  Bündel  der  aus  zwei 
unter  ihnen  gebildeten  Reihe  mit  dem  dritten  Bündel  zu  einer 
Reihe  vereinigt.  Die  Gesamtheit  der  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Bündel  nennen  wir  ein  Bündelfeld.  Bei  der  angegebenen  Defi- 
nition wird  einer  der  gegebenen  Bündel  vor  den  beiden  andern 
bevorzugt;  wir  wollen  nachweisen,  dafs  die  drei  Bündel  nicht 
nur  unter  einander,  sondern  auch  mit  drei  beliebigen  andern 
Bündeln  des  Feldes  vertauscht  werden  können,  wofern  die  letz- 
teren nur  nicht  einer  Reihe  angehören.  Zu  dem  Ende  benutzen 
wir  folgenden  Satz: 

Alle  diejenigen  Bündel  eines  Feldes,  welche  eine  gegebene 
Ebene  enthalten,  bilden  eine  Bündelreihe. 

Gegeben  seien  die  Bündel  (Jl),  (jr),  ((>).  Aus  den  beiden 
letzten  bilde  man  eine  Reihe,  vereinige  jeden  ihr  angehörenden 
Bündel  (o)  mit  dem  Bündel  (Jl)  zu  einer  neuen  Reihe  und  suche 
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in  jeder  solchen  Reihe  denjenigen  Bündel  (&),  der  eine  feste 
Ebene  A  enthält.  Aus  der  Reihe  (jr)  (q)  fügen  wir  einen  vierten 
Bündel  (r)  bei,  der  nur  der  folgenden  Bedingung  genügt:  Auf 
einem  seiner  Strahlen  giebt  es  zwei  Punkte  a  und  ß  von  der  Art, 
dafs  die  durch  sie  hindurchgehenden  Strahlen  des  Bündels  (Jl)  die 
Ebene  Aschneiden;  das  geschehe  in  den  Punkten  a'  und  ß\  Wie(o') 
denjenigen  Bündel  der  Reihe  (2)  (ö)  darstellt,  welcher  die  Ebene  A 
enthält,  so  mögen  auch  die  Bündel  (jr'),  ((»'),  (r )  die  Ebene  A 
enthalten  und  bez.  den  Reihen  (X)  (^),  (il)  ((»),  (il)  (r)  angehören. 

Das  Doppelverhältnis  der  vier  Bündel  (jr),  ((»),  (o),  (r)  ist 
gleich  dem  ihrer  von  a  ausgehenden  Strahlen  oder  auch  gleich 
dem  der  vier  durch  a  (Jl)  gelegten  Ebenen,  von  denen  jede  einen 
dieser  Strahlen  enthält.  Diese  vier  Ebenen  schneiden  aber  die 
Ebene  A  in  vier  vom  Punkte  a  ausgehenden  und  je  einem  der 
vier  Bündel  (^'),  ((>'),  (ö'),  (t)  angehörenden  Strahlen.  Dieselbe 
Erwägung  kann  man  für  die  Punkte  ß  und  ß'  machen.  Die  vier 
vom  Punkte  d  ausgehenden  Strahlen  der  Bündel  (jr'),  ((>'),  (ö'), 
(r')  haben  daher  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  entsprechenden 
durch  den  Punkt  ß'  gehenden  Strahlen.  Da  der  vierte  dieser 
Strahlen  beidemal  die  Gerade  aß'  ist,  so  bilden  die  von  den  zwei 
Punkten  d  und  ß'  ausgehenden  Strahlen  der  Bündel  (jr),  ((>'), 
(&)  mit  der  Geraden  (^dß')  gleiche  Doppelverhältnisse  und  ge- 
hören somit  (nach  6.  h)  einer  Bündelreihe  an. 

Aus  dem  hiermit  bewiesenen  Satze  folgt  sofort  der  folgende  : 

Hat  eine  Bündekeihe  mit  einem  Bündelfelde  zwei  Bündel 
gemein,  so  gehört  sie  ganz  dem  Felde  an. 

Ist  nämlich  A  eine  Ebene,  welche  den  beiden  Bündeln  ge- 
meinsam ist,  so  gehören  alle  Bündel  des  Feldes,  welche  die  Ebene 
enthalten,  einer  Reihe  an;  da  diese  Reihe  mit  der  gegebenen 
zwei  Bündel  gemein  hat,  mufs  sie  mit  ihr  identisch  sein. 

Dieser  Satz  gestattet,  das  Bündelfeld  in  engen  Zusammenhang 
mit  dem  gewöhnlichen  Strahlenbündel  zu  bringen.  Es  seien  (öi), 
{^2)9  (^^s)  drei  Bündel  des  Feldes,  von  denen  wir  nur  voraus- 
setzen, dafs  sie  keinen  Ebenenbüschel  gemein  haben.  Von  einem 
beliebigen  Punkte  a  aus  mögen  die  Strahlen  ai,  a^,  as  ausgehen, 
von  denen  jeder  dem  mit  gleicher  Marke  versehenen  Bündel  an- 
gehört. Lägen  diese  drei  Strahlen  in  einer  Ebene,  so  gehörten 
entweder  die  drei  Bündel  einer  Reihe  an,  oder  die  Ebene  wäre 
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den  drei  Bündeln  gemeinsam.  Der  erste  Fall  ist  von  selbst  aus- 
geschlossen, der  zweite  kann  dadurch  beseitigt  werden»  dais  man 
a  aufserhalb  der  etwa  vorhandenen  gemeinsamen  Ebene  annimmt. 
Jetzt  giebt  es  stets  einen  einzigen  Bündel  der  Reihe»  der  einen 
durch  a  gelegten  Strahl  a  enthält;  der  Bündel  ist  also  durch 
diesen  Strahl  eindeutig  bestimmt.  Jeder  durch  a  gelegten  Ebene 
entspricht  hierbei  eine  Bündelreihe. 

9.  Die  durchgeführten  Entwicklungen  führen  sehr  leicht  zu 
folgenden  Sätzen: 

a)  Haben  zwei  Bündelfelder  drei  Bündel  gemein»  die  nicht 
einer  Reihe  angehören»  so  sind  sie  identisch. 

b)  Z^'ei  Bündebreihen»  die  demselben  Felde  angehören»  haben 
stets  einen  Bündel  gemein. 

Die  am  Schlüsse  der  letzten  Nummer  erwähnte  Abbildung 
führt  den  Satz  darauf  zurück»  dafs  zwei  Ebenen»  die  einen  Punkt 
gemein  haben»  sich  in  einer  Geraden  schneiden. 

c)  Ein  beliebiges  Bündelfeld  und  eine  nicht  in  ihr  enthaltene 
Bundelreihe  haben  stets  einen  einzigen  Bündel  gemein. 

Dem  Ebenenbüschel,  welchen  die  Bündel  der  Reihe  gemein- 
sam haben,  mögen  die  Ebenen  A  und  B  angehören;  in  A  wählen 
wir  einen  Punkt  a,  in  B  einen  Punkt  ß  beliebig.  Alle  durch  a 
in  A  gezogenen  Geraden  bestimmen  eine  dem  Felde  angehörende 
Bündelreihe;  zu  jedem  einzelnen  Bündel  dieser  Reihe  gehört  ein 
durch  ß  gehender  Strahl,  und  die  Gesamtheit  dieser  Strahlen  liegt 
in  einer  Ebene  B .  Schneiden  die  Ebenen  B  und  B'  einander  in 
einer  Geraden  b  und  die  Ebenen  {^cLß)  und  A  einander  in  a,  so 
ist  der  durch  die  Geraden  a  und  b  bestimmte  Bündel  der  Reihe 
und  dem  Felde  gemeinschaftlich. 

d)  Zwei  Bündelfelder,  die  nicht  zusammenfallen»  haben  eine 
Bundelreihe  gemein. 

Im  ersten  Felde  wähle  man  zv:c'\  Bündelreihen,  die  nur  der 
Bedingung  unterliegen,  dafs  der  ihnen  gemeinsame  Bündel  dem 
zweiten  Felde  nicht  angehört.  Da  jede  dieser  Reihen  mit  dem 
zweiten  Felde  einen  Bündel  gemein  hat,  so  liegt  die  durch  diese 
Bündel  bestimmte  Reihe  in  beiden  Feldern.  Ein  weiterer  Bündel 
kann  beiden  Feldern  nicht  angehören,  ohne  dois  sie  identisch 
werden. 

c)  Wenn  zwei  Strahlen  eines  dem  Felde  angehörenden  Bündeis 
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einen  Punkt  gemein  haben  und  somit  alle  Strahlen  dieses  Bündek 
durch  den  Punkt  gehen,  so  laust  sich  durch  den  Punkt  eine  Ebene 
legen,  die  allen  Bündeln  des  Feldes  angehört;  zugleich  ist  jeder 
Punkt  der  Ebene  Mittelpunkt  für  einen  Bündel  des  Feldes. 

Zwei  (und  damit  alle)  Strahlen  des  Bündels  (o)  mögen  durch 
den  Punkt  x  gehen.  Man  ziehe  durch  jr  die  beiden  Strahlen  pi  und  pt, 
welche  zu  zwei  anderen  Bündeln  (01)  und  (a^)  des  Feldes  ge- 
hören. Diese  Strahlen  können  nicht  zusammenfallen,  ohne  dafs 
die  Bündel  (0),  (Oi),  (ö^)  einer  Reihe  angehören,  was  wir  aus- 
schliefsen.  Demnach  haben  die  drei  Bündel  und  somit  alle  Bündel 
des  Feldes  die  Ebene  (P1P2)  gemein.  Ist  q  ein  anderer  Punkt 
dieser  Ebene  und  gehört  der  Punkt  a  ihr  nicht  an,  so  gehört 
die  Gerade  aQ  einem  einzigen  Bündel  des  Feldes  an.  Da  diesem 
Bündel  auch  die  Ebene  (piPs),  also  auch  mindestens  eine  durch 
Q  in  dieser  Ebene  gezogene  Gerade  angehört,  derselbe  somit  zwei 
durch  Q  gehende  Strahlen  enthält,  so  ist  der  Punkt  q  der  Mittel- 
punkt dieses  Bündels. 

10.  Die  durch  die  vorstehenden  Entwicklungen  gewonnenen 
Sätze  beanspruchen  ohne  Zweifel  hohes  Interesse.  Es  zeigt  sich 
nämlich,  dafs  alle  Sätze  über  Punkte,  Gerade  und  Ebenen  ihre 
volle  Gültigkeit  behalten,  wofern  man  den  Punkt  durch  den 
Strahlenbündel,  die  gerade  Punktreihe  durch  die  Bündelreihe  und 
das  ebene  Punktfeld  durch  das  Bündelfeld  ersetzt.  Wenn  dabei 
die  neu  gefundenen  Sätze  vor  den  allgemein  bekannten  an  An- 
schaulichkeit zurücktreten,  so  wird  dieser  Mangel  durch  die  volle 
Allgemeinheit  der  neuen  Sätze  reichlich  aufgewogen.  Denn  die 
Sätze  über  den  Schnitt  von  Ebenen  und  Geraden  erleiden  Aus- 
nahmen, da  man  von  vornherein  gar  nicht  weifs,  ob  ein  Schnitt 
vorhanden  ist.  Dagegen  gelten  für  die  Strahlenbündel  und  die 
aus  ihnen  auf  die  angegebene  Weise  hergeleiteten  Gebilde  alle 
Sätze  in  voller  Allgemeinheit. 

Hierbei  ist  wohl  zu  beachten,  dafs  die  gewonnenen  Sätze 
nur  die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  des  fest  begrenzten  Be- 
reiches betreffen,  der  von  Anfang  an  der  Untersuchung  zu  Grunde 
gelegt  war.  Wofern  eine  Erweiterung  über  diesen  Bereich  aus- 
geschlossen ist,  dürfen  wir  eine  neue  Bezeichnung  einfuhren,  durch 
welche  die  entwickelte  Theorie  noch  enger  mit  den  ersten  Sätzen 
der  Geometrie   verknüpft   wird.     Wir  nennen   in   diesem  Falle 
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Aossprocfa  der  Satze  an  Finfkiihfit  ond  Lekbtigjkcit,  md  aDe 
Satze  geilen  in  voDer  Allgemeinheit:  |e  zwei  Ebenen  laben  eine 
Gerade,  irgend  zvei  Gerade,  die  in  einer  Ebene  liegen,  einen 
Punkt  gemeinscfaaitiich. 

Noch  berechtigter  ist  die  Eritnhnmg  der  idealen  GebiUc, 
wenn  man  fär  den  Raum  als  Ganzes  die  Voranssetzong  macht, 
dais  zwei  Ebenen  höchstens  eine  Gerade,  zwei  Gerade  derscBicn 
Ebene  höchstens  einen  Ponkt  gemeinschaftlich  haben,  ohne  da6 
man  annimmt,  zwei  Ebenen  besälsen  jedesmal  eine  Scfanitthme. 
Demnach  wird  die  Lobatschewskvsche  Geometrie  die  idealen  Ge- 
bilde  noch  weniger  entbehren  können  als  die  Euklidische. 

Wenn  man  aber  ein  endliches  Gebiet,  für  das  unsere  Voraus- 
setzungen gelten,  unbegrenzt  erweitert,  so  ist  es  nicht  ohne  Be^ 
denken,  die  angegebene  Ausdrucksweise  zu  benutzen.  Bei  diesem 
Prozefs  gehen  offenbar  ideale  in  wirkliche  Punkte  über.  Will 
man  aber  den  Strahlenbündel  als  Ersatz  für  einen  Punkt  ansehen, 
so  muis  man  die  Voraussetzung  machen,  dals  die  Strahlen  und 
Ebenen  eines  Bündels  auch  bei  Erweiterung  des  Gebiets  nur  einen 
einzigen  Punkt  gemein  haben,  und  dals  durch  den  Schnittpunkt 
von  irgend  zwei  Strahlen  eines  Bündek  alle  seine  Strahlen  und 
Ebenen  hindurchgehen.  Keine  dieser  Annahmen  ist  aber  not- 
wendig. Schon  die  Riemannsche  Raumform  zeigt,  dafs  die 
Strahlenbündel  auch  zwei  Mittelpunkte  besitzen  können.  Auch 
ist  es,  wie  der  vierte  Abschnitt  gelehrt  hat,  ganz  wohl  möglich, 
dafs  zwei  Strahlen  eines  Bündels  sich  in  einem  Punkte  treffen, 
durch  den  seine  übrigen  Strahlen  nicht  hindurchgehen.  WoUte 
man  also  von  vornherein  von  idealen  Gebilden  sprechen,  so  würde 
es  nicht  möglich  sein,  die  verschiedenen  Möglichkeiten  aufeu- 
finden,  die  sich  bei  Erweiterung  des  Gebietes  herausstellen.  Dem- 
nach  mufsten   wir  auch  bei  den   vorangehenden  Entwicklungen 
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die  schwerfällige  Ausdrucksweise  beibehalten   und  durften  nicht 
sofort  die  idealen  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  einfuhren. 

11.  Zum  Schlufs  noch  folgende  Bemerkung.  Statt  die  idealen 
Gebilde,  wie  hier  geschehen  ist,  auf  einem  synthetischen  Wege 
einzufuhren,  kann  man  auch  durch  analytische  Betrachtungen  zu 
ihnen  gelangen.  Wie  mehr&ch  erwähnt  ist,  kann  man  die  Lage 
eines  jeden  Punktes,  der  dem  abgegrenzten  Raumteil  angehört, 
durch  das  Verhältnis  von  vier  Zahlen  Xo,  Xi,  xg,  xs  derartig  be- 
stimmen, dafs  die  Gleichung  jeder  Ebene  homogen  linear  in  den 
Koordinaten  ist.  Wenn  jetzt  dem  Wertquadrupel  (xo,  Xi,  Xt,  Xj) 
kein  Punkt  des  Raumteiles  entspricht,  so  wollen  wir  es  als  einen 
idealen  Punkt  bezeichnen.  Zudem  wollen  wir  sagen,  irgend  ein 
Gebilde  enthalte  einen  idealen  Punkt,  wenn  die  Gleichung  des 
Gebildes  durch  Einsetzen  der  entsprechenden  Koordinatenwerte 
befriedigt  wird.  Hiernach  weist  man  leicht  nach,  dafs  für  die 
Gesamtheit  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  und  Ebenen 
stets  dieselben  Gesetze  gelten,  mag  der  Punkt  reell  oder  ideal 
sein.  Man  erhält  somit  auch  Strahlenbündel,  die  keinen  reellen 
Mittelpunkt  besitzen,  und  kann  einen  solchen  (d.  h.  die  dem  ab- 
gegrenzten Raumteile  angehörenden  Ebenen  und  Strahlen  des- 
selben) als  Ersatz  für  den  Mittelpunkt  betrachten. 

Ebenso  kann  man  festsetzen,  dafs  fiir  veränderliche  Gröfsen 
u  und  v  durch  die  Gleichungen 

xx  =  axu  +  bjc  v  (x  =  0,  1,  2,  3) 

stets  eine  gerade  Linie  und  durch  jede  homogene  lineare  Gleichung 
zwischen  xo,  xi,  x«,  Xs  stets  eine  Ebene  dargestellt  werden  soll. 
Dann  mufs  eine  Gerade  oder  Ebene,  deren  sämtliche  Punkte  ideal 
sind,  selbst  als  ideal  bezeichnet  werden.  Diese  Festsetzungen 
gestatten,  die  in  diesem  Paragraphen  synthetisch  hergeleiteten 
Sätze  mit  grofser  Einfachheit  auf  analytischem  Wege  zu  beweisen. 

§  3. 
Der  projektive  Raum  als  Ganses. 

1.  Wie  wir  gesehen  haben,  ist  es  am  passendsten,  sich  bei 
der  Untersuchung  des  projektiven  Raumes  zunächst  auf  ein  end- 
liches, allseits  begrenztes  Gebiet  zu  beschränken.  Dann  gelten, 
wie  die  Voraussetzungen,  so  auch  die  Resultate  zuvörderst  nur 
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für  diesen  Bereich.  Man  setze  jetzt  für  ein  zweites  Gebiet,  das 
zum  Teil  mit  dem  gegebenen  zusammenfällt,  zum  Teil  über 
dasselbe  hinausgeht,  dieselben  Gesetze  voraus  und  nehme  an,  dafs 
in  dem  beiden  Gebieten  gemeinsamen  Teile  auch  die  sämtlichen 
Geraden  und  Ebenen  zusammenfallen.  In  derselben  Weise  kann 
man  fortfahren  und  dadurch  den  Raum  als  Ganzes  bestimmen. 
Einem  solchen  Räume  wird  man  Projektivität  beilegen  müssen, 
weil  sich  um  jeden  seiner  Punkte  ein  Bereich  abgrenzen  läfst,  für 
den  unsere  Voraussetzungen  und  demnach  auch  alle  unsere  Fol- 
gerungen gültig  sind.  Im  übrigen  werden  sich  aber  ganz  ver- 
schiedene Fälle  als  möglich  herausstellen.  Um  diese  klassifizieren 
zu  können,  ist  es  gut,  eine  Raumform  zu  Grunde  zu  legen,  in 
der  besonders  einfache  Gesetze  gelten  und  die  deshalb  viel£ich 
allein  als  der  projektive  Raum  bezeichnet  wird. 

2.  Für  diese  Raumform  gilt  das  Gesetz,  dafs  irgend  zwei 
Gerade,  die  in  einer  Ebene  liegen,  sich  schneiden,  und  zwar 
jedesmal  in  einem  einzigen  Punkte.  Es  kommt  dies  darauf  hinaus, 
im  Anschlufs  an  den  vorigen  Paragraphen  jedem  Strahlenbündel 
einen,  und  zwar  einen  einzigen  Mittelpunkt  beizulegen  und  die 
Forderung  beizufügen,  dafs  irgend  zwei  Strahlen  eines  Bündels 
nur  den  Scheitel  gemein  haben.  Dafs  diese  Forderungen  erfüllbar 
sind,  leuchtet  ohne  jeden  Beweis  ein,  namentlich,  wenn  man  die 
im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Sätze  berücksichtigt;  die  dort 
eingeführten  idealen  Gebilde  verdienen  diesen  Namen  nur  für 
den  zuvörderst  ausgewählten  Bereich;  fiir  den  Raum  als  Ganzes 
sind  sie  aber  reell.  Hierbei  bleiben  die  beiden  ersten  Voraus- 
setzungen des  §  1  für  jeden  Raumteii  und  für  den  Raum  als 
Ganzes  in  Gültigkeit.  Nur  die  dritte  Voraussetzung  mufs  auf- 
gegeben werden;  denn  die  Ebene  führt  keine  Zerlegung  des 
Raumes  herbei,  wie  man  auf  dieselbe  Weise  nachweist,  in  der 
man  die  Richtigkeit  desselben  Satzes  für  die  Polarform  des  Rie- 
mannschen  Raumes  erkennt  (B.  1.  S.  68  unten).  Um  diese 
Raumform  analytisch  darzustellen,  setzen  wir  fest,  dafs  jedem 
Verhältnis  der  vier  Werte  Xo,  Xi,  x^,  xs  ein  Punkt,  und  zwar 
ein  einziger  Punkt  entspricht. 

Um  die  Existenz  dieser  Raumform  zu  erkennen,  kann  man 
auch  bei  der  Polarform  des  Riemannschen  Raumes  (dem  Kleinschen 
Räume)  von  den  metrischen  Eigenschaften  absehen  und  nur  die 
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projektiven  berücksichtigen.  Da  es  Staudt  zuerst  möglich  geworden 
ist,  durch  Einfuhrung  der  idealen  Gebilde  die  euklidische  Raum- 
form  als  einen  Raum  der  hier  betrachteten  Art  darzustellen,  möchte 
es  angebracht  sein,  diese  projektive  Raumform  als  eine  Staudtsche 
zu  bezeichnen. 

3.  Eine  zweite  Raumform,  die  wir  hier  erwähnen  möchten, 
ist  dadurch  charakterisiert,  dafs  alle  Strahlen bündel  zwei  Mittel- 
punkte haben,  und  dafs  sich  irgend  zwei  seiner  Strahlen  nur  in 
diesen  beiden  Punkten  schneiden.  Sie  entspricht  der  Riemann- 
schen  Raumform.  Alle  geraden  Linien,  die  von  einem  Punkte 
ausgehen,  enthalten  noch  einen  zweiten  Punkt,  den  Gegenpunkt 
des  ersten.  Zwei  Ebenen  haben  stets  eine  Gerade,  zwei  in  der- 
selben Ebene  gelegene  Gerade  stets  zwei  Punkte  gemein.  Durch 
zwei  Punkte,  die  nicht  Gegenpunkte  von  einander  sind,  kann 
immer  eine  einzige  Gerade  gelegt  werden;  ebenso  ist  eine  Ebene 
durch  eine  Gerade  und  einen  ihr  nicht  angehörenden  Punkt  be- 
stimmt. Während  hier  die  zweite  Voraussetzung  insoweit  ge- 
ändert wird,  als  zwei  Gerade,  die  in  einer  Ebene  liegen,  zwei 
Punkte  gemein  haben,  bleibt  die  dritte  Voraussetzung  ungeändert, 
da  der  Raum  durch  die  Ebene  zerlegt  wird.  Dafs  diese  Raum- 
form als  projektivisch  bezeichnet  werden  mufs,  ersieht  man  daraus, 
dafs  man  auf  die  verschiedenste  Weise  ein  Gebiet  abgrenzen  kann, 
welches  zu  keinem  seiner  Punkte  den  Gegenpunkt  enthält;  für 
ein  solches  Gebiet  gelten  aber  unsere  Voraussetzungen. 

Die  analytische  Behandlung  dieses  Raumes  wird  besonders 
einfach,  wenn  man  zwischen  den  vier  veränderlichen  Gröfsen  xo, 
Xi,  X2,  X3  die  Relation  festsetzt: 

(1)     X§+Xf  +x|+x|  =  l, 

und  jedem  Wertsysteme,  das  dieser  Gleichung  genügt,  einen  Punkt 
zuordnet.  Dann  entsprechen  jedem  Verhältnis  der  vier  Koordi- 
naten zwei  Wertsysteme  Xo,  Xj,  X2,  xs,  also  auch  zwei  Punkte, 
die  Gegenpunkte  von  einander  sind.  Die  Ebene  wird  wieder 
durch  eine  homogene  lineare  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten 
dargestellt. 

4.  Um  jetzt  einen  beliebigen  projektiven  Raum  zu  unter- 
suchen, bildjen  wir  denjenigen  Raumteil,  von  dem  wir  ausgegangen 
sind,  kollinear  auf  einen  Staudtschen  Raum  ab.  Erweitern  wir 
das  Gebiet  des  zu  untersuchenden  Raumes,  so  dehnt  sich  auch 

7* 
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der  Bereich  des  Bildraumes  aus.  Unsere  erste  Frage  betrifit  dem- 
nach den  Bereich,  den  wir  im  Staudtschen  Räume  durch  Abbildung 
des  projektiven  Raumes  erhalten.  Offenbar  giebt  es  in  dieser 
Beziehung  drei  Möglichkeiten: 

erstens  können  wir  durch  die  Abbildung  zu  jedem  Punkte 
des  Staudtschen  Raumes  gelangen; 

zweitens  haben  wir  keinen  Raumteil,  sondern  nur  einzelne 
Flächen,  Linien  und  Punkte  auszuschliefsen,  und 

drittens  umfafst  das  Bild  nur  einen  Teil  des  Staudtschen 
Raumes.  Da  jeder  erreichbare  Punkt  des  Raumes  innerhalb 
eines  Gebiets  liegen  soll,  für  das  unsere  Voraussetzungen  gelten, 
so  müssen  wir  auch  diejenigen  Punkte  als  unerreichbar  betrachten, 
die  den*  auf  der  Grenze  des  Bildraumes  gelegenen  Punkten  ent- 
sprechen. 

Da  wir  in  beiden  Räumen  entsprechenden  Punkten  dieselben 
Koordinatenwerte  beilegen  dürfen,  so  lassen  sich  die  eben  ange- 
gebenen Möglichkeiten  auch  in  folgender  Weise  charakterisieren: 
entweder  gehört  zu  jedem  Wertsystem  der  Koordinaten  ein  er- 
reichbarer Punkt,  oder  man  erreicht  alle  Koordinaten  werte  mit 
Ausnahme  derjenigen,  welche  gewissen  Gleichungen  genügen, 
oder  drittens  die  Gesamtheit  der  Wertsysteme  zerfällt  in  zwei 
getrennte  Mannigfaltigkeiten,  von  denen  nur  die  eine  zu  erreich- 
baren Punkten  gehört,  während  die  andere  Mannigfaltigkeit,  zu 
der  man  auch  die  gegenseitige  Grenze  rechnet,  wirklichen  Punkten 
nicht  zugeordnet  ist.  Wenn  nur  eine  einzelne  Fläche  ausgeschlossen 
ist,  so  darf  sie  natürlich  den  Raum  nicht  zerlegen,  weil  im  andern 
Falle  mit  der  Fläche  auch  der  eine  Raumteil  auszuschliefsen  ist. 
Im  übrigen  ist  die  Willkür  in  der  Festsetzung  der  Grenze  überaus 
grofs;  wir  begnügen  uns,  folgende  besonders  einfache  Fälle  zu 
erwähnen : 

a)  Das  Bild  umfafst  den  ganzen  Staudtschen  Raum;  zu  jedem 
Verhältnis  der  Koordinaten  werte  gehört   ein  erreichbarer  Punkt; 

b)  Die  erreichbaren  Punkte  bilden  sich  im  Staudtschen  Räume 
auf  das  Innere  eines  Tetraeders  ab;  da  es  möglich  ist,  die  zu- 
nächst eingeführten  Koordinaten  durch  beliebige  lineare  Funktionen 
derselben  zu  ersetzen,  so  dürfen  die  Grenzflächen  die  Gleichungen 
xo  =  0,  xi  =  0,  xg  =  0,  X3  =  0  besitzen;  wählen  wir  auch  den 
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Einheitspunkt  im  Innern  des  Tetraeders,  so  sind  für  alle  erreich- 
baren Punkte  die  sämtlichen  Verhältnisse  xo  :  X]  :  Xs  :  Xs  positiv; 

c)  die  Gesamtheit  der  erreichbaren  Punkte  bildet  sich  aut 
das  Innere  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ab,  oder  für  die  Koordi- 
natenwerte dieser  Punkte  gilt  die  Beziehung: 

«oxj  +  «ixf  +  agxf  -f  «»xj  >  0. 

d)  bei  der  Abbildung  wird  eine  Ebene  ausgeschlossen;  allen 
Wertsystemen  mit  Ausnahme  derer,  fiir  welche  x©  =  0  ist,  ent- 
sprechen erreichbare  Punkte; 

e)  allen  Punkten  der  Staudtschen  Raumform  mit  Ausschlufs 
der  in  zwei  windschiefen  Geraden  gelegenen  entsprechen  erreich- 
bare Punkte;  die  Wertsysteme  x«  =  xi  —  0  und  die  Wertsysteme 
Xo  =  xs  =  0  sind  auszuschliefsen; 

f)  nur  dem  Wertsystem  xi  =  X2  =  x«  =  0  ist  kein  erreich- 
barer Punkt  zugeordnet. 

5.  Wenn  bei  der  angegebenen  Abbildung  jedem  Punkte  der 
Staudtschen  Raumform  ein  Punkt  des  zu  untersuchenden  Raumes 
entspricht,  so  haben  wir  uns  zu  fragen,  ob  nicht  jedem  Punkte 
des  ersten  mehrere  Punkte  des  zweiten  zugeordnet  werden  können. 
Denken  wir  uns  z.  B.  eine  gerade  Linie  des  Bildraumes,  so  müssen 
wir  ihren  Punkten  in  stetiger  Folge  Punkte  des  abgebildeten 
Raumes  zuordnen;  aber  es  fragt  sich,  ob  man  im  letzten  Räume 
wieder  zum  Ausgangspunkte  zurückgelangt,  wenn  man  im  Staudt- 
schen Räume  die  gerade  Linie  einmal  vollständig  durchlaufen  hnt. 
Mit  anderen  Worten:  Wenn  jedem  Wertsystem  xo  :  xi  :  x«  :  X3 
ein  Punkt  zugeordnet  ist,  so  kennen  wir  doch  die  Zahl  der 
Punkte  noch  nicht,  welche  den  einzelnen  Wertsystemen  ent- 
sprechen. Es  scheint,  als  ob  man  jedem  Wertsysteme  beliebig 
viele  Punkte  (in  endlicher  oder  unendlicher  Anzahl)  zuordnen 
könne,  wofern  diese  Zahl,  wenigstens  im  allgemeinen,  dieselbe  ist. 

Hierbei  ist  noch  die  Möglichkeit  zu  beachten,  dafs  demselben 
Koordinaten- Quadrupel  zuweilen  erreichbare  und  zuweilen  un- 
erreichbare Punkte  entsprechen.  So  ist  es  gestattet  festzusetzen, 
dafs  allen  Wertsystemen  der  Variabein  zwei  Punkte  entsprechen, 
dafs  aber  dem  System  Xi  =  x^  =  xs  =  0  nur  das  eine  Mal  ein 
erreichbarer  Punkt  zugeordnet  ist;  mit  anderen  Worten,  man 
nimmt  an,  dafs  jedem  Quadrupel,   welches  der  Gleichung  (1) 
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jeden  Strahlenbündel,  dessen  Strahlen  einander  nicht  schneiden» 
einen  »idealen  oder  uneigentlichen  Punkt«;  ebenso  bezeichnen 
wir  die  Bündelreihe,  deren  Strahlenbündel  keine  Gerade  gemein 
haben,  als  eine  »ideale  Gerade«,  und  das  Bündelfeid,  dessen  Bündel 
keine  gemeinsame  Ebene  besitzen,  als  eine  »ideale  Ebene«.  Hier- 
nach enthält  jede  reelle  Gerade  auch  ideale  Punkte»  die  reelle 
Ebene  neben  reellen  Geraden  und  Punkten  auch  ideale  Gerade 
und  Punkte.  Indem  wir  diese  Ausdrücke  benutzen,  gewinnt  der 
Ausspruch  der  Sätze  an  Einfachheit  und  Leichtigkeit,  und  alle 
Sätze  gelten  in  voller  Allgemeinheit:  je  zwei  Ebenen  haben  eine 
Gerade,  irgend  zwei  Gerade,  die  in  einer  Ebene  liegen,  einen 
Punkt  gemeinschaftlich. 

Noch  berechtigter  ist  die  Einführung  der  idealen  Gebilde, 
wenn  man  für  den  Raum  als  Ganzes  die  Voraussetzung  macht, 
dafs  zwei  Ebenen  höchstens  eine  Gerade,  zwei  Gerade  derselben 
Ebene  höchstens  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  ohne  dafs 
man  annimmt,  zwei  Ebenen  besäfsen  jedesmal  eine  Schnittlinie. 
Demnach  wird  die  Lobatschewskysche  Geometrie  die  idealen  Ge- 
bilde noch  weniger  entbehren  können  als  die  Euklidische. 

Wenn  man  aber  ein  endliches  Gebiet,  für  das  unsere  Voraus- 
setzungen gelten,  unbegrenzt  erweitert,  so  ist  es  nicht  ohne  Be- 
denken, die  angegebene  Ausdrucksweise  zu  benutzen.  Bei  diesem 
Prozefs  gehen  offenbar  ideale  in  wirkliche  Punkte  über.  Will 
man  aber  den  Strahlenbündel  als  Ersatz  für  einen  Punkt  ansehen, 
so  mufs  man  die  Voraussetzung  machen,  dafs  die  Strahlen  und 
Ebenen  eines  Bündels  auch  bei  Erweiterung  des  Gebiets  nur  einen 
einzigen  Punkt  gemein  haben,  und  dafs  durch  den  Schnittpunkt 
von  irgend  zwei  Strahlen  eines  Bündels  alle  seine  Strahlen  und 
Ebenen  hindurchgehen.  Keine  dieser  Annahmen  ist  aber  not- 
wendig. Schon  die  Riemannsche  Raumform  zeigt,  dafs  die 
Strahlenbündel  auch  zwei  Mittelpunkte  besitzen  können.  Auch 
ist  es,  wie  der  vierte  Abschnitt  gelehrt  hat,  ganz  wohl  möglich, 
dafs  zwei  Strahlen  eines  Bündels  sich  in  einem  Punkte  treffen, 
durch  den  seine  übrigen  Strahlen  nicht  hindurchgehen.  Wollte 
man  also  von  vornherein  von  idealen  Gebilden  sprechen,  so  würde 
es  nicht  möglich  sein,  die  verschiedenen  Möglichkeiten  aufzu- 
finden, die  sich  bei  Erweiterung  des  Gebietes  herausstellen.  Dem- 
nach  mufsten   wir  auch  bei  den   vorangehenden  Entwicklungen 
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die  schwerfällige  Ausdrucksweise  beibehalten   und  durften  nicht 
sofort  die  idealen  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  einfuhren. 

11.  Zum  Schlufs  noch  folgende  Bemerkung.    Statt  die  idealen 
Gebilde,  wie  hier  geschehen  ist,  auf  einem  synthetischen  Wege 
einzufuhren,  kann  man  auch  durch  analytische  Betrachtungen  zu 
ihnen  gelangen.    Wie  mehrfach  erwähnt  ist,  kann  man  die  Lage 
eines  jeden  Punktes,  der  dem  abgegrenzten  Raumteil  angehört, 
durch  das  Verhältnis  von  vier  Zahlen  xo,  xi,  xt,  Xs  derartig  be- 
stimmen, dafs  die  Gleichung  jeder  Ebene  homogen  linear  in  den 
Koordinaten  ist.    Wenn  jetzt  dem  Wertquadrupel  (xo,  xi,  xt,  xj) 
kein  Punkt  des  Raumteiles  entspricht,  so  wollen  wir  es  als  einen 
idealen  Punkt  bezeichnen.     Zudem  wollen  wir  sagen,  irgend  ein 
Gebilde  enthalte  einen  idealen  Punkt,  wenn  die  Gleichung  des 
Gebildes  durch  Einsetzen  der  entsprechenden  Koordinatenwerte 
befriedigt  wird.    Hiernach  weist  man  leicht  nach,  dafs  für  die 
Gesamtheit  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  und  Ebenen 
stets  dieselben  Gesetze  gelten,  mag  der  Punkt  reell  oder  ideal 
sein.    Man  erhält  somit  auch  Strahlenbündel,  die  keinen  reellen 
Mittelpunkt  besitzen,  und  kann  einen  solchen  (d.  h.  die  dem  ab- 
gegrenzten Raumteile   angehörenden  Ebenen  und  Strahlen   des- 
selben) als  Ersatz  für  den  Mittelpunkt  betrachten. 

Ebenso  kann  man  festsetzen,  dafs  fiir  veränderliche  Gröfsen 
u  und  v  durch  die  Gleichungen 

xx  =  axu  -f  bx  v  («  =  0,  1,  2,  3) 

stets  eine  gerade  Linie  und  durch  jede  homogene  lineare  Gleichung 
zwischen  xo,  Xi,  x«,  X3  stets  eine  Ebene  dargestellt  werden  soll. 
Dann  mufs  eine  Gerade  oder  Ebene,  deren  sämtliche  Punkte  ideal 
sind,  selbst  als  ideal  bezeichnet  werden.  Diese  Festsetzungen 
gestatten,  die  in  diesem  Paragraphen  synthetisch  hergeleiteten 
Sätze  mit  grofser  Einfachheit  auf  analytischem  Wege  zu  beweisen. 

§  3. 
Der  projektive  Baxun  als  Ganses. 

1.  Wie  wir  gesehen  haben,  ist  es  am  passendsten,  sich  bei 
der  Untersuchung  des  projektiven  Raumes  zunächst  auf  ein  end- 
liches, allseits  begrenztes  Gebiet  zu  beschränken.  Dann  gelten, 
wie  die  Voraussetzungen,  so  auch  die  Resultate  zuvörderst  nur 

Kl  Hing,  Ornndlagen  der  Geometrie.    II.  7 
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charakterisienen  Bedingungen  genügen,  soadem  es  maß  anch  jede 
Sobsthntion,  die  man  ans  beiden  nach  bdicbiger  Wiederbohn^ 
durch  Kombination  herleiten  kann,  die  gleiche  Bgenschaft  be- 
sitzen. 

Eine  Reihe  von  Möglichkeiten  leitet  man  ans  den  im  vierten 
Abschnitt  behandelten  Beispielen  durch  projektive  Umgestaltung 
her;  einen  solchen  Fall  möchten  wir  im  folgenden  selbständig 
entwickeln. 

7.  Wir  nehmen  an,  dafs  zu  jedem  Wercsystem  ein,  und  zwar 
ein  einziger  Punkt  gehön.  In  diesem  Falle  dürfen  die  Gldchnngen 
y«  •  Vi  :  Vf  :  V)  =  Xo  :  Xi  :  x^  :  Xs  oder  die  Gleichungen 

QXa  =  SzaxXx 

X 

keine  reelle  Lösung  besitzen.  Sobald  dieser  Bedingung  genügt 
ist,  kann  man  durch  Einführung  neuer  Variabein  die  Gleichungen  (2) 
in  die  Form  bringen: 

pVü  =  OXo  —  t^i 

QJi  =  /x,  —  dxs 
QVi  =  dx,  +  /x,. 

Setzt  man  hier:  a  =  k  cos  fiy  ß  =  ksinfiy  /=lcosy,  d=lsinr, 
so  gehen  bei  Wiederholung  dieser  Substitution  die  Gröisen  k 
und  1  in  k"  resp.  1",  /i  und  v  in  n^  resp.  vfi  über.  Wenn  die 
hier  benutzte  Gröfse  fi  in  einem  irrationalen  Verhältnis  zu  der 
2^hl  X  (=  3,  14  .  .  .)  steht,  so  kann  man  für  ganzzahlige  Wene 
von  p  und  q  die  Werte  q^  und  2px  beliebig  nahe  an  einander 
bringen,  ohne  dafs  sie  gleich  werden.  Man  kann  also  von  jedem 
Punkte  der  Linie  xj  =  xs  =  0  Gerade  ziehen,  die  in  einem  be- 
liebig ausgewählten  Bereich  zwei  Punkte  gemein  haben.  Demnach 
ist  dieser  Fall  auszuschliefsen.  Die  Zahlen  fi  und  Jt  müssen  also 
in  einem  rationalen  Verhältnis  stehen,  oder  man  kann  zwei  ganze 
Zahlen  m  und  n  bestimmen,  für  die  n/i  =  2mx  ist.  Dann  erhält 
die  Substitution  (3),  (n — l)-mal  wiederholt,  nach  Division  durch 
k"*  eine  Form,  die  aus  (3)  hervorgeht,  wenn  man  a  =  1,  /J  =  0 
setzt.  Da  hier  für  x,  =  xj  =  0  allgemein  y«  =  x«  ist,  genügt 
diese  Substitution  den  aufgestellten  Bedingungen  nur,  wenn  diese 
Substitution  in  die  identische  übergeht,  wenn  also  auch  /  ~  1, 
d  =  0  ist.    Indem  man  dieselbe  Betrachtung  unter  Venauschung 
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der  Gröfsen  fi  und  v  anstellt,  erkennt  man,  dafs  fi  ^»  v  sein  mufs. 
Nun  darf  man  die  sämtlichen  Transformations-KoefHcienten  durch 
dieselbe  Zahl  dividieren  und  die  gegebene  Substitution  durch  irgend 
eine  andere  ersetzen,  die  aus  ihr  durch  Wiederholung  hervorgeht, 
wofern  nur  durch  Wiederholung  der  letzteren  die  gegebene  er- 

2jr 

halten   werden  kann.     Demnach   darf  man   «  =  y  =  cos  --, 

.    2;r  .  " 

ji^  BS  d  a»  sin  —  annehmen,  und  dann  stellen  die  Gleichungen  (3) 

eine  Transformation  des  Staudtschen  Raumes  dar,  bei  welcher 
jeder  Punkt  in  einer  bestimmten  geraden  Linie  verbleibt  und  alle 
dadurch  erhaltenen  Geraden  ihre  Lage  nicht  ändern.  (Diese 
Geraden  bilden,  wie  beiläufig  erwähnt  werden  möge,  eine  lineare 
Kongruenz  mit  imaginären  Direktricen.) 

Um  die  Art  der  hierdurch  erhaltenen  Zuordnung  noch  deut- 
licher zu  übersehen,  gehen  wir  von  zwei  windschiefen  Geraden 
aus  und  setzen  auf  folgende  Weise  eine  projektive  Beziehung 
zwischen  den  Punkten  der  beiden  Geraden  fest.  Man  mache  eine 
dritte  Gerade,  welche  mit  keiner  der  beiden  Geraden  in  einer 
Ebene  liegt,  zur  Achse  eines  Ebenenbüschels  und  lasse  diejenigen 
Punkte  der  Geraden  einander  entsprechen,  in  denen  sie  von  der- 
selben Ebene  des  Büschels  geschnitten  werden.  Hierauf  führe 
man  eine  projektive  Zuordnung  der  Punkte  der  ersten  Geraden 
ein,  bei  der  kein  Punkt  sich  selbst  entspricht,  und  die  geeignet 
ist,  nach  einer  gewissen  endlichen  Zahl  von  Wiederholungen 
jeden  Punkt  sich  selbst  zuzuordnen.  Vermittelst  der  projektiven 
Beziehung,  die  zwischen  den  beiden  Geraden  besteht,  überträgt 
man  diese  Zuordnung  auf  die  zweite  Gerade:  sind  nämlich  a 
und  d  zwei  Punkte  der  ersten,  ß  und  ß'  zwei  Punkte  der  zweiten 
Geraden,  entspricht  infolge  der  ersten  Zuordnung  der  Punkt  ß 
dem  Punkte  a,  der  Punkt  ß'  dem  Punkte  d  und  ist  d  zu  a  zu- 
geordnet, so  soll  auch  der  Punkt  ß'  zu  ß  zugeordnet  sein.  Bei 
einer  kollinearen  Zuordnung  des  Staudtschen  Raumes  zu  sich 
selbst,  bei  der  die  Punkte  jeder  von  diesen  beiden  Geraden  in 
der  angegebenen  Weise  auf  einander  bezogen  sind,  giebt  es  eine 
zweifach  unendliche  Schar  von  Geraden,  von  denen  jede  sich 
selbst  zugeordnet  ist.  Jetzt  kann  man  eine  Raumform  dadurch 
bestimmen,  dafs  man  allen  auf  diese  Weise  einander  zugeordneten 
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Das  gefcndene  Resultat  zeigt  sehr  grolsc  AfanBdikcit  mit  dem 
Satze,  den  wir  ober  das  Z^rarnmentanm  Ton  Pkmktcii  emer 
elHpciscben  Ramnibrm  gefbnden  haben  (B.  1.  S.  aS)i  nor  sind 
bei  den  projektiven  Raomformen  zwei  Gerade  wiDkodicfay  vifarcnd 
die  Metrik  verlangt,  mit  einer  Geraden  aUe  Geraden  einer  von 
zwei  ganz  bestimmten  Scharen  zn  verbinden;  anch  besteht  fer 
die  Zuordnung  der  Punkte  der  einzefaien  Geraden  im  projektiven 
Räume  eine  gröisere  Winkär. 

8.  \'ergleichen  wir  die  vorstehenden  Untersuchungen  (Nr.  6 
und  7)  mit  denen  des  vierten  Abschnitts,  so  finden  wir,  dais  die 
Bedingungen,  unter  denen  verschiedene  Koordinatenwerte  geeignet 
sind,  denselben  Punkt  darzustellen,  im  projektiven  Räume  wesent- 
lich denselben  Gesetzen  unterliegen  wie  in  einem  metrischen, 
dafs  aber,  wofern  nicht  die  Grenzgeb&de  besondere  Beschränkungen 
herbeiführen,  (iir  den  projektiven  Raum  in  dieser  Knsicht  eine 
gröfsere  Mannigfaltigkeit  möglich  ist*)  Diese  Thatsache  findet 
darin  ihre  Erklärung^  dafs  es  in  einem  projektiven  Räume  genügt, 
um  jeden  Punkt  ein  Gebiet  abgrenzen  zu  können,  in  welchem 
sich  zwei  gerade  Linien  höchstens  in  einem  Punkte  schneiden, 
während  für  Räume  metrischen  Charakters  die  Forderung  hinzu- 
kommt, dafs  diese  Eigenschaft  durch  keine  Bewegung  au%ehoben 
werden  darf.  Nun  läfst  sich  jede  Zuordnung,  welche  durch  Be- 
wegung vermittelt  wird,  durch  eine  projektive  Transformation 
darstellen,  und  die  Gesamtheit  der  allen  möglichen  Bewegungen 
entsprechenden  Transformationen  bildet  in  dem  später  zu  erläu- 
ternden Sinne  eine  Gruppe.  Demnach  können  wir  sagen:  In 
jedem  metrischen  Räume  liefern  die  Transformationen  einer  be- 
stimmten Gruppe,  auf  einen  gewissen  Bereich  angewandt,  stets 
eindeutige  Resultate.  Macht  man  diese  Forderung  fiir  den  pro- 
jektiven Raum,  so  erhält  man  gleiche  Gesetze  wie  für  den  ent- 
sprechenden metrischen  Raum,  wofern  nur  die  Grenze  beidemal 
durch  dieselben  Gleichungen  dargestellt  wird.     Hiemach  drängt 

*;  Der  hier  erwähnte  Einflufs  der  Greozgebilde  bewirkt,  dafs  die  Be- 
dingungen, unter  denen  derselbe  Punkt  mehreren  Koordinatenwerten  entspricht, 
in  einem  projektiven  Räume,  dessen  Grenze  eine  ungeradiinige  Fläche  zweiter 
Ordnung  ist,  genau  dieselben  sind  wie  in  einer  hyperbolischen  Raumform. 
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sich  die  Frage  nach  den  Bedingungen  auf,  unter  denen  dasselbe 
für  alle  projektiven  Transformationen  gilt,  oder  es  stellt  sich  uns 
die  Aufgabe  dar: 

Nachdem  ein  gewisser  Raumteil  abgegrenzt  ist,  in  welchem 
zwei  Ebenen  höchstens  eine  Gerade,  zwei  Gerade  höchstens  einen 
Punkt  gemein  haben,  wird  verlangt,  dafs  jede  kollineare  Zuordnung, 
auf  diesen  Raumteil  angewandt,  eindeutig  ist,  so  dafs,  wenn  mit 
ihm  ein  anderer  Raumteil  kollinear  verwandt  ist,  jedem  Punkte 
des  einen  stets  ein  einziger  Punkt  des  andern  entspricht. 

Um  zu  erkennen,  welche  Raumformen  unter  dieser  Voraus- 
setzung möglich  sind,  benutzen  wir  ein  Koordinatensystem,  dessen 
vier  Eckpunkte  in  dem  zu  Grunde  gelegten  Raumteile  liegen. 
Jetzt  betrachten  wir  das  Resultat  der  Transformationen: 

•  t 

(^)     yo  '  yi  •  y«  •  ys  ==  c  Xo  :  Xi  :  x^  :  X3, 

wofern  dem  Parameter  t  alle  reellen  Werte  beigelegt  werden 
dürfen.  Hierbei  bleibt  jeder  Punkt  der  Ebene  xo  =  0  ungeändert, 
und  jede  Gerade  und  Ebene,  die  durch  den  Punkt  Xi  =x,  a-X3=0 
geht,  wird  in  sich  verschoben.  Da  in  dem  abgegrenzten  Gebiete 
Punkte  liegen,  für  welche  die  Verhältnisse  Xi  :  xg  :  xj  alle  mög- 
lichen Wertsvsteme  besitzen,  demnach  bei  unbeschränkter  Ver- 
änderlichkeit  von  t  alle  Werte  der  Verhältnisse  yo  :  yi  :  y«  :  ys 
erhalten  werden,  so  sind  wir  genötigt,  jedem  Koordinaten-Qua- 
drupel einen  erreichbaren  Punkt  zuzuordnen.  Auch  kann  derselbe 
Punkt  nicht  durch  verschiedene  Quadrupel  dargestellt  werden; 
denn  wenn  die  Quadrupel  (yo,  yi,  Vg,  ys)  und  (yo',  yi',  y»',  ys) 
zu  demselben  Punkte  gehörten,  so  müfste  dasselbe  für  die  beiden 
Quadrupel 

— t  — t 

(e     yo,  yi,  yi,  y.O  und  (e     yo',  yi',  yi  y»  ) 

gelten,  da  die  Transformation  (4)  eindeutige  Resultate  liefern 
soll.  Nun  kann  man  aber  der  Variabein  t  einen  solchen  Wert 
geben,  dafs  die  Punkte,  welche  durch  die  beiden  letzten  Qua- 
drupel dargestellt  sind,  innerhalb  des  zu  Grunde  gelegten  Gebietes 
liegen;  da  diese  beiden  Punkte  verschieden  sind,  wofern  die  vier 
Koordinaten  nicht  dasselbe  Verhältnis  haben,  können  auch  die 
beiden  ersten  Punkte  nicht  zusammenfallen. 

Nur  für  die  Punkte  der  Ebene  xo  =»  0  können  diese  Schlüsse 
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nicht  gezogen  werden.  Man  kann  aber  irgend  ein  anderes  Ko- 
ordinaten-Tetraeder benutzen,  dessen  Eckpunkte  ebenfalls  in  dem 
Anfangsgebiete  liegen,  und  dadurch  die  allgemeine  Gültigkeit  der 
Schlüsse  erweisen.  Zu  dem  Zwecke  genügt  es,  in  den  Glei- 
chungen (4)  die  Marke  0  mit  einer  andern  Marke  zu  vertauschen, 
oder  wenn  man  lieber  will,  die  Ebenen  Xi  ««  0,  xt  =  0, 
X3  =  0  beizubehalten  und  die  Ebene  xo  =  0  durch  eine  Ebene 
xo  -|-  aiXi  -|-  atX2  +  asXs  =  0  zu  ersetzen. 

Um  zu  erkennen,  wieviel  Punkte  einem  jeden  Koordinaten- 
Quadrupel  zugeordnet  werden  können,  transformieren  wir  eine 
Ebene,  die  wir  etwa  zur  Ebene  xo  =  0  wählen,  so  in  sich,  dafs 
eine  Gerade  in  sich  verschoben  wird  und  ein  ihr  nicht  ange- 
hörender Punkt  in  Ruhe  bleibt.     Es  seien 

aiXi  -f  biXj  -f  C1X3  =  0 

a2Xi  -f  bjXj  -f  C2X3  =  0 
die   Gleichungen    zweier    durch    den    ruhenden    Punkt    gelegter 
Geraden,  ferner 

asXi  +  bsXj  +  CaXs  =  0 
die  Gleichung  der  in  sich  verschobenen  Geraden;  man  setze 
g  _  ^l^}  +  bj X2  +  Ci X3    ^  ^  a^xi  +  b>X2  +  CgXa 
~  asxi  -f  baxt  -f  C3X3'  '^       ajXj  +  bsXs  +  CsXs 
und  wähle  g',  rj'  als  die  entsprechenden  Funktionen  von  xi',  Xj,  Xj'. 
Dann  soll  die  Beziehung  zwischen  x/,  x^',  X3'  und  Xi,  x^,  xj 
sich  aus  den  Gleichungen  ergeben: 

(5)  g=  g  cos  g>  —  ^  sin  g>,  ?/  :=  g  sin  9)  +  ^  cos  y, 
wo  die  Gröfse  q>  als  variabel  vorausgesetzt  wird.  Sobald  diese 
Variabele  den  Wert  2jt  erhält,  wird  §'  =  g,  ^=  ^  und  somit 
Xi' :  X3  =  x,  :  xs,  X2'  :  X3'  =  X2  :  X3.  Da  der  eine  Eckpunkt  des 
Dreiecks  seine  Lage  beibehalten  hat ,  so  kehren  für  9)  =  2jr  die 
Punkte  einer  jeden  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Geraden  und 
somit  alle  Punkte  in  ihre  Anfangslage  zurück.  Nun  ist  die  dritte 
Gerade  in  sich  verschoben;  die  stetige  Folge  der  Transformationen, 
welche  aus  (5)  erhalten  werden,  wenn  man  den  Parameter  q> 
alle  Werte  von  null  bis  2jt  annehmen  läfst,  nötigt  also  jeden 
Punkt  dieser  Geraden,  die  ganze  Linie  ein-  oder  mehrmals  zu 
beschreiben. 

Nun  wird  für  die  Punkte  dieser  Linie  bereits,  wenn  man 
9)  =  ^  setzt,  xi'  :  X3'  =  Xi   :  xj   und  xo'  :  X3'  =  X2  :  X3.     Ver- 
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schieben  wir  also  eine  Gerade  in  sich,  d.  h.  transformieren  wir 
ihre  Punkte  stetig  in  der  Weise,  dafs  die  Koordinaten  alle  für 
die  Punkte  der  Geraden  geeigneten  Wertsysteme  annehmen,  so 
mufs  der  Punkt  in  seine  Anfangslage  zurückkehren,  sobald  seine 
Koordinaten  zum  zweiten  Male  die  Anfangs  werte  erreichen. 

9.  Allen  diesen  Forderungen  genügen  die  beiden  Raum- 
formen, die  wir  im  Anfange  dieses  Paragraphen  betrachtet  haben. 
Denn  erstens  werden  allen  Wertsystemen  (xo  :  xi  :  x^  :  xs)  Punkte 
zugeordnet,  und  zweitens  können  niemals  Punkte  identisch  sein, 
die  zu  verschiedenen  Wertsystemen  gehören.  Dafs  auch  die  zu- 
letzt gefundene  Bedingung  durch  die  beiden  Raumformen  befriedigt 
wird,  erkennt  man  sehr  leicht.  So  kann  man  die  Geraden  der 
unter  Nr.  3  beschriebenen  Raumform  in  folgender  Weise  dar- 
stellen: Man  wähle  acht  Konstante  ao  .  .  .  as,  b^  .  .  .  bs,  zwischen 
denen  die  Gleichungen  bestehen: 

aS+af+a|+a|=l,  b?+bf+b|+bi=l, 
ao  bo  +ai  b  i  -f-ag  bt  +as  bs  =0, 
und   mache   die  Koordinaten   von   der  veränderlichen  Gröfse  u 
abhängig  vermittels  der  Gleichungen: 

xx  =  a«  cos  u  -f-  bjf  sin  u.         (x  =  0,  1,  2,  3) 

Zwei  verschiedene  Werte  von  u  liefern  nur  dann  denselben 
Punkt,  wenn  sie  sich  um  Vielfache  von  2jt  unterscheiden.  Lassen 
wir  also  die  Variabele  u  die  Werte  von  0  bis  2jc  annehmen,  so 
beschreibt  der  jedesmal  entsprechende  Punkt  die  gerade  Linie. 

Nun  können  wir  auch  annehmen,  die  Punkte  der  in  sich 
verschobenen  Geraden  kehrten  bereits  für  9)  =  jr  in  ihre  Anfangs- 
lage zurück;  denn  alsdann  wird  doch  auch  für  g>  =  2x  der  Aus- 
gangspunkt wieder  erreicht.  Dieser  Forderung  genügt  oflfenbar 
die  Staudtsche  Raumform,  in  der  durch  das  Verhältnis  (xo  :xi  :x2  :x8) 
ein  einziger  Punkt  dargestellt  wird. 

10.  Wir  haben  jetzt  noch  zu  zeigen,  dafe  keine  weitere 
Raumform  geeignet  ist,  die  gefundenen  Forderungen  zu  erfüllen. 
Zu  dem  Ende  wollen  wir  an  erster  Stelle  beweisen,  dafs  die 
Punkte  der  in  sich  verschobenen  Gerade  zum  ersten  Male  in  ihre 
Anfangslage  zurückkehren,  wenn  in  der  Gleichung  (5)  die  Varia- 
bele g)  entweder  gleich  2jr  oder  gleich  jt  wird.  Unsere  Ent- 
wicklung hat  uns  gezeigt,  dafs  für  9)  =  2;r  die  Anfangslage  erreicht 
wird.     An  sich  wird  hierdurch  nur  gefordert,  dafs  die  Rückkehr 
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zum  ersten  Male  in  dem  Augenblicke  erfolgt,  wo  die  Variabele 
90  für  ein  ganzzahliges  n  den  Wert  —  annimmt.  Entspricht  ver- 
mittelst der  obigen  Gleichungen  dem  An£ingsverhältnis(xo:xi:x2:x8) 

2yc 

ftir  9)  =  —   das  Wertsystem   (xq  :  Xi'  :  Xj'  :  x^'),  so   kann  das 

letztere  dem  ersteren  nur  dann  gleich  sein,  wenn  n  entweder 
gleich  eins  oder  gleich  zwei  ist.  Da  aber,  wie  wir  im  Anfiinge 
von  Nr.  8  bewiesen  haben,  zu  ungleichen  Koordinatenwerten  nicht 
derselbe  Punkt  gehören  kann,  so  mufs  n  =«  1  oder  n  =  2  sein. 
Lassen  wir  jetzt  in  der  Gleichung  (5)  die  Gröfse  g>  von  null 
aus  wachsen,  bis  irgend  ein  Punkt  der  in  sich  verschobenen 
Geraden  zum  ersten  Male  seine  Anfangslage  wieder  annimmt,  so 
mufs,  wie  die  durchgeführte  Entwicklung  zeigt,  jeder  Punkt  dieser 
Geraden  in  die  Anfangslage  zurückkehren.  Wofern  also  nur  die 
Punkte  einer  einzigen  Geraden  1  in  Betracht  kommen,  gehört  zu 
jedem  Wertsystem  der  Variabein  entweder  ein  einziger  oder  zwei 
verschiedene  Punkte.  Nehmen  wir  an,  ein  Pimkt  x  der  Geraden 
1  werde  durch  das  Verhältnis  (xo  :  xi  :  x«  :  Xj),  ein  zweiter  Punkt 
x'  von  1  werde  durch  das  Verhältnis  (xo  :  Xt'  :  X2'  :  Xj)  dar- 
gestellt, und  zu  dem  ersten  Verhältnis  gehöre  kein  zweiter  Punkt 
von  1,  so  kann  unter  den  Punkten  von  1  nur  der  Punkt  jr'  durch 
das  Verhältnis  (xo'  :  Xi'  :  X2'  :  x./)  dargestellt  werden.  Man  lege 
durch  jt  eine  zweite  Gerade  li.  Diese  enthält  entweder  noch 
einen  Punkt  jti ,  der  zu  dem  Verhältnis  (xo  :  Xi  :  Xj  :  x»)  gehört, 
oder  dies  Verhältnis  stellt  auch  keinen  zweiten  Punkt  der  Geraden 
li  dar.  Um  zu  zeigen,  dafs  die  erste  Annahme  auszuschließen 
ist,  bewege  man  die  Ebene  (Ui)  so  in  sich,  dafs  der  Punkt  1'  in 
Ruhe  gehalten  und  die  Gerade  li  in  sich  bewegt  wird.  Benutzt 
man  wieder  die  oben  eingeführten  Gröfsen  g  und  rj  und  macht 
man  die  Transformation  von  den  Gleichungen  (5)  abhängig,  so 
gelangt  für  (p  =  jc  der  Punkt  P  auf  Pi,  die  Gerade  1  aber  zur 
Deckung  mit  ihrer  Anfangslage.  Somit  enthält  die  Gerade  1  auch 
den  Punkt  Pi,  was  unserer  Annahme  widerstreitet.  Hiernach 
wird  auch  auf  jeder  zweiten  durch  P  gelegten  Geraden  li  dem 
Wertsystem  (x)  nur  ein  einziger  Punkt  zugeordnet  sein.  Das- 
selbe gilt  also  auch  für  jeden  andern  Punkt  auf  li  und  somit  für 
jeden  beliebigen  Punkt  des  Raumes.     Konstruiert  man  demnach 
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unter  dieser  Annahme  alle  von  einem  Punkte  ausgehenden  geraden 
Linien  und  verbindet  je  zwei  Punkte,  welche  auf  zwei  verschie- 
denen unter  diesen  Linien  liegen,  wieder  durch  eine  Gerade,  so 
erhalten  wir  einen  in  sich  abgeschlossenen  Bereich  von  der  Eigen- 
schaft, dafs  jeder  Punkt  des  Bereiches  zu  einem  einzigen  Wert- 
system (xo  :  xj  :  X2 :  X3)  der  Variabein  gehört  und  jedes  Wertsystem 
einen  einzigen  Punkt  des  Bereiches  darstellt. 

Andererseits,  wenn  zu  einem  einzigen  Wertsystem(xo:xi:x8:xs) 
zwei  Punkte  gehören,  die  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  so  stellt 
jedes  Verhältnis  der  vier  Gröfsen  Xo,  X|,  X2,  X3  zwei  Punkte  von 
der  Eigenschaft  dar,  dafs  alle  Gerade,  die  durch  einen  der  beiden 
Punkte  hindurchgehen,  auch  den  andern  enthalten.  Wir  gelangen 
auf  diese  Weise  zu  einem  Bereich,  wie  er  in  Nr.  3  beschrieben  ist. 

11.  Um  jetzt  unsern  Nachweis,  dafs  nur  die  beiden  ange- 
gebenen Raumformen  der  gestellten  Forderung  genügen,  voll- 
ständig zu  machen,  müssen  wir  zeigen,  dafs  in  jedem  der  beiden 
Fälle  zu  dem  bereits  gefundenen  Bereich  kein  weiterer  als  Bestand- 
teil einer  Raumform  hinzutreten  kann.  Gehen  wir  etwa  von 
einem  Bereich  aus,  der  die  Eigenschaft  hat,  dafs  zu  jedem  Wert- 
system (xo  :  Xi  :  X2  :  Xa)  einer,  und  zwar  ein  einziger,  seiner 
Punkte  zugeordnet  ist;  wir  wollen  untersuchen,  ob  nicht  etwa 
zu  dem  Wertsystem  (x)  ein  weiterer  Punkt  gehören  kann,  der 
in  einem  andern  Bereich  liegt.  Dann  darf  es  nicht  möglich  sein, 
durch  die  beiden  Punkte  eine  gerade  Linie  zu  legen,  weil,  wie 
die  vorangehende  Untersuchung  gezeigt  hat,  demselben  Wert- 
systeme niemals  zwei  verschiedene  Punkte  zugeordnet  werden 
können,  die  auf  derselben  geraden  Linie  liegen.  Damit  ist  aber 
bewiesen,  dafs  es  unmöglich  ist,  die  beiden  Bereiche  als  Bestand- 
teile einer  einzigen  Raumform  zu  betrachten;  denn  da  die  Bereiche 
nicht  durch  gerade  Linien  zu  einem  einheitlichen  Ganzen  ver- 
bunden werden  können,  so  besteht  überhaupt  keine  Verbindung 
zwischen  ihnen.  Gäbe  es  nämlich  eine  Verbindung,  so  müfste 
sie  doch  durch  projektiveTransformationen  erreicht  werden  können; 
nun  läfst  sich,  wie  leicht  bewiesen  werden  kann,  jede  projektive 
Transformation  durch  Zusammensetzung  aus  solchen  Transforma- 
tionen erhalten,  bei  denen  alle  Veränderungen  in  geraden  Linien 
erfolgen,  oder  mit  anderen  Worten,  bei  denen  durch  jeden  Punkt 
eine  in  sich  transformierte  gerade  Linie  hindurchgeht.     Da  bei 
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allen  diesen  speciellen  Transformationen  der  zuerst  gewählte  Be- 
reich in  sich  verbleibt,  so  kann  er  auch  durch  die  aus  ihnen 
zusammengesetzte  Transformation  nicht  in  einen  andern  Bereich 
übergeführt  werden. 

Ebenso  verfährt  man  unter  der  Annahme,  dafs  der  Bereich 
die  unter  Nr.  3  dargelegten  Eigenschaften  besitzt.  Wir  finden 
also,  dafs  der  gestellten  Forderung  nur  die  beiden  angegebenen 
Raumformen  genügen.  Diese  haben  aber  die  weitere  Eigenschaft, 
dafs  jede  projektive  Transformation,  mag  sie  auf  einen  beliebigen 
Teil  des  Raumes  oder  auch  auf  den  Raum  als  Ganzes  angewandt 
werden,  zu  eindeutigen  Resultaten  führt.  Wenn  also  samtliche 
projektive  Transformationen  für  irgend  einen  Raumteil  ein- 
deutige Beziehungen  herbeiführen,  so  gilt  dasselbe  für  jeden 
Raumteil  und  für  den  Raum  als  Ganzes,  und  nur  die  beiden  an- 
gegebenen Raumformen  besitzen  diese  Eigenschaft.  Hiemach 
entsprechen  sie  denjenigen  metrischen  Raumformen,  die  auch  als 
Ganze  bewegt  werden  können.**) 

Frojektivit&t  und  Metrik. 

1.  Die  verschiedenen  Methoden,  durch  die  man  von  der 
Projektivität  zur  Metrik  gelangt,  sind  bereits  im  zweiten  Abschnitt 
(B.  1.  S.  149  — 162)  besprochen.  Indessen  konnten  wir  dort 
einen  Weg,  der  zu  diesem  Ziele  führt,  nur  kurz  angeben,  ohne 
in  seine  Begründung  einzugehen,  weil  dabei  die  Theorie  der 
Transformationsgruppen  nicht  wohl  entbehrt  werden  kann,  eine 
Theorie,  welche  im  ersten  Bande  keine  Stelle  finden  konnte. 
Diese  Begründung  möchte  ich  hier  nachtragen.*')  Allerdings 
sollen  die  Transformationsgruppen  erst  im  achten  Abschnitt  be- 
handelt werden;  aber  es  wird  gestattet  sein,  hier  bereits  einige 
der  don  zu  entwickelnden  Resultate  zu  benutzen.  Wir  gebrauchen 
dabei  nur  die  Liesche  symbolische  Bezeichnung  einer  unendlich 
kleinen  Transformation,  den  Begriff  der  Kombination  zweier 
Transformationen  und  den  Satz,  dafs  einer  Gruppe,  in  der  zwei 
infinitesimale  Transformationen  vorkommen,  auch  diejenige  Trans- 
formation angehört,  die  man  durch  Kombination  der  beiden  ersten 
erhält.  Der  Leser,  der  hiermit  noch  nicht  vertraut  ist,  findet  die 
nötigen  Erläuterungen  im  achten  Abschnitt. 


Abschlufs  der  projektiven  Geometrie.  113 

Dem  Beweise  unseres  Hauptsatzes  möchte  ich  einige  Be- 
merkungen über  beliebige  projektive  Gruppen  vorausschicken. 

Zur  Darstellung  der  einzelnen  Elemente  einer  n-fach  aus- 
gedehnten Mannig£dtigkeit  mögen  n  -f-  1  Gröfsen  Xo,  xi  . .  .  Xn 
dienen,  wobei  wir  festsetzen,  dafs  es  nur  auf  die  Verhältnisse 
und  nicht  auf  die  wirklichen  Werte  dieser  Gröfsen  ankommt. 
Jede  Transformation,  bei  der  die  Verhältnisse  der  neuen  Gröfsen 
yo,  yi  •  •  •  yn  durch  homogene  lineare  Funktionen  der  gegebenen 
Variabein  x,  also  unter  Bnführung  eines  Proportionalitäts-Faktors 
CO  in  der  Form 

yx  =—  coJEaxAXA 
;. 

ausgedrückt  werden,  heifst  eine  projektive  Transformation,  und 

eine  Gruppe,  die  nur  projektive  Transformationen  enthält,  eine 

projektive   Gruppe.     In   diesem  Falle   sind   auch   die   unendlich 

kleinen  Änderungen  dxa  der  einzelnen  Variabein  xa  bis  auf  einen 

unendlich  kleinen  Faktor  dt  homogene  lineare  Funktionen  von 

Xo,  Xi  .  . .  Xn.     Ersetzt  man  also  in  dem  Lieschen  Symbol  einer 

infinitesimalen  Transformation  die  Zeichen  r—  durch  pa,  so  läfst 

oxa  ^ 

sich  jede  unendlich  kleine  Transformation  einer  projektiven  Gruppe 

in  der  Form 

(1)    JfAixpiXx  (c,  x  =  0,  1  .  .  .  n) 

darstellen,  wo  die  (n  +  1)'  KoefEcienten  konstante  Gröfsen  sind. 
Die  Transformation  J^piXi  führt  keine  Änderung  in  den  Verhält- 
nissen der  Koordinaten  herbei;  sie  kann  daher,  mit  einer  beliebigen 
Konstanten  multipliziert,  zu  der  Form  (I)  addiert  werden,  ohne 
das  Ergebnis  zu  ändern.  Wir  werden  daher  in  vielen  Fällen  den 
Koefficienten  Aoo  =  0  voraussetzen. 

Sind  SAixpiXx  und  SBixpiXx  zwei  Transformationen,  die 
derselben  Gruppe  angehören,  so  mufs  die  Gruppe  auch 

1.  jede  Transformation  2!  (i]Aix -{- 5Bix)piXx  ftir  beliebige 
Koefficienten  tj  und  g,  und 

2.  die  durch  ihre  Kombination  erhaltene  Transformation 

£  (AixBAi  —  Bix  Aai)x«  p;. 
enthalten. 

Unter  der  allgemeinen  projektiven  Gruppe  einer  n-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  verstehen    wir   diejenige  Gruppe, 
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allen  diesen  speciellen  Transformationen  der  zuerst  gewählte  Be- 
reich in  sich  verbleibt,  so  kann  er  auch  durch  die  aus  ihnen 
zusammengesetzte  Transformation  nicht  in  einen  andern  Bereich 
übergeführt  werden. 

Ebenso  verfährt  man  unter  der  Annahme ,  dafs  der  Bereich 
die  unter  Nr.  3  dargelegten  Eigenschaften  besitzt.  Wir  finden 
also,  dafs  der  gestellten  Forderung  nur  die  beiden  angegebenen 
Raumformen  genügen.  Diese  haben  aber  die  weitere  Eigenschaft, 
dafs  jede  projektive  Transformation,  mag  sie  auf  einen  beliebigen 
Teil  des  Raumes  oder  auch  auf  den  Raum  als  Ganzes  angewandt 
werden,  zu  eindeutigen  Resultaten  führt.  Wenn  also  samtliche 
projektive  Transformationen  fiir  irgend  einen  Raumteil  ein- 
deutige Beziehungen  herbeiführen,  so  gilt  dasselbe  fbr  jeden 
Raumteil  und  für  den  Raum  als  Ganzes,  und  nur  die  beiden  an- 
gegebenen Raumformen  besitzen  diese  Eigenschaft.  Hiemach 
entsprechen  sie  denjenigen  metrischen  Raumformen,  die  auch  als 
Ganze  bewegt  werden  können.") 

Frojektivität  und  Metrik. 

1.  Die  verschiedenen  Methoden,  durch  die  man  von  der 
Frojektivität  zur  Metrik  gelangt,  sind  bereits  im  zweiten  Abschnitt 
(B.  1.  S.  149  — 162)  besprochen.  Indessen  konnten  wir  dort 
einen  Weg,  der  zu  diesem  Ziele  führt,  nur  kurz  angeben,  ohne 
in  seine  Begründung  einzugehen,  weil  dabei  die  Theorie  der 
Transformationsgruppen  nicht  wohl  entbehrt  werden  kann,  eine 
Theorie,  welche  im  ersten  Bande  keine  Stelle  finden  konnte. 
Diese  Begründung  möchte  ich  hier  nachtragen.**)  Allerdings 
sollen  die  Transformationsgruppen  erst  im  achten  Abschnitt  be- 
handelt werden;  aber  es  wird  gestattet  sein,  hier  bereits  einige 
der  don  zu  entwickelnden  Resultate  zu  benutzen.  Wir  gebrauchen 
dabei  nur  die  Liesche  symbolische  Bezeichnung  einer  unendlich 
kleinen  Transformation,  den  Begriff  der  Kombination  zweier 
Transformationen  und  den  Satz,  dafs  einer  Gruppe,  in  der  zwei 
infinitesimale  Transformationen  vorkommen,  auch  diejenige  Trans- 
formation angehört,  die  man  durch  Kombination  der  beiden  ersten 
erhält.  Der  Leser,  der  hiermit  noch  nicht  vertraut  ist,  findet  die 
nötigen  Erläuterungen  im  achten  Abschnitt. 
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Dem  Beweise  unseres  Hauptsatzes  möchte  ich  einige  Be- 
merkungen über  beliebige  projektive  Gruppen  vorausschicken. 

Zur  Darstellung  der  einzelnen  Elemente  einer  n-fach  aus- 
gedehnten Mannig&ltigkeit  mögen  n  -|-  1  Gröfsen  Xo,  xi  . .  .  Xn 
dienen,  wobei  wir  festsetzen,  dafs  es  nur  auf  die  Verhältnisse 
und  nicht  auf  die  wirklichen  Werte  dieser  Gröfsen  ankommt. 
Jede  Transformation,  bei  der  die  Verhältnisse  der  neuen  Gröfsen 
yn>  yi  •  •  •  yn  durch  homogene  lineare  Funktionen  der  gegebenen 
Variabein  x,  also  unter  Einführung  eines  Proportionalitäts-Faktors 
CO  in  der  Form 

). 

ausgedrückt  werden,  heifst  eine  projektive  Transformation,  und 

eine  Gruppe,  die  nur  projektive  Transformationen  enthält,  eine 

projektive   Gruppe.     In   diesem  Falle   sind   auch   die   unendlich 

kleinen  Änderungen  dx«  der  einzelnen  Variabein  xa  bis  auf  einen 

unendlich  kleinen  Faktor  dt  homogene  lineare  Funktionen  von 

xo,  Xi  .  .  .  Xn.     Ersetzt  man  also  in  dem  Lieschen  Symbol  einer 

df 
infinitesimalen  Transformation  die  Zeichen  r—  durch  pa.  so  läfst 

oxa  ^  ' 

sich  jede  unendlich  kleine  Transformation  einer  projektiven  Gruppe 

in  der  Form 

(1)    JfAixpiXjc  (c,  x  =  0,  1  .  .  .  n) 

darstellen,  wo  die  (n  +  1)'  KoefEcienten  konstante  Gröfsen  sind. 
Die  Transformation  ^p<xi  fuhrt  keine  Änderung  in  den  Verhält- 
nissen der  Koordinaten  herbei;  sie  kann  daher,  mit  einer  beliebigen 
Konstanten  multipliziert,  zu  der  Form  (I)  addiert  werden,  ohne 
das  Ergebnis  zu  ändern.  Wir  werden  daher  in  vielen  Fällen  den 
Koefficienten  Aoo  =  0  voraussetzen. 

Sind  S  Aijt  pi  x«  und  S  Bi«  p<  x«  zwei  Transformationen ,  die 
derselben  Gruppe  angehören,  so  mufs  die  Gruppe  auch 

1.  jede  Transformation  JS(jyAix+ gBix)piXjf  für  beliebige 
Koefficienten  ri  und  g,  und 

2.  die  durch  ihre  Kombination  erhaltene  Transformation 

S  (A«Ba«  —  B«  Aai)x«  p;. 
enthalten. 

Unter  der  allgemeinen  projektiven  Gruppe  einer  n-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  verstehen    wir    diejenige  Gruppe, 
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welche  alle  projdEthren  Transfonnitioiiai  enthäk;  wir  können  sie 
durch  die  n  (n  -|-  2)  Transfornutioncn  p^x«,  x»ptt,  p«  V  ^ 
a,  ^  =  1  .  .  .  n  bestinuneD. 

Ersetzt    man   in   der  Form   £o«x«  jede  Grä6e    Xi  dnrch 
Xi  +  dxi  für 

dx<  =  dt  SAtmÜM, 

M 

SO  Ueibt  die  Form  ungeändert,  wenn  man  zo^dch  n«  durch 
o«  +  du«  ersetzt  und 

da«  =  —  dt  SAm  Oar 

annimmL  Die  anendlich  kleine  Transformation,  denen  die  Gröfsen 
%u  unteiü^en,  wenn  man  aaf  die  Gröfsen  x  die  Transformation  (1) 


anwendet,  lafst  sich  demnach  für  ^—  »»  r«  svmbolisch  in  der  Foito 

da« 

—  Stirn  r«  Ux 

darstellen. 

An  Stelle  der  Variabein  x  kann  man  neoe  Variabcln  y  ab 
homogene  lineare  Funktionen  der  ersten  einführen,  indem  man 
setzt: 

(2)    Xff  =  ^Tnuocyjr. 

Drückt  man  jetzt  die  Veränderung  dvo  .  .  .  dva   durch  die 

Werte  Vo  .  .  .  yn  aus,  so  kommt  dies  für  r—  =  q«  darauf  hinaus, 

in  der  Form  (1)  mit  der  Substitution  (2)  die  weitere  Substitution 

(3)     qi  =  J?m«jrpjr  oder  p«  =  Sma^K 

K  K 

ZU  verbinden,  wo  m  «r  der  Koefficient  von  m«x  in  der  Determi- 
nante I  m<jr  I  ist.    Damit  die  Gleichung  Uui  x«  i—  ^viy«  identisch 

erfüllt  wird,  hat  man  für  - —  =  s»  die  Umgestaltungen  vorzu- 

nehmen 

Vi  =  SmixUx  und  n  =  SmucSx. 

X  X 

n  fn  —  1  ^ 

2.  Lehrsatz:  Kommen  in  einer  Gruppe  die  -^^ — -  Trans- 
formationen vor: 

Wijc  =  pi  x;r  —  p«  Xi       (für  i,  X  =  1 .  .  .  n) 
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und  tritt  zu  ihnen  hinzu  eine  davon  unabhängige  Transformation 
(4)     Po  SsixXx  +  xo  2hxpx  +  2cixpi\x      (iix  =  1 .  .  .  n), 

X 

so  läfst  sich  nur  in  dem  Falle  nicht  auf  das  Vorkommen  weiterer 
Transformationen  schliefsen,  wenn  die  Transformation  hinaus- 
kommt auf 

p,Xi   +  .    .    .  -|-  pxXjc  ^  —  poXo 

oder  mit  anderen  Worten,  wenn  die  Koefficienten  a«  und  hx 
sämtlich  verschwinden  und  die  Koefificienten  Cix  für  irgend  zwei 
ungleiche  Marken  i  und  x  den  Bedingungen  genügen: 

(5)      Ca   —  Cxx  ■=  0,   Cijc  +  Cxi  ==  0. 

Sobald  zwischen  den  Koefficienten  Ctx  diese  n  — 1-| — ~   ä" 

Bedingungen  nicht  sämtlich  erfüllt  sind,  enthält  die  Gruppe  alle 
Transformationen 

(6)  p«  Xi  —  px  xx,  p«  x;f  für  i  ^  X. 
Sind  die  Koefficienten  ax  und  b;^  nicht  sämtlich  gleich  null, 

so  treten  noch  die  n  Transformationen  hinzu 

(7)  aopoXx  —  bopxx,»,  («  =  1  .  .  .  n) 
wo  die  Konstanten  ao  und  bo  für  alle  Marken  x  dieselben  Werte 
haben.     Damit  keine  weiteren  Transformationen  der  Gruppe  an- 
gehören, müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

(8)  r-r  =  --'==rf-?y 

Dl  bj  bn    \      bo/ 

Wofern  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  ist  die  Gruppe 
die  allgemeine  projektive  Gruppe  mit  n  (n  +  2)  von  einander 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen. 

Um  diesen  Satz  zu  erweisen,  wähle  ich  aus  den  Marken 
1  ...  n  ein  Paar  ju,  v  aus  und  kombiniere  die  Transformation  (4) 
mit  W^v  Hierdurch  möge  ich  die  neue  Transformation  Ti  er- 
halten; diese  mit  W^v  kombiniert,  liefere  Tj,  und  daraus  werde, 
auf  dieselbe  Weise  Ts  erhalten.  Indem  ich  Ti  und  Ts  addiere, 
finde  ich  die  Transformation 

(C^v  +  Cvy)   (p/u  X^   —  pv  Xv)  —  (C^^  —  Cvv)   (p^u  Xi;  +  pv  X^  ), 

aus  der  durch  Kombination  mit  W^v  hervorgebt: 

Wenn  also  die  Bedingungen  (5)  für  die  Marken  ^  und  r 
nicht  erfüllt  sind,  so  enthält  die  Gruppe  die  Transformationen 

8* 
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..«^   «1.  V  ^  pyx^  und  somit,  wie  sich   aus  der 
,>^.-.-."ek.   "it  Will-  ergiebt,  die  Transformationen  p^xr 
i^^c  •    mtw  diese  beiden  mit  W^«  und  Wr»  kom- 
.^...   -..iii  /ix\*,  pxX|i,  pyxx,  pjtxv  für  jeden  Wert  von 
\v.ni:Wniert  man  diese  noch  mit  W^,  so  wird 
.^    '  .iir>j\^miationen  pxXA  gefuhrt.     Die  Kombination 
i\:  ^f,\M  liefert  aber  p^xx  — p;.x;..     Daher  sind  alle 
.\  ii.»itv>iK*i!  ^t^)  in  der  Gruppe  enthalten,  wenn  nicht  samt- 
V    H:K.inf;uü$:cn  {fi)  erfüllt  sind. 
^■u.-t  jai?  nun  die  Transformation  (4)  in  der  Form  voraus- 


i-  >*«» 


W  : 


^ 


0.0 


n.  i'i«\*  4-  x»  -Sbxp«  +  c  (piX,  +  .  .  .  +  PbXb). 

>/^ou*rn  die  Bedingungen  (5)  allgemein  erfüllt  sind,  kann 

:...!  jic  iK'uo  Form  erhalten,  indem  man  die  Transformationen 

A  «    ii((  geeigneten  KoefHcienten  multipliziert  und  von  (4)  sub- 

«.vvMi      vicnügen    aber  die   KoefHcienten    c<x   nicht    allen  Be- 

,;.,^i,ii»^cn  Kh\  so  darf  man   die  Transformationen  (6)  von  (4» 

A»v*Nn\  und  ihr  auf  diese  Weise  die  vorgeschriebene  Form  geben. 

Ptc  zweimalige  Kombination  der  so  gefundenen   Transfor- 

".it^oit  mit  W«;.  führt  auf  die  beiden  Transformationen 

ajf  pox;.  +  bxx«p;.  —  a;.  pox«  —  b/p«  Xj 
ajepoXje  +  bjfXopjf  4-  a;.  poXjL  +  bApAXo. 

Puuh  Kombination  dieser  beiden  Transformationen  mit  ein- 
,  si^i   vThahtMi  wir  die  weitere  Transformation : 

u'o;       Ajibx)  (pxXje  +  p;.x;,  — 2xoPo)  +  (ajtb«  +  a;.b;.)  W«;.. 

Wenn  hier  a^b^  —  a;.bjf  nicht  gleich  null  ist,  so  ist  in  der 
v»iuppe  die  Transformation 

,s\*    \  \n\A  —  ixoPo  oder  p^x*  +p;.x;.  +2(p,xi  +  ...  +  poX„i 

o.^tlultcn.  mit  der  sich  nach  dem  bereits  Bewiesenen  alle  Trans- 
.vM«>ationon  p«  Xx  für  ungleiche  Marken  i,  x  vereinigen.  Durch 
J.ie  Kombination  von  p.x;.  mit  (^»  gelangt  man  aber  zu  pox« 
,  i>J  p»\o. 

Sind  aber  allgemein  die  Bedingungen  i^8')  erfüllt,  so  leitet 
'^un  unmittelbar  aus  den  Transformationen  (9)  die  Transforma- 
;i\MU*n  (*)  her. 

Damit  ist  der  Satz  in  allen  seinen  Teilen  bewiesen. 

Ä,  l.ehrsatr.     Wenn  für  n  =  3  neben  der  Transformation 
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W  =  piXj  —  piXi  +  IpoXo   bei   nicht   verschwindendem   Werte 
von  I  noch  eine  Transformation 

T  —  Po  -SaxXx  +  xo  ShxXx  +  -Scixp^x*  («,  x  ==  1,  2) 
in  einer  Gruppe  vorkommt,  so  enthält  die  Gruppe  die  Trans- 
formationen poXi  und  poXt,  wofern  nicht  die  Koefficienten  ai 
und  a^  beide  verschwinden.  Ebenso  gehören  die  Transformationen 
PiXq  und  P2X1)  der  Gruppe  an,  wenn  einer  der  Koefficienten  bi 
und  bs  von  null  verschieden  ist.  Sobald  aber  sowohl  unter  den 
Koefficienten  ai  und  a^  wie  unter  den  Koefficienten  b|  und  bf 
einer  von  null  verschieden  ist,  enthält  die  Gruppe  alle  projektiven 
Transformationen. 

Der  Beweis  wird  am  einfachsten,  wenn  in  dem  Ausdruck  T 

die   Koefficienten   Cix   sämtlich   verschwinden.     In   diesem   Falle 

genügt  es,  T  zweimal  mit  W  zu  kombinieren.     Hierbei  möge 

T'  =  (TW),  T  =  (T'W)  sein;   die  Koefficienten  in  T'  mögen 

mit  einem,  die  in  T"  mit  zwei  Strichen  versehen  werden.    Dann 

ist  Cix  =  Cijf  =  0,  und 

ai'  =  —  a^  —  la,,  ai"  =  (1«  —  1)  a,  +  21a» 
aj'  —       ai  —  lai,  a»"  =  (1*  —  1)  a^  —  21ai 
b|'  _  —  b,  +  Ibi,  bi"  =  (1«  —  1)  bi  ^  21b. 
b/  —       b,  +  Ib,,  b/  —  (l»  -  1)  b,  +  21b,. 

Jetzt  multipliziert  man  die  Form  T  mit  1+1*,  T'  mit  21  und 

addiert  sie  zu  T'.    Dadurch  erhält  man  bis  auf  den  Faktor  41  die 

Transformation : 

( -  bi  +  Ibi)  xop,  +  (bi  +  Ibi)  xop«, 

aus  der  man  durch  Kombination  mit  W  eine  ähnliche  Trans- 
formation herleitet.  Da  die  aus  den  Koefficienten  gebildete  De- 
terminante nur  verschwindet,  wenn  bi  und  bj  beide  null  sind, 
so  enthält  die  gegebene  Gruppe  die  beiden  Tranisformationen 
Xopi  und  X0P2,;  wofern  wenigstens  einer  der  Koefficienten  b,  und 
bi  von  null  verschieden  ist.  Dasselbe  gilt  von  den  Transforma- 
tionen poXi  und  poXs,  sobald  nicht  beide  Koefficienten  a,  und  a^ 
verschwinden. 

Wenn  jetzt  die  beiden  Ausdrücke  af  +  a|  und  bf  +  b|  von 
null  verschieden  sind,  so  müssen  in  der  Gruppe  die  Transforma- 
tionen poXi,  poXi,  XoPi,  x.jP2  enthalten  sein.  Von  ihnen  gelangt 
man  leicht  zu  den  Transformationen  piX|  —  poXo,  p^x»  —  PoXo, 
xiPi,  X2P1.  Die  Gruppe  ist  also  die  allgemeine  projektive  Gruppe 
einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit. 
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Wir  müssen  den  Satz  jetzt  noch  für  den  Fall  beweisen,  dafs 
die  Koefficienten  Ci«  nicht  sämtlich  verschwinden.  Auch  in  diesem 
Falle  kombiniert  man  T  wieder  mehrmals  mit  W,  bildet  also  die 
Transformation  T'=  (TW),  T  =  (TW),  T"  =  (T"W).  Dabei 
hangen  jedesmal  auch  die  neuen  KoefEcienten  a«  nur  von  ai 
und  a^,  bjt  nur  von  bi  und  b^,  c<x  nur  von  Cn,  Ci2>  Cfi,  Cff  ab; 
die  Art  der  Abhängigkeit  für  die  ersten  KoefEcienten  ist  dieselbe, 
welche  vorhin  angegeben  ist.  Addiert  man  jetzt  T'  und  T*",  so 
erhält  man  eine  Transformation 

Ti  =  po2?Axx«  +  xo2?Bxpx  +  ei  (piXi— p2X»)-t-e»(pix»-p,xi), 
worin  Ci  =  Ci»  +  Cji,  62  =  C8  2  — Cn  ist,  Ai  und  Aj  nur  beide 
verschwinden,  wenn  ai  =  a«  =  0  ist,  und  entsprechendes  für  Bi 
und  Bi  gilt.  Auch  Ti  wird  zweimal  mit  W  kombiniert  und  die 
zuletzt  erhaltene  Transformation  zu  der  mit  4  multiplizierten  Form 
Ti  addiert.  Dadurch  werden  die  Koefficienten  der  p^x«  (fiir 
i,  X  =^  l,  2)  sämtlich  gleich  null;  dagegen  wird  der  Koefficient 
von  pox,  :  (1»  +  3)  Ai  +2IA2,  der  von  pox,  :(1»  +  3)A2  —  21A,, 
und  die  Koefficienten  von  piXo  und  P2X0  sind  ähnlich.  Demnach 
können  auch  die  Koefficienten  von  poXi  und  poX»  nur  gleichzeitig 
verschwinden,  wenn  A|  und  A2  und  damit  ai  und  a^  gleichzeitig 
null  sind.  Wir  sehen  also,  dafs  die  Gruppe,  falls  nicht  die  vier 
Koefficienten  ai,  a2,  bi,  b^  verschwinden,  eine  projektive  Trans- 
formation enthält,  in  deren  Ausdruck  die  Koefficienten  Ctx  gleich 
null  sind.  Es  ist  also  gestattet,  diese  Transformation  statt  der 
gegebenen  der  weitern  Untersuchung  zu  Grunde  zu  legen. 

4.  Nach  diesen  Vorbereitungen  weisen  wir  folgenden  Satz  nach: 
Soll  eine  projektive  Gruppe,  durch  welche  eine  Ebene  in 
sich  transformiert  wird,  im  stände  sein,  eine  durch  einen  festen 
Punkt  gehende  Gerade  in  jede  andere  durch  denselben  Punkt 
gelegte  Gerade  überzuführen,  und  sollen  zudem  nicht  alle  ihre 
Transformationen  den  gewählten  Punkt  in  Ruhe  lassen,  so  hängt 
sie  mindestens  von  drei  Parametern  ab;  alle  dreigliedrigen  Gruppen, 
welche  die  verlangte  Eigenschaft  besitzen,  lassen  sich  entweder 
durch  die  drei  Transformationen 

P1X2  —  P2X1,  xopi  —  kxipo,  X0P2  —  kxgpo 
oder  durch 

P1X2  —  P2X1   4-  IpoXo,  XoPi,  Xop< 

bestimmen. 
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Indem  wir  einen  in  der  Funktionentheorie  gebräuchlichen 
Ausdruck  benutzen,  können  wir  die  aufgestellte  Forderung  auch 
in  die  Worte  kleiden:  Alle  Geraden  der  Ebene,  die  in  der  Um- 
gebung eines  festen  Punktes  liegen,  sollen  durch  die  Transforma- 
tionen der  Gruppe  in  einander  übergeführt  werden  können.  Um 
zu  beweisen,  dafs  die  Gruppe  von  niedrigster  Gliederzahl,  welche 
dieser  Fordenmg  genügt,  auf  eine  der  beiden  angegebenen  Formen 
hinauskommt,  gebrauchen  wir  Linienkoordinaten  und  stellen  den 
festen  Punkt  durch  die  Gleichung  uq  =  0  dar.  Da  es  möglich 
sein  soll,  die  Geraden  in  einander  überzufuhren,  die  durch  den 
Punkt  Uo  =  0  gehen ,  mufs  die  Gleichung  eine  Transformation 
von  der  Form 

(10)  Uo  (boro  +  hiTi  b«r»)  +  SctxUUx 
enthalten.  Durch  Addition  der  mit  einem  geeigneten  Faktor 
multiplizierten  Form  r^Uo  -}-  riUi  -|-  rjUj  können  wir  bewirken, 
dafe  Cii  +  c%%  =0  wird,  und  da  die  Gleichung  (co  —  Cn) 
(a>  —  C22)  —  CijCji  =0  keine  reelle  Wurzel  besitzen  soll,  mufs 
die  Determinante  CuCgg  —  CitCji  positiv  sein;  sie  kann  also,  da 
man  alle  Koefficienten  in  (10)  mit  demselben  Faktor  multiplizieren 
darf,  gleich  eins  gemacht  werden.  Ersetzt  man  jetzt  U|  durch 
CitUi,  Ui  durch  Ug  —  CnUi,  und  demnach  ri  durch  ri  +  Ciir2, 
rj  durch  Cur,,  so  geht  die  Transformation  (10)  über  in 

Uo  (boro  +  bin  +  bgr«)  +  riu»  —  r,ai, 
wo  allerdings  die  Koefficienten  b  nicht  mehr  die  fi-üheren  Werte 
zu  besitzen  brauchen.  Hier  darf  man  uo  ungeändert  lassen,  Ui 
durch  Ui  +  auo,  u»  durch  ug  +  /?Uo  ersetzen,  wofern  man  noch 
ri  und  r%  beibehält  und  ro  mit  r©  —  avi  —  ßtf  vertauscht.  Dann 
kann  man  a  und  ß  so  bestimmen,  dafs  die  vorstehende  Trans- 
formation die  Form  annimmt: 

riu»  —  rtUi  —  luoro. 
Indem  wir  jetzt  von  den  Linienkoordinaten  zu  Punktkoor- 
dinaten übergehen,  sehen  wir,  dafs  die  Gruppe  die  Transformation 
enthält: 

(11)     PiXg   —  pgXi  +  IpoXo. 

Da  die  Gruppe  den  Punkt  Xi  =  x^  =  0  in  andere  Lagen 
überführen  soll,  mufs  sie  eine  Transformation  von  der  Form  (4) 
enthalten,  worin  die  Koefficienten  bi  und  bs  nicht  beide  gleich 
null  sind.    Auf  die  neue  Transformation  wende  man  die  in  den 
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beiden  letzten  Paragraphen  bewiesenen  Sätze  an.  Dann  folgt  aus 
2.  für  1  =  0,  dais  zu  der  Transformation  (11)  mindestens  die 
Transformationen 

PiXo  —  kpoXi  und  p^Xo  -  kpoXi 
hinzukommen,  während  der  unter  3.  bewiesene  Satz  uns  zeigt, 
dafs  die  Gruppe  mindestens  noch  die  Transformationen  piXo  und 
psXo  enthalten  muis.  (Für  einen  verschwindenden  Wert  von  1 
beachte  man  hierbei,  dafs  der  in  2.  benutzte  KoefEcient  bo  nicht 
gleich  null  sein  kann;  man  darf  ihn  also  durch  eins  und  ao 
durch  —  k  ersetzen.) 

5.  Lehrsatz.  Wenn  durch  die  Transformationen  einer  Gruppe 
alle  Geraden  der  Ebene  in  einander  übergeführt  werden  können, 
so  wird  die  Gruppe  entweder  bei  passender  Wahl  der  Veränder- 
lichen durch  die  drei  Transformationen 

PlXj  —  p«xi,  poXi  —  p,xo,  pox,  —  p^xo 
bestimmt,  oder  sie  ist  die  allgemeine  projektive  Gruppe  in  einer 
zweifach  ausgedehntea  Mannigfaltigkeit. 

Wie  wir  in  der  vorigen  Nummer  gesehen  haben,  kann  eine 
infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  auf  die  Form  gebracht 
werden : 

Pix«  —  p«xi  +  IpoXo. 

Zudem  mufs  die  Gruppe  mindestens  eine  Transformation 
von  der  Form  (4)  enthalten,  worin  die  Koefficienten  bi  und  bj 
nicht  beide  verschwinden.  Wenn  hier  1  von  null  verschieden 
ist,  so  entlehnen  wir  der  Nummer  3  den  Satz,  dafs  die  Gruppe 
entweder  noch  die  Transformationen  piXo  und  p^xo  oder  aufser 
diesen  beiden  noch  die  Transformation  poXo  oder  endlich  alle 
projektiven  Transformationen  enthält.  Sie  ist  also  entweder  drei- 
gliedrig und  wird  durch  die  Transformationen 

p,X2   —  PjXi   +  IpoXo,   PiXo,   P2X0 

bestimmt;  oder  sie  ist  viergliedrig  und  enthält  die  Transforma- 
tionen P1X2  —  p<xi,  poXo,  piXo,  PsXo,  oder  sie  ist  die  allgemeine 
projektive  Gruppe  mit  acht  willkürlichen  Parametern.  Die  beiden 
ersten  Fälle  müssen  aber  ausgeschlossen  werden,  weil  dann  die 
Ebene  x©  =  0  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  keine 
Veränderung  erleidet. 

Für  einen  verschwindenden  Wert  von  1  wenden  wir  den  in 
2.  bewiesenen  Satz  an,  nach  welchem  entweder  die  Transformationen 
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piXo  —  kpoXi  und  p^xo  —  kpoXf  hinzukommen  oder  die  Gruppe 
durch  die  vier  Transformationen  piX2  —  psXi,  PiXo,  psXo,  poXo  be- 
stimmt wird  oder  drittens  die  allgemeine  projektive  Gruppe  ist. 
Der  zweite  Fall  ist  bereits  soeben  erledigt.  Wird  im  ersten  Falle 
k  1«  0,  so  bleibt  die  Gerade  Xo  »■  0  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  ungeändert.  Für  einen  nicht  verschwindenden  Wert  von 
k  transformiert  die  zuerst  angegebene  Gruppe  den  Kegelschnitt 

^»  +  xj  +  x|  =  0 

nur  in  sich.  Die  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  müssen  daher 
auch  in  jeder  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  erhaltenen 
neuen  Lage  wieder  diesen  Kegelschnitt  berühren.  Damit  diese 
geraden  Linien,  deren  Beweglichkeit  eine  beschränkte  ist,  imaginär 
werden,  muis  der  Koefficient  k  positiv  sein.  Dann  kann  man 
aber  durch  eine  leichte  Änderung  von  Xq  bewirken,  dafs  dieser 
Koeflicient  gleich  eins  wird.  Es  bleiben  also  nur  die  beiden  im 
Lehrsatz  angegebenen  Möglichkeiten. 

6.  Aus  dem  vorstehenden  Satze  folgt  unmittelbar  der  folgende: 
Eine  projektive  Gruppe  des  Raumes,  deren  Transformationen 

im  Stande  sind,  alle  durch  einen  festgewählten  Punkt  gehenden 
Ebenen  in  einander  überzuführen,  enthält  drei  unendlich  kleine 
Transformarionen,  die  man  bei  passender  Wahl  der  Koordinaten 
in  der  Form  schreiben  kann: 

PjXs  —  psXg,  psXi  —  piXj,  piX,  —  p»x,. 

Man  kann  noch  hinzufügen,  dafs  die  Gruppe  entweder  diese 
drei  Transformationen  oder  für  ungleiche  Marken  i,  x  die  sämt- 
lichen Transformationen  pi  x«  und  pi  Xi  —  p«  x«  enthält. 

Statt  diesen  Satz  auf  den  vorangehenden  zurückzuführen,  kann 
man  ihn  ebenso  leicht  direkt  beweisen;  dabei  vermeidet  man  es, 
den  Raum  als  Ganzes  des  Untersuchung  zu  Grunde  zu  legen. 

7.  Hiemach  ist  es  sehr  leicht,  folgenden  Satz  zu  erhärten: 
Die  niedrigste  projektive  Gruppe  des  Raumes,  die  geeignet 

ist,  alle  in  der  Umgebung  eines  festen  Punktes  liegenden  Ebenen 
in  einander  überzuführen,  ist  sechsgliedrig;  die  sechs  sie  be- 
stimmenden Transformationen  können  in  der  Form  geschrieben 
werden : 

(13)     pixx  —  pxx«,  pxXo  —  kpoXjf  («,  «  =  1,  2,  3) 

wo  der  Konstanten  k  jeder  endliche  reelleWert  beigelegt  werden  kann. 
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Aus  der  Forderung,  dafs  alle  durch  den  festen  Punkt  ge- 
legten Ebenen  in  einander  übergeführt  werden  können»  ergidx 
sich,  indem  man  die  Ebenen  xi  =  0,  xs  i«  0,  xs  ->«  0  durch 
diesen  Punkt  gehen  läfst,  dafs  die  Gruppe  die  drei  an  erster 
Stelle  genannten  Transformationen  enthält.  Es  sollen  aber  diese 
Ebenen  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  auch  solche  Lagen 
erhalten,  bei  denen  sie  nicht  mehr  durch  den  Punkt  (1,  0,  0,  0) 
hindurchgehen.  Daher  mufs  der  Gruppe  mindestens  eine  Trans- 
formation von  der  Form  (4)  angehören,  worin  die  Koefficienten 
b|,  hiy  bs  nicht  sämtlich  gleich  null  sind.  Wie  wir  unter  2. 
nachgewiesen  haben,  mufs  die  Gruppe  mindestens  noch  die  drei 
Transformationen  (7)  enthalten,  und  hierin  kann,  da  die  Konstante 
bo  von  null  verschieden  ist,  bo  =  1,  ao  =  —  k  gesetzt  werden. 

8.  Jetzt  bestimmen  wir  eine  projektive  Gruppe  des  Raumes 
durch  die  beiden  Festsetzungen: 

a)  Die  Transformationen  der  Gruppe  sollen  im  stände  sein, 
alle  in  der  Umgebung  eines  festen  Punktes  gelegenen  Ebenen  in 
einander  überzufuhren; 

b)  unter  allen  dieser  Bedingung  genügenden  Gruppen  soll 
die  auszuwählende  eine  möglichst  kleine  Gliederzahl  haben. 

Jede  derartige  Gruppe  ist  sechsgliedrig  und  kann  in  der 
Form  (13)  dargestellt  werden,  wo  die  Konstante  k  noch  jeden 
reellen  Wert  erhalten  kann.  Jetzt  beschränken  wir  uns  nur  auf 
Transformationen,  welche  dieser  Gruppe  angehören. 

Eine  stetige  Folge  ihrer  Transformationen  soll  eine  starre 
Bewegung  genannt  werden.  (Die  Hinzunahme  des  Wortes  »starr« 
dürfte  notwendig  sein,  da  das  Wort  Bewegung  auch  bei  beUebigen 
Transformationen  nicht  gut  entbehrt  werden  kann.)  Zwei  Gebilde 
heifsen  kongruent,  wenn  sie  durch  eine  starre  Bewegung  in  ein- 
ander übergeführt  werden  können;  mit  anderen  Worten:  Be- 
schränken wir  die  Variabein  (x)  auf  diejenigen  Wertsysteme,  die 
zu  den  Punkten  eines  gewissen  Gebildes  gehören,  führen  wir 
dann  diese  Variabein  durch  eine  der  Gruppe  angehörende  Trans- 
formation in  die  Variabein  (y)  über,  so  bestimmt  die  Gesamtheit 
der  auf  diese  Weise  erhaltenen  Wertsysteme  (y)  die  Punkte  eines 
neuen  Gebildes,  das  zu  dem  ersten  kongruent  ist.  Die  Fläche, 
auf  der  bei  der  Ruhe  eines  Punktes  ein  zweiter  noch  bewegt 
werden  kann,   heifst  eine  Kugel.     Von  zwei  Punktepaaren,  die 
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mit  einander  zur  Deckung  gebracht  werden  können ,  sagen  wir, 
sie  hätten  gleichen  Abstand.  Um  noch  die  Messung  des  Abstandes 
zu  ermöglichen,  setzen  wir  fest,  dafs  der  Abstand  AC  gleich  der 
Summe  der  Abstände  AB  und  BC  sein  soll,  wenn  der  Punkt  B 
auf  der  Geraden  AC  zwischen  den  Punkten  A  und  C  liegt.  Diese 
Festsetzung  kommt  auf  die  folgende  hinaus:  Wenn  eine  infinite- 
simale Transformation 

(14)    dxff  =«  dt  JSAaßx^ß  (a,  /?  =-  0,  1  .  .  .  n) 

ß 
eine  Gerade  in  sich  verschiebt,  so  mufs  die  unendlich  kleine 
Strecke,  welche  von  einem  Punkte  dieser  Geraden  beschrieben 
wird,  der  Gröfse  dt  proportional  sein;  und  wenn  man  die  Ver- 
änderungen durch  die  Variabele  t  ausdrückt,  so  ist  auch  diese 
Gröfse  der  von  jedem  einzelnen  Punkte  der  Geraden  beschriebenen 
Länge  proportional. 

In  entsprechender  Weise  wird  man  sagen,  zwei  zusammen- 
stofsende  Linien  ai  und  2^  bildeten  denselben  Winkel  wie  die 
Geraden  bi  und  b2,  wenn  das  Geradenpaar  (ai,  a2)  zur  Deckung 
mit  dem  Paare  (bi,  h^)  gebracht  werden  kann.  Daraus  folgt 
wieder,  dafs  in  einer  infinitesimalen  Transformation  von  der 
Form  (14),  die  einen  Punkt  O  in  Ruhe  läfst  und  eine  durch  ihn 
gelegte  Ebene  in  sich  verschiebt,  die  Gröfse  dt  dem  unendlich 
kleinen  Winkel  proportional  gesetzt  werden  mufs,  den  eine  in 
der  Ebene  von  O  ausgehende  Gerade  bei  dieser  Bewegung  be- 
schreibt. 

Hiernach  ist  es  möglich,  die  Grundbegriffe  der  metrischen 
Geometrie  auf  Begriffe  zurückzuführen,  welche  einen  rein  pro- 
jektiven Charakter  haben.  Da  für  diese  Begriffe  aber  diejenigen 
Voraussetzungen  gelten,  von  denen  die  Metrik  ausgeht,  so  mufs 
man  von  ihnen  aus  auch  zu  denselben  Ergebnissen  gelangen. 

9.  Indessen  ist  es  weit  leichter,  dies  direkt  aus  den  Sätzen 
der  Projektivität  herzuleiten.  Dabei  haben  wir  zu  unterscheiden, 
ob  der  Koefficient  k  verschwindet  oder  gröfser  oder  kleiner  ak 
null  ist. 

Für  k  =  0  ist  auch  dxo  stets  gleich  null;  es  ist  also  gestattet, 
xo  «»  1  zu  setzen.  Die  aus  der  infinitesimalen  Transformation 
xopi  hervorgehende  eingliedrige  Gruppe  läfst  die  Koordinaten  X2 
und  X3  ungeändert  und  verändert  alle  xi  um  dieselbe  Gröfse  t. 
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Alle  Punkte  bewegen  sich  in  geraden  Linien  und  legen  darin 
gleiche  Strecken  zurück.  Dasselbe  gilt  von  den  Transformationen, 
welche  bei  beliebigem  Werte  von  t  durch  die  Gleichungen  an- 
gegeben werden: 

yi  —  xi  +  ait,  y,  —  X,  +  a«t,  ys  —  x,  +  a^t. 

Aus  der  infinitesimalen  Transformation  p%xz  —  Ps^f  ergiebt 
sich  durch  eingehe  Integration: 
y%  =  X2  cos  t  +  xs  sin  t,  y,  =  —  Xt  sin  t  +  Xs  cos  t,  yi  =«  Xi . 

Hierbei  wird  jeder  Punkt  der  Geraden  xj  —  xs  =  0  in  Ruhe 
bleiben  und  jede  Ebene  xi  =-  c  für  einen  beliebigen  Wert  von  c 
in  sich  verschoben.  Beschränken  wir  die  Variabein  (x)  auf  die 
Punkte  einer  Geraden,  die  von  einem  Punkte  der  Linie  X2  —  xj  =0 
ausgeht  und  in  der  Ebene  xi  =  c  liegt,  so  werden  die  ent- 
sprechenden Werte  (y)  ebenfalls  zu  den  Punkten  einer  derartigen 
Geraden  gehören;  die  Gröfee  t  giebt  den  Winkel  zwischen  der 
ersten  und  zweiten  Geraden  an.    Hieraus  erkennen  wir,  indem 

wir  t  —       setzen ,   dafs   die  Schnittlinien    einer   solchen   Ebene 

xi  =  c  mit  den  beiden  Ebenen  x^  "»  0  und  xs  =  0  auf  einander 
senkrecht  stehen.  Speciell  bilden  irgend  zwei  Koordinatenachsen 
rechte  Winkel  mit  einander,  und  da  die  Ebene  xi  =  c  bei  der 
Ruhe  der  Geraden  X2  =  xs  =  0  in  sich  verschoben  wird,  so 
steht  die  xi-achse  auf  allen  Geraden  senkrecht,  die  in  der  Ebene 
xi  =  c  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Achse  gezogen  werden 
können.  Um  daher  den  Wert  von  xj  für  irgend  einen  Punkt 
zu  bestimmen,  lege  man  durch  ihn  eine  Ebene,  welche  auf  der 
xi-achse  senkrecht  steht,  und  messe  das  Stück,  welches  hierdurch 
vom  Anfangspunkte  an  ausgeschnitten  wird.  Ebenso  bestimmt 
man  die  Werte  der  anderen  Koordinaten. 

Mit  der  Ebene  xi  =  0  werden  auch  alle  Ebenen  xi  =«  Ci  in 
sich  verschoben.  Hierbei  kann  man  der  Geraden  X2  =  Xs  =  0 
jede  Lage  X2  =  c»,  X3  =—  Cs  für  beliebige  Werte  C2  und  Cs  geben. 
Folglich  steht  auch  die  letztere  Gerade  auf  allen  Ebenen  Xi  =  Ci 
senkrecht.  Hiernach  können  die  Koordinaten  auch  definiert  werden 
als  die  Längen  der  Senkrechten,  die  von  dem  zu  bestimmenden 
Punkte  auf  die  Koordinaten-Ebenen  gefällt  werden. 

Durch  die  letzte  Betrachtung  ist  die  Existenz  eines  Rechtecks 
als  eines  Vierecks  mit  lauter  rechten  Winkeln  bewiesen;  hieraus 


Abschlufs  der  projektiven  Geometrie.  125 

läfst  sich  leicht  herleiten,  dafs  die  Winkelsumme  in  jedem  Dreieck 
zwei  Rechte  beträgt.  Wir  sehen  also,  dafe  der  hier  skizzierte 
Weg  für  k  —  0  zur  parabolischen  Geometrie  flihrt. 

10.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  für  einen  von  null  ver- 
schiedenen Wert  von  k  verfahren;  indessen  ziehen  wir  es  vor, 
einen  etwas  abweichenden  Weg  einzuschlagen. 

Da  sich  der  Ausdruck 

iL?  ^.  xf  +  x|  +  xi 

bei  keiner  Transformation  der  Gruppe  ändert,  so  setze  man  ihn 
gleich  r,  wodurch  man  erreicht,  dafs  der  Anfangspunkt  die  Ko- 
ordinaten (1,  0,  0,  0)  bekommt.  Zugleich  bleibt  für  irgend  zwei 
Punkte  (x)  und  (x')  der  Ausdruck 

Xo  Xrt       I  ,      ,  ,     ,  , 

-^ r  3tiXi    +  xsx«  -f  XsXa 

bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  ungeändert;  er  stellt  also 
für  alle  Punktepaare  dieselbe  Funktion  des  Abstandes  dar.  Um 
diese  Funktion  zu  bestimmen,  betrachte  man  die  Verschiebung 
der  Geraden  X2  =—  xs  «—  0  in  sich,  oder  mit  anderen  Worten, 
man  löse  das  durch  das  Symbol  Xopi  —  kxipo  vertretene  System 
von  Differentialgleichungen  : 

dxi  s—  Xodt,  dxo  =  -  kxidt. 
Die  allgemeine  Lösung  ist 

xi  —  a  cos  (tl^k)  -f  b  sin  (tl^k), 

Xo  —  —  aKk  sin  (tKk)  +  b/k  cos  (tl^k), 

wo  a  und  b  willkürliche  Konstanten  sind.     Um  die  Länge  der 

Strecke  zu   bestimmen,   welche  der  Anfangspunkt   (1,  0,  0,  0) 

hierbei  beschreibt,  mufs  für  t «—  0  sein  X|  »>  0,  xo  »-  1.   Danach 

wird  Xo  =»  cos  t  Kk,  xi  —  -;r  sin  (t  Kk).    Setzt  man  also  in  dem 

obigen  Ausdruck  für  (x)  das  Wertsystem  (1,  0,  0,  0)  und  fiir  (x) 

das  System   (cos  [tKk],  —^  sin  [t/k],  0,  0)  ein,   so  folgt  all- 

gemein: 

(15)    ^^  +  xixi '  +  xjxj'  +  xsx,'  =  g  cos  (e/k), 

wo  e  den  Abstand  der  beiden  Punkte  bezeichnet. 
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Beiläufig  folgt  hieraus,  dafs  für  jeden  Punkt  die  Koordinate 
xo  gleich  ist  cos  (e  Vk)y  wo  der  Abstand  des  zu  bestimmenden 
Punktes  vom  Anfangspunkte  gleich  e  gesetzt  ist. 

In  entsprechender  Weise  darf  man  zwischen  den  Koordinaten 
uo>  Ui,  \x%,  U3  einer  Ebene  die  Beziehung 

kuj+uf  +  ul  +  ul-l 
festsetzen,  so  dafs  die  drei  Koordinaten -Ebenen  zu  den  Wert- 
systemen (0,  1,  0,  0),  (0,  0,  1,  0),  (0,  0,  0,  1)  gehören.    Dann 
wird  der  Winkel  9?  der  beiden  Ebenen  (u)  und  (u')  durch  die 
Gleichung 

kuoUo'  +  UiUi'-|-  UiUj '  +  ujUs'  =  cos  9) 
bestimmt.     Die  Koordinaten  Ui,  Us,  U3   einer  Ebene  geben  also 
den  Kosinus  der  Winkel  an,  unter  denen  sie  von  den  einzelnen 
Koordinaten-EbeneYi  geschnitten  wird. 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner  der  Satz:  Wenn  zwei  sich  schnei- 
dende Ebenen  auf  derselben  dritten  Ebene  senkrecht  stehen,  so 
bildet  auch  jede  durch  die  Schnittlinie  gelegte  Ebene  mit  der 
dritten  gleiche  Winkel.  In  entsprechender  Weise  folgt,  da(s  jede 
Koordinaten-Achse  auf  allen  Geraden  senkrecht  steht,  die  in  der 
die  Achse  nicht  enthaltenden  Koordinaten-Ebene  durch  den  An- 
fangspunkt gezogen  werden. 

Da  der  Ausdruck 

XoUo   +  XiUi    -f  X2U2   +  XjUs 

für  alle  Transformationen  der  Gruppe  unverändert  bleibt,  so  stellt 

er  eine  feste  Beziehung  des  Punktes  (x)  zur  Ebene  (u)  dar.    Wählt 

man  speciell  Uc  =«U2  =»Us  =0,  Ui  =  1,  und  X2  =xs  =«0,  so  geht 

sin  (e  l^k) 
der  Ausdruck  in  xi  =      -,,      ■  über,  wo  e  den  senkrechten  Ab- 

vk 

stand  des  Punktes  von  der  Ebene  darstellt.    Somit  ist  allgemein: 

sin(eKk) 
XoUo  +  xiUi  +  X2U2  -f  X5U3  =  "  ~l/^-     y 

wenn  der  senkrechte  Abstand  des  Punktes  (4)  von  der  Ebene  (u) 
gleich  e  gesetzt  wird.  Wählt  man  zur  Ebene  (u)  der  Reihe  nach 
eine  der  Koordinaten-Ebenen,  so  erhält  man  die  Bedeutung  von 
Xi,  X2,  xj;  dagegen  findet  man  die  Bedeutung  von  Uo,  wenn  man 
für  den  Punkt  (x)  den  Anfangspunkt  (1,  0,  0,  0)  nimmt. 

Um  die  trigonometrischen  Formeln  für  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  zu  erhalten,  kann  man  die  Formeln  benutzen,  nach  denen 
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eine  Koordinaten-Ebene  bei  der  Ruhe  des  Anfangspunktes  in  sich 
verschoben  wird.  Auch  liefert  die  Formel  (15)  eine  Beziehung 
zwischen  den  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks ,  wenn  man 
die  Punkte  (x)  und  (x)  auf  verschiedenen  Koordinaten-Achsen 
wählt.  Aus  den  so  gewonnenen  Formeln  kann  man  die  Trigo- 
nometrie vollständig  herleiten. 

Wir  sind  somit  wieder  zu  den  Raumformen  gelangt,  die  wir 
im  ersten  Abschnitt  (B.  1.  S.  19-89)  hergeleitet  haben.  Um 
auch  im  Äufeern  volle  Übereinstimmung  herbeizuführen,  hat  man 

die  hier  benutzte  Gröfse  k  nach  ihrem  Vorzeichen  durch  j-^  oder 

1 
durch  —  ,—  zu  ersetzen, 
k* 

11.  In  dem  Falle,  dafs  die  Konstante  k  von  null  verschieden 
ist,  kann  man  den  Abstand  zweier  Punkte  und  den  Winkel  zweier 
Ebenen  auch  in  einer  Weise  einführen,  welche  den  Vorzug  hat, 
dafs  sie  von  den  Transformations-Gruppen  nur  geringen  Gebrauch 
macht  und  direkt  an  die  Grundlagen  der  projektiven  Geometrie 
anknüpft,  aber  insofern  hinter  dem  skizzienen  Wege  zurücksteht, 
als  sie  uneigentliche  und  sogar  imaginäre  Wertsysteme  benutzt 
und  sich  dadurch  von  einem  rein  geometrischen  Standpunkt  ent- 
fernt. Zwar  ist  dieser  Weg  im  wesentlichen  bereits  im  ersten 
Bande  (S.  151 — 155)  angegeben;  der  veränderte  Ausgangspunkt 
nötigt  uns  aber,  ihn  nochmals  zu  besprechen. 

Die  sämtlichen  Transformationen  unserer  Gruppe  lassen  die 
Form 

1^   "r  ^1  "r  ^a  "r  ^8 

ungeändert;  umgekehrt  ist  unsere  Gruppe  durch  die  Forderung, 
diese  Form  nicht  zu  ändern,  eindeutig  bestimmt.  Demnach  gehen 
die  Wertsysteme  (x),  welche  der  Gleichung: 

(16)    "Jf  +  xf  +x|+xi-0 


genügen,  nur  in  solche  Wertsysteme  über,  für  welche  diese  Glei- 
chung gültig  bleibt.  Wir  sagen  daher,  alle  diese  Wertsysteme 
gehören  dem  unendlich  fernen  Gebilde  an. 

Sind    (x')    und    (x")    die    Koordinaten    zweier   (eigentlicher) 
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Punkte,  so  suche  man  diejenigen  Werte  von  X^  welche  der 
Gleichung  genügen: 

(17)    (^«-+^^^2  +  {x,'+Xx,y  +  {x,'+Xx,y  +  (x,'+ix,0« - 0. 

Das  Wertsystem  y,  welches  für  einen  dieser  beiden  Werte 
von  X  den  Gleichungen  genügt: 

Qya  —  xa  +  Xxa  (a  —  0,  1,  2,  3) 

befriedigt  erstens  die  Gleichung  (16)  und  zweitens  die  Gleichungen 
sämtlicher  Ebenen,  welche  durch  die  Punkte  (x)  und  (x'^  gelegt 
werden  können;  im  uneigentlichen  Sinne  dürfen  wir  also  sagen, 
jedes  solche  Wertsystem  stelle  einen  Schnittpunkt  der  durch  (x) 
und  (x'')  gelegten  Geraden  mit  dem  unendlich  fernen  Gebilde  dar. 
Sind  (x),  (x"),  (x'  +  Xi x"),  (x'  -|-  X^x)  die  Koordinaten  von  vier 
eigentlichen  Punkten,  so  giebt  der  Quotient  Xi  :  Xg  den  Wert  des 
Doppelverhältnisses  der  vier  Punkte  an;  ebenso  soll  jetzt,  wenn 
Xi  und  Xi  die  Wurzeln  der  Gleichung  (17)  sind,  dieser  Quotient 
als  das  Doppelverhältnis  der  Punkte  (x)  und  (x")  zu  den  Schnitt- 
punkten ihrer  Verbindungslinie  mit  der  unendlich  fernen  Fläche 
bezeichnet  werden.  Diese  Gröfse  Xi  :  X^  bleibt  aber  bei  allen 
Transformationen  ungeändert,  welche  unserer  Gruppe  angehören; 
wir  bringen  sie  daher  in  Zusammenhang  mit  dem  Abstand  der 
beiden  Punkte.  Da  bei  der  Vertauschung  der  Punkte  (x')  und  (x  ) 
das  Doppelverhältnis  seinen  reciproken  Wert  annimmt,  der  Ab- 
stand aber  nur  sein  Zeichen  ändern  soll,  so  setzen  wir  den 
Abstand  A  unter  Einfuhrung  einer  festen  Konstante  c  gleich 

A  =  ein  {Xi  :  Xi); 

speciell  möge  c  =  ry  j,    angenommen  werden. 

Ebenso  verfährt  man  mit  zwei  Ebenen  (u)  und  (u"),  die  sich 
in  einer  Geraden  schneiden.  Man  legt  durch  die  Schnittlinie  die 
beiden  Tangentialebenen  an  die  unendlich  ferne  Fläche,  d.  h.  man 
bestimmt  die  beiden  Werte  fii  und  (if  von  ^,  welche  für 
Vff  :—  ua  +  fiua'  der  Gleichung  genügen: 

kv;  +  vf  +  v|  +  v|  -  0. 
Das  Doppelverhältnis  dieser  vier  Ebenen  ist  gleich  fii  :  fs^  und 
definiert  den  Winkel  g)  der  beiden  Ebenen  durch  die  Gleichung 

g)  —  ein  Qii  :  fii), 

wo  speciell  c  «•  ^  gesetzt  werden  kann. 
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§  5. 
Projektiyität  und  Bewegung.    Elementare  Entwicklang. 

1.  Schon  in  n  §  7-9  (B.  1.  S.  128-149)  ist  unter  Be- 
nutzung der  projektiven  Eigenschaften  des  Raumes  nachgewiesen 
Avorden,  dafs  man  den  Sätzen  der  Metrik  auf  drei  verschiedene 
Weisen  genügen  kann,  und  dafs  man  somit  auch  von  der  Pro- 
jektivität  aus  zu  den  nichteuklidischen  Raumformen  gelangt.  Der 
Weg,  der  dort  in  §  8  eingeschlagen  wurde,  ist  aber,  wie  ich 
ausdrücklich  hervorgehoben  habe,  recht  lästig.  Nun  habe  ich 
gesehen,  dafs  an  dem  mitgeteilten  Beweise  nur  leichte  Änderungen 
angebracht  zu  werden  brauchen,  um  ihn  ganz  einfach  und  über- 
sichtlich zu  machen.  Indem  ich  also  den  Inhalt  von  II  §  7  als 
bekannt  voraussetze,  will  ich  die  weitere  Herleitung  in  voller 
Ausführlichkeit  hersetzen. 

Beim  Beweise  benutzen  wir  folgende  Sätze: 

a)  Wenn  eine  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte  in  sich  gedreht 
wird,  so  beschreibt  jeder  ihrer  Punkte  eine  geschlossene  Linie, 
einen  Kreis. 

b)  Verschiebt  man  einen  Kreis  längs  eines  Durchmessers,  bis 
der  eine  Endpunkt  auf  den  andern  zu  liegen  kommt,  so  fällt  guch 
die  Tangente  des  ersten  Punktes  auf  die  des  zweiten. 

c)  Von  allen  Tangenten  eines  Kreises  schneidet  ein  kon- 
zentrischer Kreis,  der  den  ersten  umschliefst,  vom  Berührungs- 
punkte aus  gleiche  Stücke  ab. 

Von  diesen  drei  Sätzen  wird  der  erste  bei  der  Definition  des 
Kreises  vorausgesetzt;  die  beiden  anderen  folgen  leicht  aus  den 
Kongruenzsätzen. 

2.  Wir  denken  eine  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte  in  sich 
gedreht.  Indem  wir  den  ruhenden  Punkt  zum  Anfangspunkte 
des  Koordinatensystems  wählen,  wird  diejenige  Lage  (x',  y), 
welche  irgend  ein  Punkt  (x,  y)  durch  die  Bewegung  erhält,  bei 
konstanten  Werten  von  a,  /?,  /,  a',  j^,  «',  ßf'  durch  die  Glei- 
chungen bestimmt: 

rn  y'  ^  ^^^  "^  ^ y    v  —  ^^  +  ^ y 

^'^     ^        ax  +  ^y  +  7'  y         ax  +  ^y  +  / 

K 1 1 1  i  n  g,  GrandlAgen  der  Geometrie.    II.  9 
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Wenn  die  Gerade  x  =  uy  durch  diese  Bewegung  in  die 
Lage  x'  =  u'y'  gebracht  wird,  so  besteht  zwischen  den  Gröisen 
u'  und  u  die  Gleichung: 

(2)  u'-«;"-4-|. 

au  -{-  p 
Durch  eine  Gleichung  von  derselben  Form  wurde  in  II  §  7 
die  Veränderung  angegeben,  welche  die  Bestimmungsgröfse  eines 
Punktes  erleidet,  wenn  eine  Gerade  in  sich  verschoben  wird.  Da 
aber  bei  der  Fortsetzung  der  Drehung  jede  durch  den  ruhenden 
Punkt  gelegte  Gerade  in  ihre  An&ngslage  zurückkehrt,  mufs  die 
Transformation  (2)  elliptisch  sein.  Wir  können  daher  durch  eine 
einfache  Umänderung  von  u  und  u'  erreichen,  dafs  a'  a»  ^'  =»  ö, 
a  =  —  ji'  —  T  wird.  Dieselbe  Umänderung  dürfen  wir  mit  den 
Werten  von  x  und  y,  x'  und  y'  vornehmen  und  können  dem- 
nach, weil  7  offenbar  von  null  verschieden  ist,  die  Gleichungen  (1) 
durch  die  folgenden  ersetzen: 

/.jv  öx  —  ry  .         Tx  +  öy 

W     ^  -«x  +  /?y  +  l'  y   "  ax  +  /9y+l- 
Jetzt  suchen  wir  eine  lineare  Form  Ax  -(-  By  +  C,  welche 
durch  die  Transformation  (3)  nur  mit  einem   gewissen  Faktor 
multipliziert  wird,  so  dafs  mit  der  Gleichung 

Ax  +  By  +  C  =  0  auch  die  Gleichung  Ax'  -}-  By'  +  C  =»  0 
verbunden   ist.     Mit   anderen  Worten:   Wir  fragen  uns,   ob  im 
idealen   Teile   des   Raumes   eine   Gerade  liegt,    welche    bei   der 
Drehung  in  sich  verschoben  wird.    Zur  Bestimmung  der  Gröfsen 
A,  B,  C  dienen  die  Gleichungen: 

(4)  Aö  -t-  Bt  +  Ca  =  A 

—  At  +  Bö  +  C0  —  B, 
aus  denen  sich  nur  ein  einziges  reelles  System  dieser  Verhältnisse 
ergiebt.     Indem  wir  jetzt  setzen: 

X  V 

^•^^    ^  "^  Ax  +  By'+'C '  y  =  Ax  +  By  +  C' 
folgt  entsprechend: 

^,  ^      x^ ax  —  Ty 

^        Äx'-f By'+C  ~  (A(j+Br+Cx)  +  (_AT+Bö+C%-fC* 
Unter  Berücksichtigung  von  (4)  geht  diese  Gleichung   und 
die  entsprechende  für  t]  über  in: 

§'  —  ög  —  Tjy,  r/  —  Tg  +  OF], 
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Hier  ersetze  ich  a  durch  q  cos  X,  r  durch  q  sin  X  und  denke 
mir  die  Bewegung  wie  in  II  §  7  unbegrenzt  fortgesetzt.  Dann 
mufs  der  Punkt  in  seine  Anfangslage  zurückkehren;  es  mufs  also 
für  gewisse  Werte  von  q  und  X  werden  x'  =■  x ,  y'  =«  y  und 
damit  auch  g'  —  g,  tj'  =:^  tj.  Das  ist  nur  möglich  für  p  —  1, 
X  =»  2m^  bei  einem  ganzzahligen  Werte  von  m.  Da  aber  bei 
der  Wiederholung  der  Bewegung  q  mit  einem  Exponenten,  X  nur 
mit  einem  Faktor  versehen  wird,  so  sind  die  Transformations- 
Gleichungen  in  den  neuen  Gröfsen: 

(6)    g'  a-»  g  cos  ;i  —  fj  sin  Xy  fj'  ^=^  §  sin  X  '\'  f]  cos  X. 

Zugleich  wird  die  Gleichung  eines  jeden  Kreises,  der  den 
Anfangspunkt  zum  Mittelpunkt  hat: 

(7)    g«  +  ,«_a». 
Mit  diesem  Kreise  hat  die  Gerade  g  —  a  nur  den  Punkt  (a,  0) 
gemeinschaftlich;   sie  ist  Tangente  an  ihn.     Derselbe  Kreis  wird 
von  der  Geraden  g  =«  —  a  berührt. 

3.  Da  die  Gröfsen  g  und  tj  gebrochene  lineare  Funktionen 
von  X  und  y  sind,  welche  denselben  Nenner  haben,  so  werden 
auch  in  ihnen  die  projektiven  Umgestaltungen  durch  gebrochene 
lineare  Funktionen  dargestellt.  Verschieben  wir  die  Ebene  längs 
der  Achse  iy=0,  so  hat  die  Gleichung,  durch  welche  die  Veränderung 
von  g  in  dieser  Geraden  angegeben  wird,  entweder  die  Form: 


a       ^  ^—a     ._  g'  — a       (g  — «)  cos  Q  —  ß  sin  q 


—  Q  I — B  oder 


g-ß       ^g-/9  ß  (g-a)  sin  ()  +  i3  cos  e 

oder  -^ — +  p, 

wo  a  und  ß  feste  Werte,  q  ein  beliebiger  Wert  beizulegen  ist; 
im  ersten  Fall  kann  die  Form  auch  sein :  g'  —  a  =  p  (g  —  a), 
im  letzten  auch:  g'  =«  g  +  p. 

Nun  beachten  wir,  dafs  der  Kreis  (7)  die  Gerade  ^  =  0  in 
den  beiden  Punkten:  g  =«  ±  a  schneidet.  Verschiebt  man  also 
diese  Gerade  in  sich,  bis  der  Punkt  ( —  a,  0)  auf  den  Punkt 
(0,  0)  zu  liegen  kommt,  so  deckt  gleichzeitig  der  Nullpunkt  den 
Punkt  (a,  0).  In  einer  parabolischen  Ebene,  die  wir  zunächst 
betrachten,  mufs  also  eine  der  beiden  Gleichungen 

- — _  _ +  p  und  g'  —  g  +  (> 

g  —  a       §  —  a 

9* 
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hti  dcxnsdbeo  Werte  Yon  q  sowoU  tär  %^^  —  a,  ^»»Oals 
aach  für  g  a-  0,  §  «>-  a  erfisDl  scni.  Diese  Fdnierang  ^obiigt, 
üJls  die  Gleichnng  ist:  g*  ^  g  4-  f. 

Nim  miils  die  Verschiebimg  einer  Ebene  längs  einer  ihrer 
Geraden  durch  Gleichungen  von  der  Form: 

r^^     ^        « s  +  ^  ?  +  ß  «  g  +  ^1  +  < 

^^    ^~    «S  +  i^+/i''"    «g  +  i,  +  /i 
dargestelk  werden.    SoQ  darin  Ar  ^^»0  aocfa  9  "»0,  g'avg-l-^ 
sein,  so  folgt  x  ^^fi^^  1,  x^O,  /i  "»^  x'— /i'  — 0. 

Ein  um  den  An£wgspunkt  J)escfand>ener  Kreis»  der  den  Kreis 
(7)  umschliefst,  schneidet  auf  den  Geraden  ga^-^a  and  ga^^a 
vom  Berührungspunkte  aus  gleiche  Strecken  ab.  Da  aber  für  die 
Schnittpunkte  auf  beiden  Geraden  sich  gleiche  Werte  von  r^  er- 
geben, so  gehören  auf  diesen  beiden  Geraden  zu  Reichen  Werten 
von  J7  auch  gleiche  Strecken.  Verschiebt  man  also  die  Ebene 
längs  der  Geraden  r^  ^  0,  bis  der  Punkt  ( —  a,  0)  den  Punkt 
(a,  0)  deckt,  so  tnuis  wegen  des  oben  angefuhnen  Satzes  b) 
auch  die  Gerade  $»» — a  auf  die  Gerade  g^^a  zu  li^en  kommen, 
und  für  diese  beiden  Geraden  muis  der  Wert  von  ^  ungeändert 
bleiben.  Demnach  müssen  sich  die  weiteren  Konstanten  in  (8) 
so  bestimmen  lassen,  dafs  fiir  §  —  —  a  wird  §  =  a,  fy=  ij^. 
Da  hierbei  der  Wert  von  a  noch  beliebig  ist,  nehmen  die  Trans- 
formations-Gleichungen  die  Form  an: 

Ebenso  wird  die  Verschiebung  längs  der  Geraden  |  =  0  in  einer 
solchen  Ebene  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

(10)  g  -g,  ,=.,  +  (,. 
4.  In  einer  hyperbolischen  Ebene  müssen,  weil  die  Ver- 
schiebung der  Geraden  ^  =  0  in  sich  den  Punkt  ( —  a,  0)  in 
den  Nullpunkt  und  zugleich  den  Punkt  (0,  0)  nach  (a,  0)  über- 
führt, für  jeden  Wert  von  a  bei  passender  Wahl  von  q  die  Glei- 
chungen erfüllt  sein: 

a  -a  —  aa  —  a  — a      ,      a*        a* — a* 

Diese  Gleichung  verlangt  «*  =-•  j9*  oder  a  —  —  /?  =™  I.  Dadurch 
gelangen  wir  zu  der  Gleichung: 

1  °"  g  +  öl' 
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14-0 
WO  wir  ö  =  z — -  ~  gesetzt  haben.     Verbindet   man   mit  dieser 

1  — p  ^ 

Gleichung  ly'  =»  ^  «>■  0,  so  müssen  darin  die  Gleichungen  (8)  für 

fjz^O  übergehen;    man  mufs  demnach   setzen:   x"  — ■  jm "  — ■  0, 

X'  ^=^  (jl  =1  o\,  X  »—  1,  /m'  =  1*. 

Nun  mufs   aus  demselben  Grunde,   den  wir  eben   für  die 

parabolische  Ebene  entwickelt  haben,  für  g  «-  —  a,  |'  —  a,  auch 

?/  —  ff  erhalten  werden,  wo  der  Wen  von  a  noch  veränderlich 

ist    Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (8)  über  in: 

0»  +  ap  g  +  2al»        _   _(1«  -a«)iy 


2a§  +  0*  +  a»)  '  ''        2a|  +  (1*  +  a«)* 
Setze  ich  noch 

ir-^,  =  Sh  1,  also  j^^,  -Ch  ^, 
SO  werden  diese  Gleichungen: 

gCh^+lSh^ 

g    — ; -,   f]    — 


Ishf+Chf  fsh^  +  Chf 

Jetzt   bestimme  ich  drei  Gröfsen  p,   u,   v  durch  die  For- 
derungen : 

^  —  §,  ^  —  7>  ^Y  -  u«  -  V«  —  1»,  p  —  1  für  g  —  ,  =  0. 

Indem  ich  p',  u',  v'  in  gleicher  Weise  von  g',  tj'  abhängen 
lasse,  finde  ich  die  Gleichungen: 

(11)    p'  —  pCh  ^  +  J  Sh  Y,  u'  —  plSh  ^  +  uCh  ^,  v'  —  V, 

durch  welche  die  Verschiebung  längs  der  Geraden  ly  —  0  oder 
V  «—  0  angegeben  wird. 

In  entsprechender  Weise  gelten  für  die  Verschiebung  längs 
der  Geraden  v  «■  0  die  Gleichungen : 

(12)     p'  «-  pCh  y  +  Y  Sh  y,  u'  ««  u,  v'  —  plSh  y  +  vCh  y. 

Die  Gleichungen  (6)  gehen  über  in: 

(13)     p'  =B  p,  u'  «■  u  cos  a  —  V  sin  a,  v'  —  u  sin  a  +  v  cos  a. 

5.   Da  der  Weg,  den  man  für  die  Untersuchung  einer  ellip- 
tischen Ebene  einschlagen  mufs,  derselbe  ist  wie  der,  welcher  in 
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den  beiden  anderen  Ebenen  uns  zum  Ziel  geführt  hat,  die  Rech- 
nung sich  aber  noch  einfacher  gestaltet,  so  genügt  es,  das  Resultat 
anzugeben. 

Wir  fuhren  drei  Gröfsen  p,  u,  v  ein  durch  die  Gleichungen: 

g_^.,  ,„X,  kV+u«+v»-k»,  p-1  für  g-iy-0, 

und  durch  die  Festsetzung,  dafs  bei  stetiger  Änderung  von  g  und 
rj  auch  die  Gröfsen  p,  u,  v  sich  stetig  ändern  sollen.  Dann 
werden  die  Transformationsgleichungen  für  die  Drehung  um  den 
Anfangspunkt : 

(14)  p'  =-■  p,  u'  —  u  cos  a  —  V  sin  a,  v'  ««u  sin  et  +  v  cos  a, 
für  die  Verschiebung  längs  der  Geraden  v— »0: 

(15)  p  —  p  cos  j^  ~"  k  ^^"  k'  "  —  pk  sin  j^  +  u  cos  j^,  V  —  v, 
und  für  die  Verschiebung  längs  der  Geraden  u  —  0: 

(16)  p  =™  p  cos  ~  —  r  sm  r,  u  =«  u,  v  i»  pk  sm  ^  +  r  cos  ^. 

6.  Um  den  Nachweis,  dafs  jeder  der  drei  Möglichkeiten, 
welche  wir  für  die  Verschiebung  einer  einzelnen  Geraden  in  sich 
gefunden  haben,  auch  für  die  Ebene  ein  abgeschlossenes  Formel- 
system entspricht,  zu  vervollständigen,  dürfte  es  am  einfachsten 
sein,  die  drei  verschiedenen  Arten  von  Transformationen,  welche 
wir  in  jedem  Falle  erhalten  haben,  mit  einander  zu  verbinden. 
Dadurch  gelangen  wir  jedesmal  zu  allgemeineren  Transformationen 
und  haben  nur  zu  zeigen,  dafs  dadurch  jede  Bewegung  der  Ebene 
in  sich  dargestellt  wird.  Dieser  Nachweis  wird  überaus  einfach, 
wenn  man  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Transformations- 
Gruppen  benutzt.  Für  jeden,  der  mit  dieser  Theorie  irgend  ver- 
traut ist,  bedarf  der  Gang  des  Beweises  keiner  Andeutung. 

Dem  elementaren  Charakter  der  Herleitung  dürfte  jedoch  ein 
anderer  Weg  besser  entsprechen,  den  wir  nur  für  die  elliptische 
Ebene  darlegen  wollen. 

Für  die  Drehung  um  den  Anfangspunkt  gelten  die  Glei- 
chungen : 

p'  =3  p,  u  ==  u  cos  a  —  V  sin  a,  v  *»  u  sin  a  +  v  cos  a. 

Damit  verbinden  wir  die  Drehung: 

p   =»  p',  u   =  u'  cos  ß  —  y'  sin  /?,  v"  =«  u'  sin  j?  +  v'  cos  ß. 
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Setzen  wir  diese  beiden  Drehungen  zusammen,  so  müssen 
wir  in  die  beiden  letzten  Ausdrücke  für  p',  u',  v'  die  Werte  ein- 
setzen, die  aus  den  ersten  Gleichungen  folgen;  dadurch  er- 
halten wir: 

p   =  p,  u   =  u  cos  (a  -{-  i9)  —  v'  sin  (a  -|-  ß), 
v"  —  a  sin  (a  +  ß)  +  V  cos  (a  +  ß). 

Nun  beschreiben  bei  einer  Drehung  alle  durch  den  ruhenden 
Punkt  gehenden  Geraden  gleiche  Winkel;  die  Gröfse  dieses 
Winkels  bestimmt  die  Gröfse  der  Drehung.  Schon  hieraus  folgt, 
dafs  die  Hilfsgröfse  a,  welche  in  den  ersten  Gleichungen  vor- 
kommt, eine  Funktion  des  Drehungswinkels  ist.  Da  aber  bei  der 
Zusammensetzung  zweier  Drehungen  einerseits,  wie  die  Geometrie 
lehrt,  die  Drehungswinkel  sich  addieren,  andererseits,  wie  wir 
gesehen  haben,  die  Hilfsgröfsen  a  und  ß  sich  ebenMs  zu  ihrer 
Summe  vereinigen,  so  mufs  die  Summe  a  dem  Drehungswinkel 
proportional  sein.  Für  >l  —  ^  wird  g'  =  —  g,  ly'  —  f],  oder  der 
Drehungswinkel  wird  gleich  zwei  Rechten.  Demnach  mufs  die 
Gröfse  a  gleich  dem  Winkel  sein,  welcher  bei  der  entsprechenden 
Drehung  von  jeder  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden 
beschrieben  wird. 

In  ähnlicher  Weise  betrachten  wir  jetzt  die  Verschiebung 
längs  der  Geraden  v  ««  0.     Mit  der  Transformation 

0  0  0  0 

p  =»  p  cos  r  —  r  sin  , ,  u'  =»  pk  sin  r  +  V  cos  r,  v'  =«  v. 
verbinden  wir  die  weitere: 
p  =  p  cos  r  —  r  sm  ^,  u  -«■  p  k  sm  l^  -|-  V  cos  ^,  v  =—  v . 

Dann  wird  (p",  u",  v")  durch  (p,  u,  v)  ausgedrückt,  wenn 
man  nur  in  den  ersten  Gleichungen  Z  durch  >l  +  ^  ersetzt.  Nun 
wird  jeder  Punkt  der  Geraden  v  —  0  um  dieselbe  Strecke  ver- 
schoben; wir  dürfen  also  aus  der  Art  der  Zusammensetzung 
zweier  Verschiebungen  schliefsen,  dafs  die  Gröfse  X  dieser  Strecke 
proportional  ist.  Da  endlich  über  die  Gröfse  k  noch  verfügt 
werden  kann,  so  dürfen  wir  die  Hilfsgröfse  Z  geradezu  gleich  der 
Strecke  setzen,  w^elche  irgend  ein  Punkt  der  Geraden  bei  dieser 
Verschiebung  beschreibt. 

Ist  diese  Strecke  gleich  e,  so  gelangt  der  Anfangspunkt  in 
einen  Punkt  der  Geraden  v  =-  0,  der  von  ihm  die  Entfernung  e 
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hat.  Da  aber  furJl  —  e,  p=»l,  u  —  v=— 0  wird  p'  =—  cos  ^, 
u'  »-  k  sin  r,  so  hat  derjenige  Punkt  der  Geraden  v  >i«  0,  wel- 
cher vom  Anfangspunkte  den  Abstand  e  hat,   die  Koordinaten 

e  e 

cos  r,  k  sin  r,  0. 

Führen  wir  eine  Drehung  um  den  Punkt  (1,  0,  0)  aus  und 

e  e 

beachten  die  Lage,  welche  der  Punkt  (cos  r,  k  sin  r,  0)  hierdurch 

erlangt,  so  finden  wir  für  einen  Punkt,  der  vom  Anßmgspunkte 
den  Abstand  e  hat  und  dessen  Verbindungsgerade  mit  dem  An- 
fangspunkte zur  Geraden  u  <—  0  unter  dem  Winkel  a  geneigt  ist» 
die  Koordinaten: 

e  .    e  .    e    • 

p  SM  cos  r,  u  =—  k  sin  r  COS  et,  v  «■  k  sin  r  sin  a. 

Ein  Punkt,  der  auf  der  Achse  u  «■  0  liegt  und  vom  Anfangs- 
punkte (und  damit  auch  von  der  andern  Achse)   den  Abstand  a 

a  a 

hat,  besitzt  die  Koordinaten:  p  «-  cos  r,  u  —  0,  v  »-  k  sin  , . 

Indem  wir  jetzt  eine  Verschiebung  längs  der  Achse  v  «»  Ü  aus- 
führen und  dabei  jeden  Punkt  der  Achse  um  die  Strecke  b  fort- 
bewegen, erlangt  der  Punkt  (  cos  r,  0,  k  sin  ^  j  die  Lage,  welche 

durch  die  Koordinaten  f  cos  r  cosi-,  k  cos  ,  sin  r,  k  sin  r  ) 
bestimmt  ist. 

Nun  ändert  sich  bei  dieser  Verschiebung  der  Abstand  von 

a 

der  Achse  v  «»  0  nicht;   somit  ist  allgemein  v  =»  k  sin  p,  wenn 

a  den  Abstand  von  der  Geraden  v  i—  0  angiebt.  Eine  ent- 
sprechende Bedeutung  hat  die  Koordinate  u.  Indem  wir  endlich 
die  verschiedenen  Werte  vergleichen,  die  wir  für  p  und  v  er- 
halten haben,  folgt  der  Satz: 

Sind  a  und  b  die  Katheten,  e  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks,  in  welchem  der  Seite  a  der  Winkel  a  gegen- 
überliegt, so  gelten  die  Formeln: 
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e  a        b     .     a  .     e    . 

cos  ,-  =-  cos  r  cos , ,  sin  r  =■  sin  r   sin  a. 
k  k        k  k  k 

Demnach  können  wir  jetzt  auf  dem  in  I  §  15  (B.  1.  S.  42 — 49) 

angegebenen  Wege  die  Trigonometrie  herleiten  und  gelangen  zu 

dem  in  I  §  21  (B.  1.  S.  70 — 72)  aufgestellten  analytischen  System. 

In  ganz  entsprechender  Weise  behandeln  wir  die  beiden  an- 
deren Fälle;  wir  erhalten  also  dieselben  Möglichkeiten,  welche 
wir  im  ersten  Abschnitte  unter  anderem  durch  Betrachtung  un- 
endlich kleiner  Dreiecke  hergeleitet  haben. 

7.  Da  die  vorangehende  Entwicklung  uns  die  trigonome- 
trischen Formeln  geliefert  hat,  so  ist  es  nicht  mehr  nötig,  die 
Bewegung  räumlicher  Gebilde  eigens  zu  untersuchen.  Wir  möchten 
nur  darauf  hinweisen,  dafs  es  nicht  nötwendig  ist,  zuerst  die 
Ebene  zu  untersuchen,  und  dafs  man  mit  gleicher  Leichtigkeit 
den  Raum  sofort  der  Untersuchung  zu  Grunde  legen  kann.  Dabei 
benutzt  man  etwa  folgende  Sätze: 

a)  Die  Punkte,  welche  von  einem  festen  Punkte  gleichen 
Abstand. haben,  liegen  auf  einer  Fläche,  der  Kugel,  welche  von 
jeder  durch  den  festen  Punkt  gelegten  Ebene  in  einer  geschlossenen 
Linie  geschnitten  wird. 

b)  Bei  der  Ruhe  einer  Geraden  ist  noch  Bewegung  möglich; 
dann  beschreibt  jeder  Punkt,  der  dieser  Geraden  nicht  angehört, 
einen  Kreis. 

c)  Auf  allen  Tangenten  einer  Kugel  schneidet  jede  konzen- 
trische, die  erste  umschliefsende  Kugel  vom  Berührungspunkte 
aus  gleiche  Strecken  ab. 

d)  Alle  Geraden,  welche  eine  Kugel  in  demselben  Punkte 
berühren,  liegen  auf  einer  Ebene,  der  Tangentialebene  des  Punktes. 

e)  Durch  Verschiebung  längs  eines  Durchmessers  kann  man 
die  Tangentialebene  des  einen  Endpunktes  mit  der  des  andern 
zur  Deckung  bringen. 

Aus  der  vorigen  Untersuchung  nehme  man  den  Satz  herüber, 
dafs  der  Kreis  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  ist.  Da  hiemach  die 
Kugel  von  jeder  Ebene  in  einem  Kegelschnitt  geschnitten  wird, 
so  folgert  man,  dais  sie  selbst  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ist. 
Demnach  kann  man  ihre  Gleichung,  indem  man  den  festen  Punkt 
zum  Anfangspunkte  der  Koordinaten  nimmt,  auf  die  Form  bringen  : 

g'  +  ^'  +  e*  -  a«. 
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Der  Drehung  um  die  Gerade  ly  «—  J  «—  0  entspridit  dk  Trans- 
formation : 

r-  —  I,  yy=»^cosa  —  £sina,s^'^9^^  +  £^^^^ 
EHe  weitere  Entwicklung  kann  genau  in  der  firöber  ange- 
gebenen Weise  durchgeführt  werden.  Für  einen  parabolischen 
Raum  zeigt  sich,  dals  s,  i?,  g  geradezu  die  Cartesisdicn  Koordi- 
naten sind.  Für  einen  elliptischen  Raom  fiähre  man  vier  neue 
Gröfsen  p,  u,  v,  w  durch  die  Gleichungen  ein: 

|«y,  ^  =  ^,  g-^,  kV  +  a*  +  v*  +  w»-k«. 

In  ähnlicher  Weise  verfährt  man  für  eine  hyperbolische 
Raumform.  Dann  bleibt  die  Behandlung  ungeandert  und  fuhrt 
auch  zu  denselben  Ergebnissen. 

S  6. 
ProJekÜTitftt  und  Beweg^ing.     Abflohliefi^nde  Untersuehnng. 

Der  folgende  Paragraph  versucht  einerseits  die  im  voran- 
gehenden Paragraphen  gemachten  Voraussetzungen  auf  ihr  ge- 
ringstes Mafs  zurückzufuhren;  andererseits  knüpft  er  an  $  4  an, 
indem  er  ebenfalls  die  Metrik  projektiv  begründet,  und  zwar 
wiederum  durch  geeignete  Beschränkung  der  allgemeinen  projek- 
tiven Gruppe. 

1.  Der  Kürze  des  Ausdrucks  wegen  empfiehlt  es  sich,  jede 
Zuordnung  von  Raumteilen,  bei  der  im  allgemeinen  jeder  Punkt 
einem  Punkte,  jede  Linie  einer  Linie  und  jede  Fläche  einer  Fläche 
entspricht,  eine  Bewegung  zu  nennen.  Dann  werden  wir  die- 
jenigen Zuordnungen,  durch  welche  kongruente  Raumgebilde  auf 
einander  bezogen  werden,  als  starre  Bewegungen  bezeichnen. 
Indem  wir  diese  Ausdrücke  gebrauchen,  liegt  die  Frage  nahe; 
Welche  Eigenschaften  müssen  wir  den  allgemeinen  Bewegungen 
beilegen,  um  zu  den  starren  Bewegungen  zu  gelangen.^ 

Um  diese  Frage  zu  beant^^orten,  glaube  ich  an  erster  Stelle 
die  Forderung  aufstellen  zu  sollen:  Wenn  zwei  Gebilde  demselben 
dritten  Gebilde  kongruent  sind,  so  sind  sie  auch  unter  einander 
kongruent. 

Diese  Forderung  kann  auch  in  folgender  Form  ausgesprochen 
werden: 
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Eine  Bewegung  beziehe  einen  Raumteil  I  aut  einen  Raum- 
teil II,  eine  andere  den  Raumteil  II  auf  einen  Raumteil  UI;  dann 
soll  es  auch  möglich  sein,  den  Raumteil  I  auf  den  Raumteil  m 
durch  eine  Bewegung  zu  beziehen. 

Ohne  diese  oder  eine  entsprechende  Annahme,  die  so  selbst- 
verständlich erscheint,  dafs  sie  fast  nie  ausdrücklich  erwähnt  wird, 
ist  es  nicht  möglich,  irgend  einen  Kongruenzsatz  anzuwenden. 
Andererseits  mufs  man  diese  Voraussetzung  zu  beliebigen  An- 
nahmen über  die  Bewegung  noch  hinzufugen,  wenn  man  in  der 
Geometrie  die  Bewegung  benutzen  will. 

Die  projektive  Geometrie  wird  gut  thun,  an  zweiter  Stelle 
die  Annahme  zu  machen: 

Jede  Bewegung  der  geforderten  Art  läfst  das  System  der 
Geraden  und  Ebenen  unverändert. 

Hiernach  soll  jede  Gerade  in  eine  Gerade,  jede  Ebene  in 
eine  Ebene  übergeführt  werden.  Zu  dem  Ende  genügt  es  anzu- 
nehmen, dafs  jede  Ebene  wieder  in  eine  Ebene  übergeht.  Denn, 
wenn  man  mehrere  Ebenen  betrachtet,  die  sich  in  derselben 
Geraden  schneiden,  so  werden  sie  durch  die  Bewegung  in  Ebenen 
verwandelt,  die  ebenfalls  eine  Gerade  gemeinschaftlich  haben; 
somit  entspricht  jeder  Geraden  wieder  eine  Gerade.  Indem  wir 
den  früher  eingeführten  Begriff  der  KoUinealität  benutzen,  können 
wir  unsere  zweite  Forderung  auch  in  folgender  Weise  aussprechen : 
Die  Zuordnung  der  Punkte,  welche  durch  eine  starre  Bewegung 
vermittelt  wird,  soll  eine  kollineare  Verwandtschaft  sein. 

Benutzen  wir  zur  Darstellung  der  Punkte  des  Raumes  pro- 
jektive homogene  Koordinaten,  so  sagt  die  zweite  Forderung, 
dafs  das  Resultat  jeder  starren  Bewegung  durch  homogene  lineare 
Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  dargestellt  wird.  Da  die 
erste  Forderung  für  sich  verlangt,  dafs  die  anal)rtische  Darstellung 
der  starren  Bewegungen  eine  Transformations- Gruppe  im  Lieschen 
Sinne  bildet,  so  verbinden  sich  die  beiden  angegebenen  Voraus- 
setzungen dahin,  dafs  die  Gesamtheit  der  starren  Bewegungen 
durch  eine  projektive  Gruppe  einer  dreifach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit dargestellt  wird. 

Unsere  Aufgabe  besteht  also  jetzt  darin,  solche  Eigenschaften 
der  in  §  4  gefundenen  Gruppe 

xop^f  —  kpoXx,  pi\x  —  pxxi  0,  X  —  1,  2,  3) 
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anzugeben  y  durch  welche  sie  sich  von  allen  übrigen  projektiven 
Gruppen  unterscheidet. 

2.  Die  soeben  aufgestellten  Forderungen  liegen  auch  den  im 
vorigen  Paragraphen  durchgeführten  Untersuchungen,  sowie  über- 
haupt denen  des  ersten  und  zweiten  Abschnitts  zu  Grunde.  Zudem 
haben  wir  dort  die  Annahme  gemacht: 

Es  ist  möglich,  jede  Ebene  in  sich  zu  bewegen,  während 
irgend  einer  ihrer  Punkte  in  Ruhe  gehalten  wird;  dann  bewegt 
sich  aber  jeder  andere  Punkt  der  Ebene  nur  noch  in  einer  ge- 
schlossenen Linie. 

Dafs  diese  Forderung  in  Verbindung  mit  den  beiden  ersten 
für  unsern  Zweck  genügt,  haben  wir  mehrmals  bewiesen.  Es 
würde  also  nicht  erlaubt  sein,  weitere  Forderungen,  etwa  über  die 
Erhaltung  gewisser  Winkel,  beizufügen.  Im  Gegenteil  müssen 
wir  fragen,  ob  die  dritte  Forderung  nicht  bereits  zu  weit  geht 
und  ob  sie  nicht  durch  enger  begrenzte  Voraussetzungen  ersetzt 
werden  kann.  Denn  man  erkennt  sehr  leicht,  dafs  in  der  letzten 
Forderung  aufserordentlich  viele  Einzelforderungen  zusammen- 
gefafst  sind.  Erstens  wird  die  angegebene  Eigenschaft  allen  Ebenen 
beigelegt,  und  diese  bilden  eine  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit; zweitens  kann  in  einer  Ebene  noch  jeder  Punkt  in  Ruhe 
gehalten  werden,  und  endlich  bildet  die  Gesamtheit  der  Linien, 
in  denen  sich  bei  der  Ruhe  eines  Punktes  die  übrigen  Punkte 
der  Ebene  bewegen,  eine  einfach  unendliche  Schar.  So  umfafst 
die  dritte  Voraussetzung  eine  sechsfache  Unendlichkeit  von  Einzel- 
forderungen. 

Nun  folgt  aus  den  beiden  ersten  Forderungen,  wie  wir  schon 
erwähnt  haben,  dafs  die  Gesamtheit  der  starren  Bewegungen 
analytisch  durch  eine  projektive  Gruppe  des  Raumes  dargestellt 
wird.  Die  Zahl  der  wesentlich  verschiedenen  projektiven  Gruppen 
des  dreidimensionalen  Raumes  ist  aber  eine  endliche;  man  kann 
also  jede  einzelne  dadurch  vollständig  bestimmen,  dafs  man  ihr 
eine  endliche  Zahl  von  Eigenschaften  beilegt.  Somit  genügt  auch 
eine  endliche  Zahl  von  Bedingungen,  um  diejenige  projektive 
Gruppe  des  Raumes  zu  charakterisieren,  durch  welche  die  starren 
Bewegungen  dargestellt  werden  können. 

Ehe  wir  dazu  übergehen,   ein  derartiges  System  von  For- 
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iierungen  anzugeben,  wollen  wir  einige  projektive  Gruppen  der 
Ebene  und  des  Raumes  einer  nähern  Untersuchung  unterziehen. 

3.  Satz.  Wird  bei  der  Ruhe  eines  Punktes  durch  eine  ein- 
gliedrige projektive  Gruppe  eine  Ebene  so  in  sich  bewegt,  dafs 
ein  zweiter  Punkt  in  einer  geschlossenen  krummen  Linie  bewegt 
wird,  so  bewegt  diese  Gruppe  jeden  Punkt  in  einer  geschlossenen 
Linie. 

Wir  betrachten  eine  eingliedrige  projektive  Gruppe,  bei  welcher 
ein  Punkt  A  in  Ruhe  bleibt  und  ein  zweiter  Punkt  B  in  einer 
geschlossenen  Linie  bewegt  wird.  Dabei  ist  es  angebracht  voraus- 
zusetzen, dafs  nicht  blofs  die  Punkte  A  und  B,  sondern  auch  alle 
Lagen,  welche  der  Punkt  B  bei  den  Transformationen  der  Gruppe 
erhält,  dem  Gebiet  angehören,  das  wir  von  vom  herein  unserer 
Untersuchung  zu  Grunde  gelegt  haben.  Damit  wird  auch  ver- 
langt, dafs  der  Punkt  B  sich  nicht  in  einer  geraden  Linie  bewegt. 
Es  ist  also  nicht  rein  willkürlich,  dafs  wir  in  unserm  Lehrsatz 
die  Bahn  des  Punktes  B  als  krummlinig  vorausgesetzt  haben.  Wir 
wollen  jetzt  zeigen,  dafs  jede  projektive  Gruppe,  welche  dieser 
Forderung  für  den  Punkt  B  genügt,  alle  Punkte  der  Ebene  in 
geschlossenen  Linien  bewegt  und  dafs  alle  Punkte  zugleich  ihre 
Anfangslage  wieder  annehmen. 

Zum  Beweise  legen  wir  durch  den  Punkt  A  die  beiden  Achsen 
xi  =  0  und  X|  ^  0  und  zeigen  auf  die  bereits  im  vorletzten  Para- 
graphen (S.  119)  durchgeführte  Weise,  dafs  die  unendlich  kleine 
Transformation,  aus  der  die  genannte  eingliedrige  Gruppe  her- 
vorgeht, in  der  Form 

PiX2  —  P2X1  -f  IpoXo 
dargestellt  werden  kann.  Bei  der  Bewegung,  welche  dieser  Gruppe 
entspricht,  bleibt  nicht  nur  die  Gerade  xo  =»■  0  in  sich,  sondern 
jeder  ihrer  Punkte  kehrt  auch  in  seine  Anfangslage  zurück.  Da 
aber  angenommen  ist,  dafs  der  Punkt  B  sich  in  einer  krummen 
Linie  bewegt,  so  ist  es  notwendig,  die  Bahnkurve  fiir  irgend  einen 
anderen  Punkt  der  Ebene  zu  untersuchen.  Zu  dem  Ende  schreiben 
wir  die  vorstehende  unendlich  kleine  Transformation  in  der  Form 

P1X2  —  p«xi  —  1  (piXi  +  pgX,), 

durch  welche  die  beiden  Differentialgleichungen  vertreten  werden: 

-T—  =  Xj  —  JXi,    -,-- Xi   —  IXi. 
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Hier  führe  man  die  beiden  Variabein  r  und  u  vermittek  der 
Gleichungen  ein: 

Xi  a=»  r  sin  u,  Xf  =—  r  cos  u. 

Alsdann  nimmt  die  Gleichung  der  Linie,  in  der  sich  ein 
Punkt  bewegt,  die  Form  an: 

relu  —  C. 

Für  C  =»  0  wird  nur  der  ruhende  Punkt  dargestellt.  Soll 
die  durch  diese  Gleichung  bei  irgend  einem  andern  Werte  von  C 
bestimmte  Gleichung  geschlossen  sein,  so  mufs  der  KoefEcient  1 
verschwinden.  Dann  bewegen  sich  aber  alle  Punkte  in  geschlossenen 
Kurven,  wie  im  Lehrsatze  behauptet  wurde. 

4.  Indem  wir  die  soeben  benutzten  Punkte  A  und  B  bei- 
behalten, suchen  wir  diejenigen  projektiven  Gruppen  der  Ebene, 
welche  folgenden  Bedingungen  genügen: 

a)  Bei  der  Ruhe  des  Punktes  A  soll  sich  der  Punkt  B  in 
einer  einzigen  geschlossenen  krummen  Linie  bewegen; 

b)  die  Gruppe  gestattet  eine  Bewegung  des  Punktes  A. 
Wie  wir  bewiesen  haben,  enthält  die  gesuchte  Gruppe  eine 

infinitesimale  Transformation,   der  wir  bei  passender  Wahl  der 
Koordinaten  die  Form  geben  können: 

PiXj  —  PsXj. 

Da  der  Punkt  (1,  0,  0)  nicht  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  in  Ruhe  gehalten  wird,  so  mufs  die  Gruppe  noch  eine 
unendlich  kleine  Transformation  enthalten: 

Po  li'axxx  +  Xo  2:hxXx  +  ^CixpiXx,  0,  x  —  1,  2) 
worin  die  Koefficienten  bi  und  b^  nicht  beide  verschwinden. 
Wie  wir  in  §  4,  2  bewiesen  haben,  sind  jetzt  drei  Fälle  möglich: 
entweder  ist  die  Gruppe  die  allgemeine  projektive  Gruppe  der 
Ebene  oder  sie  ist  dreigliedrig  und  enthält  die  drei  Transforma- 
tionen P1X2  —  P2X1,  aopoxi  +  bopiXo,  aoPüXj  +  bop2Xo,  wo  der 
Koefficient  bo  nicht  verschwindet,  oder  die  Gruppe  ist  viergliedrig 
und  wird  durch  die  Transformationen  piX2  —  pjjXi,  pix,,,  P2X0, 
poXo  bestimmt.  Der  erste  und  der  dritte  Fall  sind  auszuschliefsen, 
da  sie  verlangen  würden,  dafs  bei  der  Ruhe  von  A  der  Punkt  B 
noch  jede  beliebige  Lage  annehmen  könnte.  Es  bleibt  also  nur 
der  zweite  Fall.  Da  man  zudem  bo  =  1,  ao  =  —  k  setzen  darf, 
enthält  die  verlangte  Gruppe  die  drei  Transformationen 
(1)     P1X2  --  P2X1,  piXo  —  kpoXi,  P2X0  —  kpoX2, 
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und  keine  weitere  davon  unabhängige  Transformation.    Demnach 
sind  wir  auf  folgenden  Satz  geführt: 

Wenn  eine  projektive  Gruppe  der  Ebene  die  Eigenschaft  hat, 
dafs  bei  der  Ruhe  eines  festgewählten  Punktes,  der  durch  Trans- 
formationen der  Gruppe  noch  bewegt  werden  kann,  für  einen 
zweiten,  ebenfalls  willkürlich  aber  fest  gewählten  Punkt  die  Be- 
wegung nur  in  einer  einzigen  geschlossenen  krummen  Linie 
möglich  ist,  so  ist  die  Gruppe  dreigliedrig  und  wird  durch  die 
Transformationen  (1)  bestimmt.  Dann  kann  man  die  Ebene  noch 
in  sich  verschieben,  während  irgend  ein  anderer  Punkt  in  Ruhe 
gehalten  wird;  hierbei  beschreiben  jedesmal  die  bewegten  Punkte 
geschlossene  Linien. 

Die  Konstante  k  in  (1)  kann  noch  jeden  beliebigen  Wert 
annehmen.  Solange  wir  aber  nur  die  Ebene  für  sich  betrachten, 
kommt  es  nur  auf  das  Vorzeichen,  aber  nicht  auf  die  Gröfse 
dieser  Konstanten  an,  da  wir  xo  durch  axo  ersetzen  dürfen,  wofern 
wir  auch  api  für  pi  und  apj  für  p^  schreiben.  Wesentlich  ver- 
schieden sind  also  nur  die  drei  Fälle,  dafs  k  gleich  null  oder 
positiv  oder  negativ  ist.  Wofern  wir  in  einer  Ebene  nur  die 
durch  die  Transformationen  (1)  bestimmte  Gruppe  betrachten, 
wollen  wir  in  Ermangelung  eines  passenden  Ausdrucks  die  Ebene 
selbst  für  k  =■  0  eine  parabolische,  für  k  >  0  eine  elliptische  und 
für  k  <  0  eine  hyperbolische  Ebene  nennen. 

5.  Angenommen,  im  Räume  gebe  es  eine  Ebene  von  der 
in  der  vorigen  Nummer  betrachteten  Eigenschaft.  Indem  wir  sie 
zur  Ebene  xj  «-  0  wählen,  enthält  diejenige  Gruppe,  durch  welche 
die  Umgestaltungen  des  Raumes  angegeben  werden,  die  drei  Trans- 
formationen : 

xs  (aoPo  +  aipi  +  ajpi  +  asps)  +  Pi^s  —  P2X1 
(2^)    X3  (bopo  +  bipi  -f  b,p8  +  bspa)  +  PiXo  —  kpoXi 

X3  (CoP.)  +  Cipi   +  CfPi  +  Csps)  -f  p«xi   --  kpoXg. 

Wir  wollen  untersuchen,  ob  sich  nicht  bereits  aus  dem  Vor- 
kommen dieser  drei  Transformationen  Folgerungen  ziehen  lassen, 
und  beschränken  uns  zunächst  auf  den  Fall,  dafs  der  Koefficient  k 
von  null  verschieden  ist. 

Indem  wir  unter  dieser  Annahme  je  zwei  der  Transforma- 
tionen (2)  mit  einander  kombinieren,  erhalten  wir  eine  Trans- 
formation, die  jedesmal  mit  der  dritten  grofse  Ähnlichkeit  hat, 
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aber  kein  Glied  mit  psXs  enthält.  Demnach  kommen  in  der 
Gruppe  auch  Transformationen  vor,  welche  die  in  (2)  angegebene 
Form  für  as  =  bj  —  Cs  «-»  0  besitzen.  Es  ist  also  gestattet,  diese 
Annahme  für  die  Ausdrücke  (2)  selbst  zu  machen. 

Soll  jetzt  jedesmal  durch  Kombination  zweier  Transforma- 
tionen (2)  die  dritte  erhalten  werden,  so  mufs  offenbar  sein: 

(3)     ao  =  bj  —  c,  =  0,  bo  =  ka»,  Co  =-»  —  kai,  Cf  —  W. 

Wenn  diese  Bedingungen  nicht  sämtlich  erfüllt  sind,  so  er- 
hält man  durch  Subtraktion  der  neu  gewonnenen  von  der  ent- 
sprechenden Transformation  (2)  eine  Transformation: 

xs  (eopo  +  Cipi  +  ejpi), 
worin  mindestens  einer  der  Koefficienten  e©,  ei,  e^  von  null  ver- 
schieden ist.  Diese  neue  Transformation  kann  man  aber  wieder 
mehrmals  mit  den  drei  Transformationen  (2)  kombinieren  und 
erkennt,  dafs  die  drei  Transformationen  xsp«,  xspi,  xjps  der 
Gruppe  angehören.  Indem  man  diese  je  mit  einem  passenden 
Koefficienten  multipliziert  und  von  den  Transformationen  (2) 
abzieht,  erkennt  man,  dafs  in  der  Gruppe  die  Transformationen 
(1)  vorkommen.  Zudem  kann  noch  die  Transformation  xsps 
hinzutreten. 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  Gesamtheit  der  Transforma- 
tionen, bei  denen  die  Ebene  X3  =  0  in  der  angegebenen  Weise 
und  unter  der  Annahme  k  ^  0  in  sich  verschoben  wird,  vier 
Möglichkeiten:  sie  bilden  entweder  eine  dreigUedrige  oder  eine 
viergliedrige  oder  eine  sechsgliedrige  oder  eine  siebengliedrige 
Gruppe.  Jede  dieser  Gruppen  enthält  bei  passender  Wahl  der 
Koordinaten  die  Transformationen  (1);  zu  ihnen  tritt  im  zweiten 
Falle  die  Transformation  psXs,  im  dritten  xgpo,  x^pi,  xjp^  und 
im  letzten  aufser  diesen  dreien  noch  xjpj. 

So  interessant  es  auch  wäre,  jede  der  verschiedenen  Mög- 
lichkeiten für  sich  zu  verfolgen  und  zu  untersuchen,  welche  weitem 
projektiven  Transformationen  man  jedesmal  mit  den  angegebenen 
verbinden  kann,  wofern  man  nur  an  der  Forderung  festhält,  dafs 
die  Ebene  X3  =  0  nur  auf  die  bezeichnete  Weise  in  sich  bewegt 
werden  kann,  müssen  wir  doch  davon  Abstand  nehmen,  weil 
diese  Untersuchung  für  die  Erledigung  unserer  nächsten  Aufgabe 
nicht  unbedingt  notwendig  ist. 
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6.  Wir  fügen  die  Annahme  bei,  dafs  eine  weitere  durch 
den  Punkt  A  gehende  Ebene  bei  der  Ruhe  dieses  Punktes  noch 
in  sich  verschoben  werden  kann,  und  dafs  hierbei  für  einen  fest- 
gewählten zweiten  Punkt  die  Bewegung  auf  eine  einzige  ge- 
schlossene Linie  beschränkt  ist.  Unter  dieser  Annahme  sind,  wie 
wir  jetzt  nachweisen  wollen,  die  drei  letzten  Möglichkeiten  aus- 
geschlossen; es  müssen  also  die  drei  Transformationen  (2)  eine 
dreigliedrige  Untergruppe  bilden,  und  nur  die  ihr  angehörenden 
Transformationen  bewegen  die  Ebene  X3  =  0  in  sich. 

Zum  Beweise  gehen  wir  von  den  Transformationen  (2)  aus. 
Wenn  dies  nicht  die  einzigen  von  einander  unabhängigen  Trans- 
formationen sind,  bei  denen  die  Ebene  X3  =  0  in  sich  bewegt 
wird,  so  müssen  zu  ihnen  entweder  die  Transformationen  poXj, 
P1X3,  P2X3  oder  P3XS  allein  oder  die  letzte  in  Verbindung  mit  den 
drei  ersten  hinzutreten.  Sobald  wir  nachgewiesen  haben,  dafs 
diese  letzten  drei  Möglichkeiten  ausgeschlossen  sind,  wissen  wir, 
dafs  die  Transformationen  (2)  eine  Untergruppe  bestimmen  und 
zwar  die  einzige,  bei  deren  Transformation  die  Ebene  X3  «—  0  in 
sich  bewegt  wird. 

Nun  ist  in  der  Darstellung  (2)  der  Ebene  x«  =  0  keine 
weitere  Beschränkung  auferlegt,  als  dafs  sie  durch  den  Punkt  A 
geht.  Wir  können  daher  die  zweite  Ebene,  die  wir  auf  die  an- 
gegebene Weise  in  sich  verschoben  werden  lassen,  zur  Ebene 
X,  =  0  wählen.  Demnach  enthält  'die  Gruppe  folgende  Trans- 
formation : 

(4)    X2   (^po   -f  ^iPl    +  kiPi    +  ^sP3)+  Xi  0"oPo  +^lPl  +i"3P3) 

+  X3  (i'oPo  +V\Pi  +  »'sPa). 
Damit  ein  Punkt  der  Ebene  bei  der  aus  dieser  infinitesimalen 

Transformation   hervorgehenden    eingliedrigen   Gruppe   eine   ge- 
schlossene Linie  beschreibt,  mufs  der  Ausdruck 

(/^i  —  ^s)*  +  4  fi^vi 
einen  negativen  Wert  haben.  Nun  kann  aber  diese  Diskriminante 
jedenfalls  einen  positiven  Wert  erhalten,  sobald  einer  der  vier 
Koefficienten  /Wi,  ^,  vi,  1^3  ganz  willkürlich  gewählt  werden  kann. 
Hiernach  darf  die  Gruppe  neben  der  Transformation  (4)  jeden- 
falls keine  der  vier  Transformationen  xipi,  xips,  xspi,  xsps  ent- 
halten, weil  man  diese  sonst  mit  einem  beliebigen  Faktor  multi- 
plizieren und  zu  (4)  hinzufügen  dürfte.     Sobald  aber  die  Ebene 
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X3  =»  0  noch  durch  Transformationen  in  sich  bewegt  wird,  die 
von  den  in  (2)  aufgestellten  unabhängig  wird,  enthalt  die  Gruppe 
die  Transformationen  xsp»  und  x^pi  oder  eine  von  ihnen.  Man 
kann  daher  mindestens  einen  der  KoefBdenten  Pi  und  v^  will- 
kürlich  wählen  und  so  die  Diskriminante  positiv  machen,  was 
mit  unserer  Forderung  unvereinbar  ist. 

Sobald  also  irgend  eine  zweite  durch  A  gelegte  Ebene  eine 
Bewegung  der  angegebenen  Art  gestattet,  gehören  alle  Trans- 
formationen, durch  welche  die  zuerst  gegebene  Ebene  x$  — *  0  in 
sich  bewegt  wird,  der  durch  die  drei  Transformationen  (2)  be- 
stimmten Untergruppe  an.  Hierin  sind  die  KoefBcienten  a»,  bs, 
Cs  gleich  null;  zwischen  den  übrigen  KoefBcienten  bestehen  die 
Bedingungen  (3).  Es  ist  infolge  dessen  möglich,  das  Koordinaten- 
system so  zu  wählen,  dafs  die  Transformationen  (2)  die  Form  (1) 
annehmen. 

7.  Es  dürfte  angebracht  sein,  die  Gesamtheit  der  durch  diese 
Untergruppe  hervorgerufenen  Bewegungen  etwas  näher  zu  be- 
trachten. 

Da  durch  die  Transformationen  (1)  die  Form 

^J  +  xf  +  x|  +  x| 

ungeändert  bleibt  und  das  Zeichen  pa  darin  nicht  vorkommt,  so 
werden  für  beliebige  Wene  von  fi  alle  Flächen  des  Büschels 

(5)     ^  +  xf  +  x|  +  /*x|  -  0 

in  sich  verschoben.  Jede  Ebene,  welche  eine  dieser  Flächen  be- 
rührt, bleibt  bei  allen  Transformationen  der  Untergruppe  Tan- 
gentialebene an  dieselbe  Fläche. 

Soll  durch  eine  Transformation  der  Gruppe  (1)  der  Punkt 
(1,  0,  0,  0)  in  Ruhe  bleiben,  so  mufs  sie  der  aus  piXg  —  p^xi 
hervorgehenden  eingliedrigen  Untergruppe  angehören.  Daher 
bleibt  jeder  Punkt  der  Geraden  xi  =X2  =0  in  Ruhe;  alle  Punkte 
des  Raumes  bew^egen  sich  in  geschlossenen  Linien  und  nehmen 
gleichzeitig  die  Anfangslage  wieder  ein.  Jede  Ebene,  die  eine 
der  Flächen  (5)  in  einem  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  xi=»Xj»=(> 
berührt,  deren  Gleichung  man  also  bei  beliebigem  Werte  von  it 
in  der  Form  X3  =  axo  schreiben  kann,  wird  bei  dieser  Bewegung 
in  sich  verschoben. 
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Nun  kann  man  aber,  wie  sich  aus  3.  ergiebt,  so  lange  nur 
die  Umgebung  des  Punktes  A  betrachtet  wird,  jeden  Punkt  der 
Ebene  xs  —  0  zum  Anfangspunkte  des  Koordinaten  -  Systems 
machen  und  dann  noch  immer  den  Transformationen,  durch 
welche  die  Ebene  umgestaltet  wird,  die  Form  (1)  geben.  Die 
soeben  gezogene  Folgerung  gilt  also  auch,  wenn  man  von  irgend 
einem  anderen  Punkte  der  Ebene  ausgeht:  bei  seiner  Ruhe  werden 
alle  Punkte  einer  Geraden  sich  nicht  bewegen;  die  Tangential- 
ebene, die  in  einem  Schnittpunkte  dieser  Linie  mit  einer  Fläche 
(5)  an  sie  gelegt  wird,  wird  in  sich  verschoben ;  alle  Punkte  des 
Raumes  legen  geschlossene  Bahnen  zurück. 

Dasselbe  erkennt  man  in  folgender  Weise;  Die  Punkte 
(§0  •'  Si  •  Ss  :  xs)  bleiben  bei  festen  Werten  von  go,  §i>  Ss  und 
beliebigen  Werten  von  xj  in  Ruhe,  wenn  der  Raum  derjenigen 
eingliedrigen  Gruppe  unterworfen  ist,  deren  infinitesimale  Trans- 
formation durch  das  Symbol 

kgo  (PiX2  —  P«xi)  +  §,  (poXi  —  kpiXo)  —  gl  (poX2  —  kpaXo) 
bezeichnet  wird.     Zugleich  wird  hierbei  die  Ebene 

kgoXo  +  giXi  +  ggx,  4-  axs  =  0 
für  jeden  beliebigen  Wert  von  a  in  sich  verschoben. 

Beim  Beweise  dieser  Sätze  ist.  vorausgesetzt,  dafs  der  Koeffi- 
zient k  von  null  verschieden  ist  und  dafe  die  Untergruppe,  bei 
deren  Transformationen  die  Ebene  xs  =  0  in  sich  bewegt  wird, 
nur  drei  Parameter  enthält.  Wir  bemerken  aber,  dafs  die  Ände- 
rungen, welche  diese  Sätze  erleiden,  wofern  die  genannte  Unter- 
gruppe mehrgliedrig  ist,  sich  leicht  angeben  lassen. 

8.  Bevor  wir  weitergehen,  wollen  wir  die  gemachten  Voraus- 
setzungen und  die  daraus  gezogenen  Folgerungen  nochmals  kurz 
überblicken. 

Durch  einen  Punkt  A,  dessen  Bewegung  durch  die  Gruppe 
gestattet  ist,  legen  wir  eine  Ebene  x»  =:  0  und  nehmen  an,  dafs 
sie  bei  der  Ruhe  von  A  noch  bewegt  werden  kann,  dafs  aber 
hierbei  ein  Punkt  B  dieser  Ebene  nur  eine  einzige  geschlossene 
krumme  Linie  beschreibt.  Die  Bewegung  dieser  Ebene  wird  durch 
die  Transformationen  (1)  bestimmt.  Nehmen  wir  an,  dafs  hierin 
der  Koefficient  k  von  null  verschieden  ist,  und  fügen  wir  die 
Voraussetzung  hinzu,  dafs  eine  weitere  durch  A  gelegte  Ebene 
bei  der  Ruhe  von  A  in  sich  verschoben  werden  kann,  und  dafs 


148  Sechster  Abschnitt.    $  6. 

auch  bei  dieser  Bewegung  für  einen  Punkt  C  der  zweiten  Ebene 
nur  eine  einzige,  und  zwar  eine  geschlossene  Bahnkurve  möglich 
ist,  so  folgt,  dafs  bei  der  zuerst  betrachteten  Bewegung  zugleich 
mit  dem  Punkte  A  noch  die  Punkte  einer  Geraden,  die  durch 
die  in  sich  verschobene  Ebene  und  den  Punkt  A  bestimmt  ist, 
in  Ruhe  gehalten  werden.  Demnach  ist  es  jetzt  gestattet  zu 
fordern,  dafs  die  zweite  Ebene  durch  diese  Gerade  hindurchgeht. 
Bringen  wir  jetzt  die  Transformationen  (2)  auf  die  Form  (1), 
so  bleibt  mit  dem  Punkte  (1,  0,  0,  0)  die  Gerade  Xi  —  Xf  ■«  0 
in  Ruhe;  somit  dürfen  wir  die  Ebene  x^  »i  0  mit  derjenigen 
Ebene  zusammenfallen  lassen,  die  wir  an  zweiter  Stelle  betrachtet 
haben.  Wir  nehmen  daher  an,  dafe  der  Gruppe  aufser  den  Trans- 
formationen (1)  noch  die  Transformation  (4)  angehört,  und  dafs 
zwischen  ihren  Koefficienten  die  Bedingung  besteht: 

(6)   ((i,  -  v^y  +  4:fi,vs  <  0. 

Die  Transformation  (4)  schreiben  wir  in  der  Form: 

ps  -S'axXx  +  xa  JSbxpx  +  -ScixpiXx,  (e,  x  —  0,  1,  2), 

>vobei  wir  wegen  der  Bedingung  (6)  voraussetzen,  dafe  ai  und 
bi  beide  von  null  verschieden  sind  und  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben.  Wenn  jetzt  der  Koefficient  k  gleich  eins  ist,  so 
können  wir  unter  Vertauschung  der  Marken  0  und  3  den  in 
§  4,  2  bewiesenen  Satz  anwenden.  Weil  aber  für  die  dort  ein- 
geführten Konstanten  ao  und  bu  die  Beziehung  besteht :  ao  :  bn 
=  ai  :  bi ,  so  müssen  drei  neue  Transformationen  hinzutreten, 
die  sich  durch  leichte  Änderung  von  X3  in  die  Form  bringen 
lassen : 

(7)     pgxo     -  P0X3,  P3X1  -    P1X3,  P3X2  —  P2X3. 

Nun  benutzte  unsere  in  §  4,  2  durchgeführte  Untersuchung 
nur  formelle  Rechnungen,  ohne  die  Realität  zu  berücksichtigen. 
Wir  dürfen  daher,  wenn  nur  k  von  null  verschieden  ist,  Xo  durch 

XoKk  und  entsprechend  po  durch  vjl-  ersetzen.    Dadurch  gelangen 

wir  jetzt  zu  den  Transformationen  (7),  in  denen  wir,  um  zu  den 
Formen  (1)  zurückzukehren,  die  umgekehrte  Substitution  machen 
müssen.  Demnach  sind  mit  den  Transformationen  (1)  noch  die 
Transformationen  zu  verbinden: 

(8)     P3X0  —  kpoXa,  P3X1  —  P1X3,  P2X3  —  P8X2. 
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Die  Gruppe  kann  keine  von  den  sechs  Transformationen  (1) 
und  (8)  unabhängige  Transformation  enthalten,  weil  sie  sonst 
die  allgemeine  projektive  Gruppe  sein  würde  und  demnach  jede 
der  beiden  betrachteten  Ebenen  auch  noch  auf  andere  W«ise  in 
sich  verschoben  werden  könnte. 

Die  Transformationen  (1)  und  (8)  bestimmen  diejenige 
Gruppe,  von  der  wir  im  vorigen  Paragraphen  erkannt  haben,  dafs 
sie  zu  der  starren  Bewegung  des  metrischen  Raumes  pafst  In- 
dessen ist  bei  der  Herleitung  noch  die  Annahme  gemacht,  dafs 
die  in  den  Ausdrücken  (1)  auftretende  Konstante  k  von  null  ver- 
schieden ist.  Wir  müssen  also  jetzt  auch  noch  den  Fall  be- 
trachten, dafs  die  Konstante  k  gleich  null  ist. 

9.  Wenn  die  Verschiebung  der  Ebene  xs  =  0  in  sich  durch 
die  Transformationen  (1)  für  k  «■  0  bestimmt  wird,  so  enthält 
die  Gruppe  der  räumlichen  Umgestaltungen  die  Transformationen : 
xip«  —  xjPi  +  xs  (aopo  +  aipi  +  a^p,  +  aaps) 
(9)  xopi  +  x,  (boPü  +  bipi  +  b^p«  +  bsps) 

XoP«  +  xs  (copo  +  Cipi  +  cp»  +  Csps). 

Indem  man  die  erste  Transformation  mit  jeder  der  beiden 
anderen  kombiniert,  erhält  man  jedesmal  eine  Transformation,  die 
in  ihrer  Form  der  dritten  ähnlich  ist,  aber  kein  Glied  mit  xsps 
enthält.  Demnach  dürfen  wir  annehmen,  dafs  die  Koefficienten 
bs  und  Cs  gleich  null  sind. 

Sollen  unter  dieser  Voraussetzung  die  drei  Transformationen 
(9)   eine   dreigliedrige  Gruppe   bestimmen,   so   müssen   die  Be- 
dingungen erfüllt  sein: 
flO^  Co+a3bü=0,  bo— ajCo^O,  ao+asbi+b^-l-Ci— 0 

^  a3b2— bi+cj— 0,  asCi-fcg— bi=0,  ao-f asb,— bg— Ci— 0. 

Wenn  nicht,  wie  es  die  beiden  ersten  Gleichungen  verlangen, 
bo  =«  Co  —  0  ist,  so  enthält  die  Gruppe  eine  Transformation 
xo  (coPo  +  Cipi  +  CjPj),  worin  der  Koefficierit  e^  nicht  ver- 
schwindet. Wie  sich  dann  durch  wiederholte  Kombination  mit 
(9)  zeigt,  mufs  die  Gruppe  die  Transformationen  Xgp^,  XgPj, 
Xgp,  enthalten.  Wenn  aber  die  KoefBcienten  b^  und  Cq  ver- 
schwinden, ohne  dafs  die  letzten  Gleichungen  (10)  befriedigt 
werden,  so  kommen  in  der  Gruppe  die  Transformationen  Xgp^ 
und  XgPg  vor.  Wir  können  daher  sagen:  Wenn  die  Transfor- 
mationen (9)  nicht  eine  Untergruppe  bestimmen,  so  ist  mit  ihnen 
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die  Transformation  x^p^  oder  es  sind  Xgp^  und  Xgp,  oder  diese 
drei  Transformationen  verbunden. 

Jetzt  fugen  wir  wieder  die  Annahme  hinzu ,  dafs  aufser  der 
Ebene  Xg  =  0  noch  eine  weitere  durch  den  Punkt  (1,  0,  0,  0) 
gelegte  Ebene  bei  der  Ruhe  dieses  Punktes  in  sich  verschoben 
werden  kann  und  dafs  dabei  die  Bewegung,  wenigstens  für  einen 
Punkt,  auf  eine  geschlossene  krumme  Linie  beschränkt  ist.  Dann 
kann  man  die  in  5.  durchgeführte  Untersuchung  anwenden  und 
findet,  dafs  die  neue  Annahme  nur  gültig  sein  kann,  wenn  die 
Transformationen  (9)  eine  dreigliedrige  Untergruppe  bestimmen 
und  wenn  nur  die  ihr  angehörenden  Transformationen  gestatten, 
die  Ebene  Xj,  =  0  in  sich  zu  bewegen. 

10.  Die  Gleichungen  (10)  verlangen,  wie  bereits  bemerkt, 
dafs  b^  =^  Cq  =»  0  ist.  Im  übrigen  aber  kann  man  ihnen  auf 
zwei  verschiedene  Weisen  genügen,  nämlich 

a)  für  ag  —  a„  —  0,  c,  —  h^,  c^  +  b,  =  0. 

b)  für  a,,  +  aj,bi  —  0,  bj  —  c^  =-  0,  c^  =  b^. 

Durch  eine  leichte  Änderung  der  Koordinaten  kann  man  den 
Transformationen  (9)  im  ersten  Falle  die  Form  geben: 

(11)  X1P2  —  x,pi,  XoPi  -     IX3P,,  x^p,  +  Ixgp,; 
im  zweiten  Falle  erhält  man: 

(12)  X1P2  -  x,pi  +  (>X3P3,  XoPi,  XoP,. 
Durch   alle  Transformationen   der  Gruppe   (11)   wird   jede 
Ebene  Xg  +  «x^  =  0  in  sich  bewegt.    Mit  dem  Punkte  (g^,  g^, 
gj,  0)  der  Ebene  x,  =  0   bleiben  alle  Punkte  in  Ruhe,   die  auf 
der  Geraden  liegen: 

§0-^2        ^2^0  +  Igi^s  =  0,  go>^i  —  Si^o  —  1^2X8  =  0. 
Auch  bewegt  jede  eingliedrige  in   (11)   enthaltene  Gruppe, 

bei  der  ein  Punkt  der  Ebene  Xg  =  0  in  Ruhe  gehalten  wurd,  alle 
Punkte  des  Raumes  in  geschlossenen  Linien. 

Im  zweiten  Falle,  wo  die  angegebene  dreigliedrige  Gruppe 
durch  die  Transformationen  (12)  bestimmt  ist,  verschiebt  jede 
Transformation,  bei  der  ein  Punkt  (g^,  gi>  Sj»  0)  in  Ruhe  ge- 
halten wird,  die  Gerade  x^  :  x^ :  x,  =go  :  g^ :  §2  ^^  ^^^^'  Hierbei 
werden  nur  die  Punkte  der  Ebene  Xg  =  0  in  geschlossenen  Linien 
bewegt,  von  allen  anderen  Punkten  aber  werden  Raumkurven 
beschrieben,  welche  zu  den  Schraubenlinien  gehören,  wofem  nicht 
die  Konstante  q  den  Wert  null  annimmt. 
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Die  Gruppen  (11)  und  (12)  sind  im  allgemeinen  verschieden; 
sie  werden  nur  für  1  =«  ^  saa  0  identisch. 

11.  Jetzt  fugen  wir  dieselbe  Forderung  bei,  die  wir  oben 
{Nr.  7)  für  k  ^  0  aufgestellt  haben,  dafe  nämlich  diejenige  Ebene, 
<lie  bei  der  Ruhe  des  Punktes  (1,  0,  0,  0)  auf  die  mehrfach  an- 
gegebene Weise  in  sich  verschoben  werden  kann,  diejenige  Gerade 
enthält,  die  bei  der  Ruhe  dieses  Punktes  zugleich  ihre  An&ngs- 
lage  beibehält.  Wir  dürfen  dann  wieder  diese  Ebene  zur  Ebene 
X2  =:  0  wählen  und  annehmen,  dafs  zu  (11)  oder  (12)  die  Trans- 
formation (4)  hinzutritt: 

X2  (^Po  +  ^  Pi  +  ^«P2  +  AsPs)  +  xi  (fdopo  +  i^i  Pi  +  i^aPs) 

+  Xs  (i'oPo  +  fipi  +  vnps)y 
wo  die  Diskriminante  (/tii  —  »^8)*+4^8i?i  einen  negativen  Wert 
hat.  Wie  wir  bereits  gezeigt  haben,  darf  die  Gruppe  keine  der 
beiden  Transformationen  xsps  und  xspi  enthalten;  auch  müssen 
die  beiden  Koefficienten  fi^  und  Vi  von  null  verschieden  sein  und 
entgegengesetztes  Vorzeichen  haben. 

Wir  untersuchen  an  erster  Stelle  den  Fall,  dafe  die  drei- 
gliedrige Gruppe  für  die  Bewegung  der  Ebene  xj  =  0  in  sich 
die  an  zweiter  Stelle  angegebene  Form  (12)  besitzt.  Dann  kom- 
binieren wir  die  Transformation  (4)  mit  Xopi  und  Xop«.  Indem 
wir  in  der  jedesmal  erhaltenen  Transformation  die  Glieder  mit 
xopi  und  xop»  weglassen,  gelangen  wir  zu  den  Transformationen: 

Xo    (i^oPo   +  (iiPi)  —  Pl    (^X,    +  ^oXi    +  VoXs) 

und 

Xo    (^PO    +  ^sPs)   —  P«    (^Xj    +  itioXi    +  VqXs). 

Die  erste  von  ihnen  multiplizieren  wir  mit  X^,  die  zweite  mit 
//s  und  subtrahieren  sie  von  einander;  dadurch  erhalten  wir: 

(^0^8  —  ^3^0>oPo  —  OoX,  +  ^0^1  +^0^8)    OoPl  —  f^sPi)' 

Indem  man  x^p^  durch  —  x^pj  —  Xjp^  —  XgPg  ersetzt, 
sieht  man,  dafs  die  vorstehende  Transformation  den  Punkt  (1,0,0,0) 
in  Ruhe  läfst  und  die  Ebene  xj  —  0  in  sich  verschiebt.  Ent- 
weder müssen  also  hier  alle  KoefBcienten  verschwinden,  oder  die 
vorstehende  mufs  mit  der  ersten  Transformation  (12)  identisch 
werden.  Daraus  folgt  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes, 
dafs  fiQ  von  null  verschieden  ist,  dafs  die  drei  Koefficienten  Jl^, 
f^o>  ^0  verschwinden. 
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Demnach  darf  man  jetzt  unter  Vertauschung  der  Marken  0 
und  3  das  Ergebnis  von  §  4,  3  auf  x^p,  —  x^p^  +  (^Xjp,  und 
die  vorstehende  Transformation  (4)  anwenden.  Dabei  entspricht 
der  Koefficient  ^3  dem  don  gebrauchten  a^  und  v^  dem  frühem  b^. 
Also  enthält  für  ^  ^  0  die  Gruppe  u.  a.  die  Transformationen 
X3P3  und  xspi,  was  mit  unseren  Forderungen  nicht  vereinbar  ist. 

Soll  also  unsere  Gruppe  die  Transformationen  (12)  enthalten» 
so  mufs  der  Koefficient  q  gleich  null  sein. 

12.  Wir  müssen  jetzt  in  gleicher  Weise  die  Untergruppe  (11) 
mit  der  Transformation  (4)  kombinieren.  Letztere  schreiben  wir 
in  der  Form: 

Xo-Saxp;f  +  Po  -TbxXx  +  JScixpiXx,  0,  «  =  1,  2,  3) 

die  wir  in  §  4,  2  zu  Grunde  gelegt  haben.     Dabei  ist: 

a^  =  a^  =  ag  =  0,  c^^  =  c,3  =  0,  b^  =  ^^  .  .  . 

Wir  haben  aber  bereits  in  §  4,  2  gesehen ,  dafs  die  vor- 
stehende Transformation  in  Verbindung  mit  x^p^ — x^p^  die 
Transformation  nach  sich  zieht: 

(Cij  +  Cji)  (PiXi  — p,x,)  — (Cii  — Cja)  (PiX,+  p,xJ. 

Aus  einem  schon  mehrmals  angegebenen  Grunde  müssen 
hier  die  Koefficienten  verschwinden,  oder  es  mu(s  sein: 

Berücksichtigen  wir  diese  Beziehungen  und  die  für  einzelne 
Koefficienten  angegebenen  Werte,  so  folgt  unmittelbar  durch 
Kombination  der  obigen  Transformation  mit  Xjp^ — x^pj,  dafs 
die  Gruppe  die  Transformationen  enthält: 

(13J  ~'^2P0>^1     +blPoXl     —   CggPgX^+CgiPgXj+CigPgXg, 

bjp^^x^  +  bjp^Xg  +  C3  iPgXi  +  CgaPsX, +C13P1X3. 
Die  Kombination  dieser  beiden  Transformationen  liefert: 
^^'i:;X3  (bgPo  +  C32P3)  +  c,3C3,  (p,x,  —  p^xj 

-  CggCig  (piXj  +P2Xj). 
Da  aber  bei  dieser  Transformation  der  Punkt  (1,  0,  0,  0) 
in  Ruhe  bleibt  und  die  Ebene  Xg  =  0  in  sich  verschoben  wird, 
so  mufs  sie  mit  XjPg  ---  XgP^  identisch  sein.  Demnach  mufs, 
weil  die  Koefficienten  c^^  und  Cg^  nicht  verschwinden,  Cjj  == 
bg  =  0  sein. 

Kombinien  man  hiernach  die  erste  Transformation  (13)  mit 
der  zweiten  Transformation  (11),  oder  die  zweite  Transformation 
(13)  mit  der  dritten  Transformation  (11),  so  erhält  man  jedesmal 
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eine  Umgestaltung  des  Raumes,  bei  welcher  die  Ebene  Xg  =  0 
in  sich  verbleibt.  Die  neue  Form  mufs  also  entweder  nur  ver- 
schwendende Koefficienten  enthalten  oder  in  der  Gruppe  (11) 
enthalten  sein.     Daraus  folgt,  dafs  bj  =1  =  0  ist. 

Hiemach  gehen  die  Transformationen  (13)  über  in 

CgiPgXi    4-Ci3PiX3, 

zu  denen,  wie  die  Kombination  mit  x^p^  und  x^pj  zeigt,  noch 
XqPj  hinzutritt.  Weil  aber  das  Produkt  c^g  •  Cg^  negativ  ist,, 
kann  man  durch  eine  leichte  Änderung  die  Koefiicienten  ent- 
gegengesetzt gleich  machen.  Die  Gruppe  enthält  also  die  sechs 
Transformationen : 

(14)     XqPx,  xipx—  xxpi  (i,  X  =  1,  2,  3). 

Dafs  weitere,  von  diesen  sechs  unabhängige  Transformationen 
der  Gruppe  nicht  angehören  können,  ohne  dafs  die  über  die 
Bewegung  der  Ebenen  x,  =  0  und  Xg  =  0  getroffenen  Fest- 
setzungen ihre  Gültigkeit  verlieren,  zeigt  die  Untersuchung  in 
§  4,  2. 

13.    Hiernach  können  wir  die  Frage  beantworten: 

Wie  können  wir  die  Bewegung  in  der  allgemeinen  Bedeutung 
des  Wortes  beschränken,  um  diejenige  Bedeutung  des  Wortes  zu 
erhalten,  welche  die  metrische  Geometrie  bedarf? 

Zwei  allgemeine  Forderungen  sind  bereits  in  1.  aufgestellt. 
Aus  den  durchgeführten  Untersuchungen  ergiebt  sich  ein  System 
von  speciellen  Forderungen,  das  für  unsern  Zweck  hinzugenommen 
werden  kann.  An  erster  Stelle  verlangen  wir,  dafs  eine  durch 
einen  Punkt  A  gelegte  Ebene  bei  der  Ruhe  von  A  noch  in  sich 
verschoben  werden  kann,  und  dafs  die  Gesamtheit  der  Lagen^ 
welche  hierbei  ein  zweiter  Punkt  B  einnimmt,  eine  geschlossene 
Linie  bildet.  Daraus  folgt,  dafs  die  für  den  Punkt  B  voraus- 
gesetzte Eigenschaft  jedem  Punkt  der  Ebene  zukommt. 

Fügen  wir  jetzt  die  Annahme  bei,  dafs  der  Punkt  A  über- 
haupt noch  bewegt  werden  kann,  so  verliert  auch  dieser  Punkt 
seine  bevorzugte  Lage  in  der  Ebene:  man  kann  nämlich  die  Ebene 
bei  der  Ruhe  irgend  eines  in  ihr  gelegenen  Punktes  in  sich  be- 
wegen, und  dabei  werden  jedesmal  alle  Punkte  geschlossene 
Bahnen  beschreiben.  Die  Gruppe  der  zugehörigen  Transforma- 
tionen ist  dreigliedrig  und  hängt  nur  noch  von  einer  willkürlichen 
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Konstanten  k  ab,  wie  es  die  drei  Möglichkeiten  verlangen ,  die 
für  die  metrische  Geometrie  bestehen. 

Sobald  eine  weitere  durch  den  Punkt  A  gehende  Ebene  bei 
der  Ruhe  dieses  Punktes  so  in  sich  verschoben  werden  kann, 
dafs  für  einen  emzigen  Punkt  C  der  Ebene  nur  eine,  und  zwar 
eine  geschlossene  Bahnkurve  existiert,  läfst  sich  daraus  eine  wich- 
tige Folgerung  ziehen,  nämlich:  Wenn  der  Raum  sich  so  bewegt, 
dafs  die  erste  Ebene  bei  der  Ruhe  von  A  in  sich  verschoben 
wird,  so  bleibt  eine  durch  A  gehende  Gerade  g  in  Deckung  mit 
ihrer  Anfangslage.  Hiemach  lassen  wir  die  zweite  Ebene,  die 
bei  der  Ruhe  von  A  in  sich  auf  die  angegebene  Weise  ver- 
schoben werden  soll,  durch  die  Gerade  g  gehen.  Wir  setzen 
also  noch  voraus: 

Eine  zweite  Ebene  gehe  durch  diejenige  Gerade,  welche  in 
Deckung  mit  ihrer  Anfangslage  bleibt,  wenn  die  erste  Ebene  bei 
der  Ruhe  von  A  in  sich  verschoben  wird;  wird  diese  Ebene  bei 
der  Ruhe  des  Punktes  A  in  sich  bewegt,  so  beschreibt  ein  der 
Ebene  angehörender  Punkt  C  eine  geschlossene  Kurve  und  nimmt 
nur  Lagen  auf  dieser  Linie  an. 

Sobald  der  Begriff  der  Bewegung  in  der  angegebenen  Weise 
beschränkt  wird,  erfüllt  er  alle  Bedingungen,  welche  die  metrische 
Geometrie  stellt. 

Übrigens  verdient  bemerkt  zu  werden,  dafs  die  letzte  Voraus- 
setzung nicht  in  ihrem  ganzen  Umfange  benutzt  wird. 

14.  Demnach  kommt  es  im  wesentlichen  darauf  hinaus,  die 
Existenz  zweier  Kreise  vorauszusetzen;  nur  wird  man  sie  nicht 
willkürlich  annehmen  dürfen,  sondern  mufs  fordern,  dafs  ihre 
Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Dieser  letztere  Begriff 
wird  aber  nicht  etwa  axiomatisch  vorausgesetzt,  sondern  ergiebt 
sich  im  Verlauf  der  Untersuchung. 

Sobald  man  nur  einen  einzigen  Kreis  annimmt,  folgt  daraus 
die  Existenz  aller  Kreise,  welche  mit  ihm  in  einer  Ebene  liegen 
und  denselben  Mittelpunkt  haben.  Nimmt  man  jetzt  noch  an, 
dafs  der  Mittelpunkt  in  der  Ebene  des  Kreises  bewegt  werden 
kann,  so  ergiebt  sich,  dafs  jeder  Punkt  zum  Mittelpunkt  eines 
Systems  von  Kreisen  gewählt  werden  kann;  die  Ebene  besitzt  die 
metrischen  Eigenschaften.  Soll  eine  zweite  Ebene,  welche  von 
der  ersten  geschnitten  wird,  einen  Kreis   enthalten,    so  ergeben 
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sich  gewisse  Gesetze  über  die  Art  und  Weise,  wie  der  Raum  bei 
der  Verschiebung  der  Ebene  in  sich  bewegt  wird.  Diese  ge- 
statten, jedem  Punkt  der  Ebene  eine  feste,  durch  den  Punkt 
gehende  Gerade,  die  auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte,  zuzu- 
ordnen. Durch  diese  Gerade  läfet  man  die  zweite  Ebene  hindurch- 
gehen und  setzt  auch  in  ihr  die  Existenz  eines  Kreises  voraus. 

15.  Wie  wir  in  den  §§  6 — 11  des  dritten  Abschnitts  (B.  1. 
S.  178ff.)  geometrische  Ausdrücke  für  Sätze  der  Analysis  gebrauchten 
und  dadurch  eine  wesentliche  Vereinfechung  der  Form  erreichten, 
welche  aufserdem  bedeutend  zur  Erleichterung  des  Verständnisses 
beitrug,  ohne  im  geringsten  den  Boden  der  Geometrie  zu  be- 
treten, so  dient  in  der  vorstehenden  Entwicklung  der  Gebrauch 
der  Worte :  Ruhe,  Bewegung,  Verschiebung,  Bahnlinie  u.  dgl.  nur 
<iazu,  eine  einfache  und  übersichtliche  Ausdrucks  weise  zu  schaffen. 
Demnach  stehen  die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  ganz  auf 
dem  Boden  der  Projektivität,  obwohl  die  äufsere  Form  einen 
metrischen  Charakter  zeigt. 

Dafs  die  aufgestellten  Forderungen  durch  manche  andere 
ersetzt  werden  können,  braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden. 
Es  handelt  sich  ja  nur  darum,  die  mehrfach  genannte  sechsgliedrige 
Gruppe,  durch  welche  die  starre  Bewegung  beschrieben  wird, 
gegenüber  den  übrigen  projektiven  Gruppen  einer  dreifach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  zu  charakterisieren.  Bei  unserer  Aus- 
wahl haben  wir  uns  durch  die  hohe  Bedeutung  bestimmen  lassen, 
welche  der  Kreis  bei  der  gebräuchlichen  Behandlung  der  Geometrie 
einnimmt.  Vielleicht  wäre  es  besser  gewesen,  direkt  räumliche 
Transformationen  in  Betracht  zu  ziehen ;  für  das  passendste  möchte 
ich  es  halten,  die  einschränkenden  Forderungen  in  Zusammenhang 
mit  den  Untersuchungen  des  vierten  Paragraphen  zu  bringen. 
Indessen  würde  das  hier  zu  weit  fuhren. 

Die  Übertragung  der  durchgeführten  Untersuchung  auf  den 
mehr  dimensionalen  Raum  dürfen  wir  wohl  dem  Leser  überlassen. 

§7. 
FanoB  BegTÜndang  der  Projektivität. 

Bei  der  Begründung  der  Projektivität  macht  die  Beantwortung 
der  Frage,  ob  zwei  Gebilde  gemeinschaftliche  Elemente  besitzen 
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an  manchen  Stellen  lästige  Erwägungen  nötig,  die  zu  der  sonst 
hervortretenden  Einfachheit  wenig  passen.  Es  lohnt  sich  daher 
zu  untersuchen,  ob  die  Kleinschen  Voraussetzungen  nicht  in  der 
Weise  geändert  werden  können,  dafs  man  sofort  die  Existenz 
gemeinsamer  Elemente  erkennt. 

Nach  dieser  Richtung  liegen  zwei  beachtenswerte  Aufsätze 
vor,  die  beide  von  Herrn  Segre  angeregt  und  auch  wohl  beein- 
flufst  sind;  die  Ausführung  verdanken  wir  den  Herren  d'Amodeo 
und  Fano.  ^*)  Dafs  die  ersten  Versuche  noch  manche  Mängel 
zeigen,  darf  uns  nicht  wundem;  es  fragt  sich,  ob  die  Arbeiten 
einen  guten  Kern  enthalten,  der  eine  weitere  Ausbildung  gestattet. 
Um  den  Leser  zur  Prüfung  dieser  Frage  anzuregen,  wollen  wir 
das  System  des  Herrn  Fano  in  seinen  Grundzügen  darlegen. 

Nur  der  Begriff  des  Punktes  wird  von  vorn  herein  voraus- 
gesetzt; alle  anderen  Begriffe  werden  entweder  durch  ein  Postulat 
oder  durch  eine  Definition  eingeführt.  An  erster  Stelle  (I)  wird  die 
Gerade  postuliert  als  ein  geometrisches  Gebilde,  das  durch  zwei 
Punkte  in  eindeutiger  Weise  bestimmt  ist.  Ist  eine  Gerade  und 
ein  ihr  nicht  angehörender  Punkt  gegeben,  so  kann  man  durch 
jeden  Punkt  der  Geraden  und  den  festen  Punkt  eine  Gerade 
legen:  Die  Gesamtheit  der  auf  diese  Weise  erhaltenen  Punkte 
wird  eine  Ebene  genannt.  Für  das  hierdurch  eingeführte  Gebilde 
sollen  die  Postulate  gelten: 

IL  Eine  Gerade  liegt  ganz  in  einer  Ebene,  sobald  sie  zwei 
Punkte  mit  ihr  gemein  hat; 

IIL  Wofern  zwei  Gerade  in  derselben  Ebene  liegen,  haben 
sie  stets  einen  Punkt  gemeinschaftlich. 

Diese  Voraussetzungen  würden  nichts  Neues  liefern,  wenn 
die  Gerade  (1,  2)  nur  in  der  Zusammenstellung  der  Punkte  1 
und  2,  und  infolge  dessen  die  Ebene  (1,  2,  3)  in  der  Zusammen- 
fassung der  Punkte  1,  2,  3  bestände.  Demnach  wird  die  Voraus- 
setzung (IV)  hinzugefügt,  dafs  jede  Gerade  mehr  als  zwei  Punkte 
enthält. 

Sind  jetzt  A,  B,  C  drei  Punkte  einer  geraden  Linie,  so 
können  wir  auf  dieselbe  Weise,  wie  im  zweiten  Abschnitt  (B.  1. 
S.  99  — 101),  den  vierten  harmonischen  Punkt  finden  und  be- 
weisen auf  dem  dort  angegebenen  Wege,  dafs  dieser  Punkt  von 
der  Wahl   der  benutzten  Ebenen    und  Geraden    unabhängig    ist. 
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Auch  zeigt  die  Konstruktion,  dafs  vier  Ebenen  eines  Büschels 
jede  beliebige  Gerade,  die  nicht  durch  die  Achse  geht,  in  vier 
harmonischen  Punkten  schneiden,  sobald  sie  eine  einzige  Gerade 
in  vier  harmonischen  Punkten  treffen.  Ebenso  ergiebt  sich  un- 
mittelbar, dafs  man  von  irgend  einer  Gruppe  von  vier  harmo- 
nischen Punkten  zu  jeder  zweiten  solchen  Gruppe  durch  eine 
'endliche  Zahl  von  Projektionen   und  Schnitten  übergehen  kann. 

Ist  D  der  zu  C  in  Bezug  auf  das  Punktepaar  AB  zugeordnete 
harmonische  Punkt,  so  zeigt  die  Konstruktion,  dafs  der  Punkt  D 
von  den  Punkten  A  und  B  verschieden  ist;  aber  man  bedarf  ein 
neues  Postulat,  um  zu  erkennen,  dafs  die  Punkte  C  und  D  nicht 
zusammenfallen.  Wird  dies  Postulat  für  ein  einziges  Quadrupel 
aufgestellt,  so  gilt  es  infolge  der  angegebenen  projektiven  Zuord- 
nung, die  durch  Projizieren  und  Schneiden  vermittelt  wird,  für 
jedes  andere  Quadrupel.  Aber  hiermit  ist  die  Zahl  der  un- 
bedingt notwendigen  Postulate  keineswegs  erschöpft,  wie  Fano 
iiurch  eine  interessante  Untersuchung  zeigt.  Wir  wollen  den 
Beweis  hier  nicht  vollständig  wiedergeben,  aber  wenigstens  einiger- 
mafsen  charakterisieren. 

Von  drei  Punkten  OAiAg  einer  Geraden  ausgehend,  sucht 
man  eine  unbegrenzte  Reihe  von  weiteren  Punkten  As,  A4  .  .  . 
An  .  .  durch  die  Forderung,  dals  jedesmal  die  vier  Punkte 
OA;f  Ax-i  Ax-f  1  harmonische  Punkte  sind.  Wenn  in  dieser  Reihe 
irgend  ein  späterer  Punkt  mit  einem  früheren  zusammenfällt,  so 
bleibt  die  Reihe  bei  unbegrenzter  Fonsetzung  endlich;  es  fällt 
also  ein  Punkt  An-fi  mit  Ai  zusammen  oder  die  Reihe  kehrt  nach 
n  Elementen  in  sich  zurück.  Dann  mufs  die  Zahl  n  eine  Prim- 
zahl sein;  die  Gerade  enthält  n  -f-  1  Punkte,  die  Ebene  n^+^^  +  l 
Punkte  und  n  +  1  Gerade.  Diese  Gesetze  gelten  wegen  der  pro- 
jektiven Zuordnung  für  jede  Gerade  und  jede  Ebene. 

Soll  also  die  Gerade  unendlich  viele  Punkte  enthalten,  so 
müssen  wir  (Postulat  V)  voraussetzen,  dafs  in  der  oben  definierten 
Reihe  kein  Element  mit  einem  früheren  zusammenfällt.  Es  genügt 
nicht,  eine  entsprechende  Annahme  für  irgend  eine  noch  so  grofse 
endliche  Zahl  zu  machen;  da  die  Zahl  der  Primzahlen  unendlich 
ist,  so  umfafst  das  letzte  Postulat  seinem  Wesen  nach  unendlich 
viele  Voraussetzungen  in  sich. 

Die  Festsetzung,  dafs  O,   Ax,  Ax_i,  Ax^i  vier  harmonische 
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Punkte  sein  sollen,  gestattet,  auch  der  Zahl  null  und  jeder  ganzen 
negativen  Zahl  einen  Punkt  zuzuordnen.  Bei  der  Gültigkeit  des 
fünften  Postulats  wird  auch  keiner  der  hierdurch  gewonnenen 
Punkte  mit  einem  anderen  zusammen£dlen.  Die  durch  Projizieren 
und  Schneiden  gewonnene  Zuordnung  der  Punkte  nötigt  uns  auch, 
jeder  rationalen  Zahl  einen  Punkt  in  der  Weise  zuzuweisen,  dafs 
zwei  Punkte  nur  dann  zusammen£dlen,  wenn  gleiche  Zahlen  zu 
ihnen  gehören.  (Es  ist  dies,  wie  beiläufig  bemerkt  werden  mag, 
dieselbe  Zuordnung,  die  wir  in  11  §  3.  B.  1.  S.  107  ff.  dargelegt 
haben.) 

Nachdem  so  für  eine  einzelne  Gerade  eine  Messung  ein- 
geführt ist,  hat  man  die  Möglichkeit,  unter  Benutzung  eines  Ko- 
ordinatensystems die  Lage  der  Punkte  durch  Zahlen  zu  bestimmen. 
Hierbei  ist  man  aber  durchaus  auf  »rationale  Punkte«  beschränkt; 
will  man  zu  Punkten  übergehen,  für  welche  einzelne  Koordinaten 
irrationale  Werte  annehmen,  so  kommt  man  ohne  ein  neues 
Axiom  nicht  aus.  Fano  möchte  am  liebsten  den  Raum  durch 
die  »rationalen  Punkte«  erschöpft  sein  lassen  und  die  »irrationalen« 
durch  eine  blofse  Definition  einführen;  indessen  wollen  wir  ihm 
auf  dies  Gebiet  nicht  folgen. 

Wir  bemerken  nur  noch,  dafs  er  seine  Theorie  auf  eine  be- 
liebig grofse  Zahl  von  Dimensionen  überträgt  und  dafs  hierbei 
keine  wesentliche  Änderung  notwendig  wird. 

Es  scheint  uns  zweifellos,  dafs  diese  Art  der  Begründung 
dem  Leser  Interesse  abgewinnt;  dagegen  dürfte  die  Frage,  ob  das 
aufgestellte  System  von  Voraussetzungen  auf  Natürlichkeit  An- 
spruch machen  kann,  wohl  kaum  allgemein  bejaht  werden.  Indem 
ich  mich  jeder  Kritik  enthalte,  will  ich  zum  Schlufs  noch  be- 
merken, dafs  Herr  Fano  aufser  dem  Wege,  den  ich  hier  in  seinen 
Grundzügen  skizziert  habe,  noch  einen  zweiten  Weg  angiebt,  der 
ebenfalls  in  voller  Strenge  zur  Projektivität  führen  und  den  Vorzug 
der  Kürze  besitzen  soll.  Ich  bin  nicht  sicher,  ob  ich  diesen  Teil 
seiner  Arbeit  vollständig  richtig  aufgefafst  habe;  wenn  aber  meine 
Auffassung  die  richtige  ist,  so  mufs  ich  gestehen,  dafs  dieser 
zweiten  Art,  die  Projektivität  zu  begründen,  schwere  Bedenken 
entgegenstehen. 
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BüokbUok. 

Als  wichtigstes  Ergebnis  des  zweiten  und  des  sechsten  Ab- 
schnittes, die  wir  hier  im  Zusammenhang  überblicken  wollen, 
müssen  wir  den  Nachweis  hinstellen,  dafs  sich  die  projektive 
Geometrie  vollständig  aufbauen  läfst,  ohne  metrische  Beziehungen 
im  geringsten  zu  benutzen.  Damit  ist  ein  Problem  endgültig 
gelöst,  auf  das  die  Wissenschaft  in  neuerer  Zeit  immer  stärker 
hingeführt  ist  und  das  Staudt  zuerst  in  voller  Klarheit  ausgesprochen 
und  dessen  Lösung  er  bereits  kräftig  gefördert  hat.  Es  wird  gut 
sein,  nochmals  die  einzelnen  Teile,  aus  denen  sich  der  Nachweis 
aufbaut,  in  aller  Kürze  anzugeben. 

Die  Sätze,  von  denen  die  projektive  Geometrie  ausgeht,  sind 
ohne  Zweifel  sehr  einfach.  Sie  bilden  auch  insofern  ein  abge- 
schlossenes Ganze,  als  es  nicht  möglich  ist,  sie  auf  ein  geringeres 
Mafs  zurückzuführen.  Die  zu  Grunde  gelegten  Sätze  gelten  aber 
nicht  blofs  fiir  die  (etwa  erfahrungsgemäfs  gegebenen)  Ebenen 
und  Geraden  des  Raumes,  sondern  auch  für  zahlreiche  andere 
Systeme  von  Linien  und  Flächen.  Demnach  lassen  sich  auch  die 
Sätze  der  *  projektiven  Geometrie  auf  mancherlei  Systeme  von 
Flächen  und  Linien  übertragen.  Wie  in  der  metrischen,  ist  es" 
auch  in  der  projektiven  Geometrie  am  besten,  sich  anfangs  ganz 
auf  einen  gewissen  endlichen  Bereich  zu  beschränken  und  nicht 
von  vornherein  den  Raum  als  Ganzes  der  Untersuchung  zu  Grunde 
zu  legen  (VI  §  1). 

Bekanntlich  beweist  dieser  Zweig  der  Geometrie  seine  Lehr- 
sätze vermittelst  der  projektiven  und  im  weiteren  Verlauf  ver- 
mittelst der  kollinearen  und  der  reciproken  Zuordnung.  Dafs  die 
letzte  Verwandtschaft  in  unserer  Darlegung,  wenigstens  äufserlich, 
zurücktritt,  darf  uns  nicht  überraschen,  da  wir  nur  die  Grundlagen 
darlegen  konnten,  für  den  weiteren  Ausbau  aber  auf  die  Lehr- 
bücher verweisen  mufsten.  Der  einfachste  Fall  der  Projektivität, 
die  Perspektivität,  führt  uns  auf  die  harmonischen  Gebilde  (II  §  2). 
Nun  genügt  freilich  nach  Staudt  die  Theorie  der  harmonischen 
Gebilde,  um  die  Projektivität  allgemein  zu  begründen.  Indessen 
mufs  man  zu  dem  Zweck  den  Satz  benutzen,  dafs  man  von  irgend 
drei  Punkten   einer  Geraden  aus   durch  blofse  Konstruktion  des 
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vierten  harmonischen  Punktes  allmählich  jedem  Punkte  der  Geraden 
beliebig  nahe  kommen  kann.  Beim  Beweise  dieses  Satzes  wird 
man  aber  Untersuchungen  nicht  entbehren  können,  die  uns  ge- 
statten, die  Theorie  der  Doppelverhältnisse  vollständig  durchzu- 
führen, wie  wir  es  in  II  §  3  gethan  haben.  Hierbei  tritt  uns 
aber  dieselbe  Schwierigkeit  entgegen,  welche  in  der  metrischen 
Geometrie  die  Messung  der  geraden  Strecke  augenblicklich  noch 
bietet.  Wir  konstatieren  aber  ausdrücklich,  dafs  dies  die  einzige 
Lücke  ist,  welche  noch  nicht  ganz  hat  ausgefüllt  werden  können ; 
auch  berechtigen  die  vielen  Vorarbeiten,  welche  diesem  Gegen- 
stande in  der  letzten  Zeit  gewidmet  sind,  zu  der  Erwartung,  dafs 
<ler  Abschlufs  dieser  Untersuchungen  nahe  bevorsteht. 

Nachdem  die  Doppelverhältnisse  eingeführt  sind,  kann  man 
<lie  projektive  Geometrie  rein  synthetisch  aufbauen  (II  §  4).  Es 
war  für  uns  nicht  nötig,  dies  im  einzehien  durchzuführen;  es 
genügte  vielmehr,  auf  Reyes  »Vorlesungen  über  die  Geometrie 
der  Lage«  zu  verweisen.  Man  hat  aus  diesem  Werke  nur  die 
Partieen  metrischen  Charakters  auszuschliefsen  und  die  kleinen 
Änderungen  vorzunehmen,  welche  dadurch  bedingt  sind,  dafs  Reye 
von  vornherein  den  Raum  als  Ganzes  untersucht,  wir  aber  an- 
fänglich nur  einen  endlichen  Bereich  betrachten. 

Um  die  Geometrie  eines  endlichen  Bereiches  zum  Abschlufs 
zu  bringen,  hat  man  den  Begriff  des  Strahlenbündels  in  der  Weise 
zu  erweitern,  die  wir  in  VI  §  2  dargelegt  haben.  Der  Ausspruch 
der  dort  gewonnenen  Sätze  wird  besonders  einfach,  wenn  man  die 
sogenannten  idealen  Gebilde  einführt.  Zwar  mufs  man,  wenn 
man  diese  Ausdrücke  gebraucht,  bei  Erweiterung  des  Gebietes 
einige  Vorsicht  anwenden;  das  mindert  aber  nichts  an  dem  In- 
teresse, w^elches  die  gefundenen  Sätze  für  sich  beanspruchen. 

Zugleich  führt  die  Benutzung  der  idealen  Gebilde  in  ein- 
fiichster  Weise  zu  einer  projektiven  Raumform,  die  deshalb  be- 
sonders wichtig  ist,  weil  die  für  einen  endlichen  Raumteil  zu 
Grunde  gelegten  Annahmen  für  den  Raum  als  Ganzes  möglichst 
ungeändert  bleiben.  In  derselben  haben  nämlich  irgend  zwei 
Ebenen  eine  Gerade  und  zwei  in  derselben  Ebene  gelegenen 
Geraden  stets  einen  Punkt  gemein ;  natürlich  kann  dann  der  Raum 
nicht  durch  eine  Ebene  zerlegt  werden.  Diese  Raumform  wird 
vielfach  als  die  einzige  projektive  Raumform  angesehen.     Wenn 
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das  auch  nicht  erlaubt  ist,  so  bietet  sie  doch  das  geeignetste 
Mittel,  um  auch  die  übrigen  projektiven  Raumformen  synthetisch 
zu  beschreiben. 

Neben  die  synthetische  stellt  sich  die  analytische  Behandlung 
der  projektiven  Geometrie,  die  wir  aus  vielen  Gründen  glauben 
bevorzugen  zu  sollen  (II  §  5  u.  6).  Die  kollinearen  Zuordnungen 
stellen  sich  durch  homogene  lineare  Gleichungen  zwischen  den 
homogenen  Koordinaten  dar  (VI  §  1,  8J.  Besonders  praktisch 
erweist  sich  die  analytische  Behandlung,  um  die  verschiedenen 
projektiven  Raumformen  zu  charakterisieren.  Unter  ihnen  bean- 
spruchen zwei  ein  hervorragendes  Interesse  (VI  §  3). 

So  können  wir  denn  sagen:  Von  überaus  einfachen  Voraus- 
setzungen aus  läfst  sich  die  ganze  projektive  Geometrie  in  einer 
Weise  aufbauen,  die  im  wesentlichen  strenge  Konsequenz  mit 
voller  Natürlichkeit  vereinigt.  Zwar  will  es  uns  scheinen,  als  ob 
den  zu  Grunde  gelegten  Annahmen  noch  eine  gewisse  Willkür 
anhafte;  auch  bietet  das  System  in  seinem  Aufbau  noch  eine 
Lücke.  Aber  die  Vorzüge  dieser  Behandlungsweise  überwiegen 
in  einem  solchen  Mafse,  dafs  die  kleinen  Mängel  höchstens  zu 
dem  Versuche  anregen  können,  die  Methode  noch  weiter  zu 
vervollkommnen.  Diejenigen  Partieen,  welche  man  heute  vielfach 
als  transcendent  bezeichnet,  werden  auf  ein  äufserst  geringes  Mafs 
eingeschränkt.  Nun  liegen  bereits  Methoden  vor,  welche  daraut 
ausgehen,  solche  Teile  ganz  aus  der  projektiven  Geometrie  zu 
entfernen.  Wir  können  uns  der  Meinung  nicht  verschliefsen, 
dafs  hierbei  die  Natürlichkeit  ganz  verloren  geht,  dafs  also  der 
Nachteil  bei  weitem  überwiegt.  Dennoch  haben  wir  einen  der- 
artigen Versuch  in  seinen  Hauptzügen  gekennzeichnet  (VI  §  7). 

Indessen  hat  die  projektive  Geometrie  nicht  blofs  an  sich 
hohe  Bedeutung,  sondern  sie  kann  auch  für  die  Metrik  nutzbar 
gemacht  werden.  Ich  erinnere  an  die  Herleitung  der  Formeln 
für  die  Metrik,  welche  wir  in  11  §§  7 — 9  und  in  VI  §  5  gegeben 
haben.  Diese  Entwicklung  ist  zwar  nicht  so  einfach  wie  die- 
jenige, welche  wir  in  I  §§  24  u.  25  liefern  konnten;  aber  dafür 
hat  sie  viele  Vorzüge  anderer  Art. 

Für  besonders  wichtig  erachten  wir  es  aber,  dafs  wir  ganz 
unabhängig  von  allen  metrischen  Voraussetzungen  ein  System 
von  Begriffen  und  Urteilen  angeben  können,  das  vollständig  der 
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metrischen  Geometrie  entspricht.  Hierin  erblicken  wir  geradezu 
einen  principiellen  Vorzug  der  Projektivität.  Im  fünften  Abschnitt 
erkannten  wir  nämlich,  welche  Bedeutung  die  Kongruenz  fiir  die 
Geometrie  hat;  wir  mufsten  es  deshalb  fbr  erlaubt  halten,  die 
Bewegung  fester  Körper  unter  die  Grundbegriffe  der  Geometrie 
aufzunehmen.  Ja,  die  dort  durchgeführte  Untersuchung  konnte 
den  Schein  erwecken,  als  ob  die  Bewegung  notwendig  zu  den 
Grundbegriffen  gehöre,  und  als  ob  man  gezwungen  sei,  die  Ge- 
setze der  Bewegung  zu  benutzen,  wenn  man  eine  feste  Grund- 
lage für  die  Geometrie  schaffen  will.  Die  projektive  Geometrie 
zeigt,  dafs  die  letzte  Ansicht  unrichtig  ist,  da  sich  uns  noch  manche 
andere  Wege  eröffnen,  auf  denen  wir  in  voller  Strenge  und  sogar 
mit  grofser  Leichtigkeit  zum  Ziel  gelangen. 

Von  diesen  Wegen  haben  wir  drei  in  voller  Ausführlichkeit 
besprochen,  und  diese  sollen  hier  nochmals  charakterisiert  werden. 

Der  erste  läfst  sich  am  einfachsten  darlegen,  wenn  wir  von 
der  bereits  mehrmals  erwähnten  projektiven  Raumform  ausgehen, 
in  welcher  jedem  Verhältnis  der  vier  homogenen  Koordinaten 
xq  :  xi  :  Xg  :  xs  ein  Punkt,  und  zwar  ein  einziger  Punkt  zugeordnet 
ist.  In  dieser  Raumform  denken  wir  eine  reelle  ungeradlinige 
oder  eine  imaginäre  Fläche  zweiter  Ordnung  gegeben,  indepi  wir 
uns  im  ersten  Falle  auf  das  Innere  der  Fläche  beschränken.  Zwei 
beliebige  Punkte  des  Raumes  verbinden  wir  durch  eine  gerade 
Linie  und  bestimmen  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Fläche.  Den 
mit  einer  gewissen  Konstanten  multiplizierten  Logarithmus  des 
Doppelverhältnisses,  in  dem  die  beiden  gegebenen  Punkte  zu  den 
Schnittpunkten  stehen,  nennen  wir  den  Abstand  der  beiden  Punkte. 
Ebenso  legen  wir  durch  die  Schnittgerade  zweier  Ebenen  die 
beiden  Tangentialebenen  an  die  Fläche;  den  Logarithmus  des 
Doppelverhältnisses  dieser  vier  Ebenen  multiplizieren  wir  mit  einer 
gewissen  Konstante  und  nennen  das  Produkt  den  Winkel  der 
beiden  ersten  Ebenen.  Die  Werte  dieser  Doppelverhältnisse  lassen 
sich  immer  angeben,  obwohl  die  Tangentialebenen  stets  und  die 
Schnittpunkte  im  einen  Falle  imaginär  sind.  Gründet  man  auf 
die  so  gewonnenen  Begriffe  ein  System,  so  entspricht  demselben 
für  eine  reelle  Fläche  die  hyperbolische,  für  eine  imaginäre  Fläche 
die   elliptische   Geometrie;    die    parabolische    Geometrie    ist    die 
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gemeinsame  Grenze,  der  sich  beide  Systeme  bei  passender  Ver- 
änderung einer  gewissen  Gröfse  unbegrenzt  nähern. 

Statt  auf  diese  Weise  die  Längen  und  Winkel  direkt  einzu- 
führen, kann  man  sich  auf  solche  projektive  Transformationen 
beschränken,  bei  denen  die  gegebene  Fläche  in  sich  verbleibt.  So 
fuhrt  folgende  Festsetzung  zur  elliptischen  Geometrie.  Man  ordnet 
durch  eine  reciproke  Verwandtschaft  jedem  Punkte  eine  Ebene 
derartig  zu,  dafs  kein  Punkt  in  die  entsprechende  Ebene  hinein- 
fällt. Jetzt  beschränken  wir  die  kollinearen  Umgestaltungen  des 
Raumes  durch  die  Forderung,  dafs  jedesmal,  wenn  ein  Punkt  a 
in  einen  Punkt  a^  übergeführt  wird,  auch  die  dem  Punkte  a  ent- 
sprechende Ebene  in  die  zu  a\  zugeordnete  Ebene  umgewandelt 
wird.  Durch  eine  ähnliche  Festsetzung  gelangt  man  zur  hyper- 
bolischen Geometrie. 

Demnach  dürfen  wir  auch  sagen:  Wir  betrachten  nur  die- 
jenigen kollinearen  Transformationen  des  Raumes,  welche  eine 
gegebene  quadratische  Form  der  Koordinaten  ungeändert  lassen. 
Ist  es  möglich,  diese  Form  durch  vier  positive  (oder  vier  nega- 
tive) Quadrate  darzustellen,  so  erhält  man  einen  elliptischen  Raum. 
Haben  aber  drei  Quadrate  ein  anderes  Vorzeichen  als  das  vierte, 
so  gelangt  man  zur  hyperbolischen  Geometrie.  Die  letzte  For- 
derung zeigt,  dafs  es  nicht  nötig  ist,  den  projektiven  Raum  als 
Ganzes  der  Untersuchung  zu  Grunde  zu  legen,  dafs  es  vielmehr 
genügt,  irgend  einen  endlichen  Bereich  zu  betrachten.  Wir  haben 
diese  Methode  in  II  §  10  u.  11  ausführlich  dargelegt. 

So  schön  dieser  Übergang  von  der  Projektivität  zur  Metrik 
ist,  hat  er  doch  einige  Mängel.  Erstens  kann  die  parabolische 
Geometrie  nicht  genau  auf  demselben  Wege  definiert  werden  wie 
die  beiden  anderen.  Zweitens  liefert  die  Theorie  keinen  erkenn- 
baren Grund,  warum  die  geradlinigen  Flächen  ausgeschlossen 
werden  oder  warum  das  Innere  der  Fläche  vor  dem  Äufseren 
bevorzugt  wird. 

Demnach  ist  es  erwünscht,  andere  Wege  angeben  zu  können, 
die  zu  demselben  Ziele  führen.  Dafs  dabei  die  Theorie  der  Trans- 
formations-Gruppen benutzt  wird,  ist  kein  Mangel,  erschwert  aber, 
solange  diese  Theorie  nicht  allgemein  bekannt  ist,  vielfach  das 
Verständnis. 

Der  in  VI  §  4  angegebene  Übergang  von  der  Projektivität 
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zur  Metrik  geht  von  fügender  Eiwiguiig  ms.  Die  koloiearen 
Umgestaltungen  in  ihrer  Gesamtfaöt  scticn  jeden  Pkmfcty  iede 
Gerade  und  jede  Ebene  in  BrzTfhnng  zu  federn  Fmdcte,  jeder 
Geraden  und  jeder  Ebene.  Es  nmis  daher  ab  eine  vcscndidie 
Eigenschaft  der  allgemeinen  projekthren  Gniqipe  brtryjitrt  werden, 
dafs  sie  nicht  nur  jeden  Punkt  in  einen  bdcbigea  Pinkt,  sondern 
auch  jede  Gerade  und  Ebene  in  eine  beliebige  Gerade  nad  Ebene 
uberfiihrL  Will  man  denmach  eine  Bcscfaränkimg  emfilirai,  so 
lic^t  nichts  näher,  als  die  Forderung  bestehen  zn  lassen,  dais 
wenigstens  für  einen  gewissen  Bereich  alle  Punkte,  Geraden  und 
Ebenen  in  einander  transformien  werden  können;  man  kann  mit 
anderen  Worten  nach  der  kleinsten  projd^tiven  Gruppe  fragen, 
welche  dieser  Forderung  genügt  Dabei  tritt  die  Vereinfichung 
ein,  dafs  man  sich  auf  Ebenen  beschränken  darf,  dais  man  also 
nur  die  Forderung  zu  stellen  braucht:  Von  der  allgemeinen  pro- 
jektiven Gruppe  des  dreidimensionalen  Raumes  soll  die  kleinste 
Untergruppe  gesucht  werden,  welche  im  stände  ist,  eine  Ebene 
in  jede  andere  zu  transformieren,  die  mit  ihr  in  einem  festge- 
wählten Bereiche  liegt 

Um  demnach  zur  Metrik  überzugehen,  wähle  man  einen 
Bereich  ganz  beliebig  und  bestimme  die  kleinste  projektive  Gruppe, 
deren  Transformationen  im  stände  sind,  eine  Ebene,  welche  teil- 
weise in  diesem  Bereiche  liegt,  in  jede  andere  Ebene  überzufuhren, 
welche  teilweise  demselben  Bereiche  angehört.  In  der  Darstellung 
dieser  Untergruppe  tritt  eine  willkürliche  Konstante  auf,  deren 
Verschwinden  auf  die  parabolische  Geometrie  führt  Wählt  man 
die  Konsunte  so,  dafs  sie  für  die  eUiptische  Geometrie  positiv 
ist,  so  erhält  sie  für  die  hyperbolische  Geometrie  einen  negativen 
Wert  (VI  §  4). 

Von  der  Projektivität  kann  man  auf  einem  dritten  Wege  zur 
Metrik  übergehen,  indem  man  nämlich  den  Transformationen,  die 
einen  Punkt  und  eine  durch  ihn  hindurchgehende  Ebene  unge- 
ändert  lassen,  eine  gewisse  Beschränkung  auferlegt  (VI  §  6). 
Auch  diese  Methode  liefert  nur  diejenigen  Raumformen,  die  mit 
der  Erfahrung  vereinbar  sind.  Zugleich  nähert  sich  dieser  Weg 
in  seiner  äufsern  Form  der  Metrik  und  beantwortet  die  Frage: 
Welche  Eigenschaften  mufs  man  mindestens  der  starren  Bewegung 
noch   beilegen,    wenn    man   annimmt,    dafs   durch  dieselbe  das 


Abschluis  der  projektiven  Geometrie.  165 

System  der  Geraden  und  Ebenen  nicht  geändert  wird?  Es  zeigt 
sich,  dafs  die  Beschränkung  im  wesentlichen  darauf  hinauskommt^ 
die  Existenz  zweier  Kreise  vorauszusetzen. 

Dieser  kurze  Überblick  zeigt,  welch  hohe  Bedeutung  der 
projektiven  Geometrie  zukommt.  Indessen  belehren  uns  die  zahl- 
reichen Versuche,  welche  in  den  letzten  Jahrzehnten  gemacht  sind, 
uni  die  Existenz  der  Geraden  und  Ebenen  aut  andere  Principien 
zurückzuführen,  dafs  es  vielen  Geometem  nicht  recht  gefällt,  diese 
Gebilde  axiomatisch  vorauszusetzen.  Hiernach  scheint  es  geboten ^ 
in  den  beiden  folgenden  Abschnitten  wieder  an  die  früheren  Ent- 
wicklungen, speciell  an  die  des  fünften  Abschnitts,  anzuknüpfen. 


Siebenter  Abschnitt. 

Oinndb^riffe  und  OrimdsStze  der  Geometrie. 


§1- 

Vorbemerkungen. 

1.  Die  folgenden  Darlegungen  wollen  in  diejenigen  Begriffe 
einführen,  welche  wir  als  die  Grundbegriffe  der  Geometrie  an- 
sehen. Dafs  wir  dabei  auch  die  Gerade  und  die  Ebene,  sowie 
den  Winkel  besprechen,  bedarf  wohl  keiner  Rechtfertigung.  Zwar 
ist  die  Theorie  dieser  Gebilde  noch  nicht  zum  vollen  Abschlufs 
gebracht;  aber  es  mufs  zur  Klärung  beitragen,  wenn  wir  die 
wichtigsten  Definitionen,  welche  darüber  aufgestellt  sind,  zu- 
sammenstellen und  einige  kritische  Bemerkungen  beifügen.  Eine 
absolute  Vollständigkeit  können  wir  nicht  erstreben,  da  alsdann 
der  Umfang  des  Buches  zu  sehr  anwachsen  würde;  sie  ist  aber 
auch  um  so  weniger  notwendig,  da  wir  den  Leser  auf  das  sorg- 
fältig durchgeführte  Werk  verweisen  können:  Schotten,  Inhalt 
und  Methode  des  planimetrischen  Unterrichts,  das  in  zwei  Bänden 
erschienen  ist  (Leipzig  1890  und  1893).  Da  hierin  regelmäfsig 
angegeben  ist,  von  welchen  Gelehrten  die  verschiedenen  Defini- 
tionen hauptsächlich  vertreten  werden,  brauchen  wir  dies  hier 
nicht  jedesmal  zu  erwähnen. 

Ehe  wir  zu  unserm  eigentlichen  Gegenstande  übergehen, 
möchten  wir  einige  Bemerkungen  vorausschicken. 

2.  Die  Gerade  kann  man  nach  drei  verschiedenen  Beziehungen 
hin  betrachten,  und  man  ist  übereingekommen,  dementsprechend 
drei  verschiedene  Worte  zu  gebrauchen :  (gerade)  Strecke,  Strahl 
oder  Halbgerade,  gerade  Linie.  Wenn  man  von  einer  Strecke 
spricht,  setzt  man  beide  Endpunkte  als  gegeben  voraus,  so  dafs 
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<ias  Gebilde  kein  veränderliches  Element  enthält;  der  Strecke 
kommt  eine  bestimmte  Lage  im  Räume  und  eine  bestimmte  Länge 
zu.  Wenn  man  aber  von  der  Strecke  AB  den  einen  Endpunkt 
Ä  festhält  und  es  als  zulässig  ansieht,  dafs  der  Punkt  B  ersetzt 
werde  bald  durch  einen  in  der  Strecke  AB  gelegenen  Punkt  C, 
bald  durch  einen  Punkt  D,  der  so  liegt,  dafs  die  Strecke  AB  in 
der  Strecke  AD  enthalten  ist,  so  spricht  man  vom  Strahle  oder 
von  der  Halbgeraden  AB.*)  Man  sagt  auch  wohl,  durch  den 
Strahl  AB  solle  eine  gewisse  vom  Punkte  A  ausgehende  Richtung 
bezeichnet  werden.  In  der  Euklidischen  und  der  Lobatschews- 
kvschen  Raumform  kann  man  die  Strecke  AB  über  B  hinaus 
unbegrenzt  verlängert  denken,  während  der  Punkt  A  festgehalten 
wird;  das  fällt  in  der  Riemannschen  Geometrie,  ihrer  Polarform 
und  den  meisten  Clifford-Kleinschen  Raumformen  weg. 

Drittens  kann  man  bei  einer  Strecke  AB  von  beiden  End- 
punkten  absehen  und  gestatten,  dafs  sie  durch  irgend  zwei  Punkte 
ersetzt  werden,  die  entweder  auf  der  Strecke  AB  oder  in  der 
Verlängerung  über  A  oder  über  B  hinaus  liegen.  Um  dies  an- 
zudeuten, spricht  man  von  der  geraden  Linie  AB.  Demnach 
gehören  zwei  verschiedene  Strecken  AB  und  CD  derselben  ge- 
raden Linie  an,  wenn  es  eine  dritte  Strecke  giebt,  in  der  die 
beiden  gegebenen  Strecken  enthalten  sind. 

3.  Ganz  entsprechende  Unterscheidungen  hat  man  bei  der 
Ebene  zu  machen ;  nur  ist  die  Zahl  der  einzelnen  Fälle  unendlich 
grofs.  Indessen  lassen  sich  dieselben  wieder  zu  drei  Klassen  an- 
ordnen. An  erster  Stelle  können  wir  eine  allseits  begrenzte  ebene 
Fläche  betrachten,  wie  das  Innere  eines  Dreiecks  oder  eines  Kreises. 
Zweitens  gestatten  wir  eine  Erweiterung  des  Gebietes,  indem  wir 
einen  Teil  der  Grenze  als  fest  oder  doch  nur  insoweit  als  ver- 
änderlich ansehen,  dafs  derselbe  stets  einer  bestimmten  Linie  an- 
gehört. In  diesem  Sinne  sprechen  wir  vom  Äufsern  eines  Kreises; 
dabei  denken  wir  an  ein  ebenes  Flächenstück,  welches  zum  Teil 

*)  Das  Wort  Strahl  drückt  wegen  der  Beziehung  zu  der  von  einem 
Punkte  ausgehenden  Lichtwelle,  die  sich  unbegrenzt  tortsetzen  kann,  die  hier 
in  Betracht  kommende  Eigenschaft  besonders  scharf  aus;  dafs  das  Wort  in 
der  projektiven  Geometrie  eine  andere  Bedeutung. erlangt  hat,  ist  nicht  gerade 
angenehm,  kann  aber  kein  Hindernis  bieten,  ihm  in  der  metrischen  Geometrie 
den  obigen  Sinn  beizulegen,  da  ein  Mifsverständnis  nicht  zu  befurchten  ist. 
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von  einer  gegebenen  Kreislinie  begrenzt  wird  und  dessen  übrige 
Begrenzung  sich  beliebig  ändern  kann.  Bei  der  Halbebene  denken 
wir  eine  Gerade  unbegrenzt  verlangen  und  verlangen,  dafs  auch 
die  Verlängerung  stets  die  Grenze  sein  soll.  Diese  Forderung 
können  wir  schärfer  in  folgender  Weise  aussprechen:  Wir  be- 
trachten zwei  ebene  Flächen  a  und  ß  als  derselben  Halbebene 
angehörig,  wenn  ein  Teil  der  Grenze  von  a  durch  eine  gewisse 
Strecke  AB,  ein  Teil  der  Grenze  von  ß  durch  eine  Strecke  CD 
gebildet  wird,  wenn  diese  Strecken  in  dem  oben  ang^ebenen 
Sinne  derselben  Geraden  angehören,  keine  in  dieser  Geraden 
enthaltene  Strecke  in  das  Innere  einer  der  beiden  Flächen  ällt, 
und  wenn  man  endlich  eine  ebene  Fläche  bestimmen  kann,  der 
die  beiden  gegebenen  Flächen  als  Teile  angehören. 

Endlich  kann  man  die  Ebene  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
betrachten.  Man  geht  von  einem  ebenen  Flächenstück  A  aus, 
nimmt  ein  zweites  A»  hinzu,  welches  einen  Teil  mit  A  gemein- 
schaftlich hat,  aber  zum  Teil  über  dassell^e  hinausgeht;  eine 
weitere  ebene  Fläche  A«  falle  wiederum  zum  Teil  mit  Ai  zu-^ 
sammen  u.  s.  w.;  auf  diese  Weise  möge  man  zu  einer  ebenen 
Fläche  B  gelangen,  die  mit  einem  vorher  gefundenen  Flächenstück 
An  einen  Teil  gemeinsam  hat;  alsdann  betrachten  wir  die  ebenen 
Flächen  A  und  B  als  derselben  Ebene  angehörend.  Hierbei  sieht 
man  ganz  von  der  Begrenzung  ab  und  verlangt  nur,  dafs  die  ein- 
zelnen Teile  durch  Erweiterung  des  Gebietes  in  einander  über- 
geführt werden  können.  Meistens  genügt  folgende  Festsetzung: 
Die  ebenen  Flächen  A  und  B  sollen  derselben  Ebene  angehören, 
wenn  es  ein  drittes  ebenes  Flächenstück  giebt,  dem  sowohl  die 
Fläche  A  wie  die  Fläche  B  als  Teile  angehören. 

Der  Winkel. 

1.  Für  den  Anfang  der  Geometrie  genügt  es,  nur  solche 
Winkel  zu  betrachten,  die  kleiner  sind  als  zwei  Rechte.  Auch 
im  weiteren  Verlauf  wird  diese  Beschränkung  stets  festgehalten, 
wofern  nicht  der  Zusammenhang  oder  eine  ausdrückliche  Fest- 
setzung es  anders  verlangt.  Da  man  zudem  den  allgemeinsten 
Begriff  des  Winkels  leicht  herleiten  kann,  sobald  man  den  ur- 
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sprünglichen  Begriff  entwickelt  hat,  so  genügt  es  fiir  unsem  Zwecke 
was  im  folgenden  stets  geschehen  soll,  sich  auf  den  nächsten 
Begriff  des  Winkels  zu  beschränken.  Das  thun  auch  alle  die- 
jenigen,  welche  den  Winkel  als  »die  Neigung  zweier  Geraden  zu 
einander«  oder  als  den  >>Unterschied  ihrer  Richtungen«  definieren. 
Indessen  ist  diese  Form  ungenau,  da  zwei  gerade  Linien  vier 
Winkel  mit  einander  bilden,  die  sich  allerdings  zu  zwei  Paaren 
gleicher  Winkel  anordnen.  Man  mufs  also  von  der  Neigung 
zweier  Halbgeraden  (Strahlen)  sprechen,  die  den  Endpunkt  ge- 
meinsam haben.  Jedoch  hat  man  hiermit  keine  eigentliche  De- 
finition gegeben,  da  man  den  zu  erklärenden  Begriff  auf  einen 
anderen  Begriff  zurückführt,  der  selbst  nicht  näher  erklärt  wird. 
Damit  soll  nicht  geleugnet  werden,  dafs  es  beim  Unterrichte  an- 
gebracht ist,  diesen  Ausdruck  zur  Erläuterung  heranzuziehen,  da 
dem  Schüler  klar  gemacht  werden  mufs,  dafs  es  für  den  Winkel 
nicht  auf  die  Länge  der  Schenkel  ankommt. 

Man  erklärt  auch  den  Winkel  als  eine  Figur,  welche  aus 
zwei  in  demselben  Punkte  begrenzten  Strahlen  besteht.  Wenn 
man  diese  Erklärung  aufstellt,  mufs  man  beachten,  dafs  der  Raum 
unbeweglich  ist  und  dafs  damit  auch  die  Raumgebilde  so  lange 
unveränderlich  sind,  als  man  nur  ihre  Lage  im  Räume  betrachtet. 
Zwar  liebt  man  es  vielfach,  nur  den  Strecken  eine  unveränder- 
liche Länge  beizulegen,  aber  Strahlen  beliebige  Drehungen  um 
ihren  Endpunkt  zu  gestatten  und  die  feste  Lage  erst  durch  die 
Hinzunahme  weiterer  Linien  herbeizuführen.  Eine  derartige  Fest- 
setzung ist  aber  rein  willkürlich;  vielmehr  hat  der  einzelne  Strahl 
bereits  eine  feste  Lage,  die  man  natürlich  durch  Bewegung  ver- 
ändern kann.  Sobald  man  von  der  Neigung  zweier  Strahlen 
spricht,  fafst  man  zum  mindesten  ihre  gegenseitige  Lage  als  un- 
veränderlich auf  Demnach  enthält  der  Begriff  der  aus  zwei 
Strahlen  bestehenden  Figur  alles,  was  man  mit  dem  Worte  Nei- 
gung ausdrücken  will. 

2.  Reicher  wird  indessen  der  Begriff  des  Winkels,  wenn  man 
die  durch  die  Schenkel  gelegte  Ebene  hinzunimmt.  Diese  Ebene 
wird  durch  die  Schenkel  in  zwei  Teile  zerlegt.  Um  diese  von 
einander  zu  unterscheiden,  wähle  man  auf  dem  einen  Schenkel 
einen  Punkt  A,  auf  dem  anderen  einen  Punkt  B;  dann  liegt  die 
Strecke  AB  in  einem  der  beiden  Teile.    Dieser  Teil  ist,  wie  man 
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leicht  beweist,  unabhängig  davon,  welche  Punkte  man  auf  den 
beiden  Schenkeln  gewählt  hat.  Demnach  ist  es  angebracht,  diesen 
Teil  zu  bevorzugen  und  als  Winkelfeld  zu  bezeichnen.  (Wie 
man  diese  Erklärung  für  die  Riemannsche  Geometrie,  ihre  Polar- 
form und  die  Clifford-Kleinschen  Raumformen  umgestalten  mufs, 
bedarf  wohl  keiner  nähern  Auseinandersetzung.) 

Bei  dieser  Festsetzung  gilt  der  Satz,  dafs  Winkel,  deren 
Schenkel  zusammenfallen,  auch  dasselbe  Winkelfeld  haben.  Auch 
liegt  es  nahe,  von  zwei  Winkelfeldem,  die  denselben  Scheitel 
haben  und  von  denen  das  eine  einen  Teil  des  andern  bildet,  das 
eine  als  das  kleinere,  das  andere  als  das  gröfsere  zu  bezeichnen. 
Dieser  Ausdruck  ist  berechtigt,  da  die  bestimmende  Eigenschaft 
bei  Erweiterung  des  Gebiets  unverändert  bleibt.  Man  darf  die 
entsprechende  Bezeichnung  auch  auf  die  Winkel  selbst  übertragen 
und  sie  als  gleich,  gröfser  und  kleiner  unterscheiden.  Will  man 
zwei  Winkel  nach  ihrer  Gröfse  mit  einander  vergleichen,  so  legt 
man  sie  mit  dem  Scheitel  und  dem  einen  Schenkel  über  einander 
(in  dieselbe  Halbebene);  dadurch  wird  die  Vergleichung  ermög- 
licht, und  man  erkennt,  dafs  zwei  beliebige  Winkel  entweder 
einander  gleich  sind,  oder  dafs  der  eine  gröfser  ist  als  der  andere. 

3.  Die  Messung  des  Winkels  gehört  an  sich  wohl  nicht  in 
den  Anfang  des  geometrischen  Unterrichts,  sondern  an  eine  viel 
spätere  Stelle.  Indessen  empfiehlt  es  sich  aus  mancherlei  Gründen, 
den  Schüler  recht  früh  im  Gebrauch  des  Transporteurs  zu  üben 
und  diejenigen  Sätze  anzugeben,  auf  die  sich  dies  Instrument 
stützt. 

Will  man  aber,  was  für  manche  Untersuchungen  genügt,  die 
Winkel  nur  nach  gleich,  gröfser  und  kleiner  vergleichen,  so  bedarf 
man  der  Ebene  nicht;  es  genügt,  die  beiden  Sätze  zu  benutzen, 
dafs  eine  Drehung  um  eine  Gerade  möglich  ist,  und  dafs  diese 
soweit  fortgesetzt  werden  kann,  bis  jeder  Punkt  seine  Anfangs- 
lage wieder  erreicht.  Dreht  man  einen  Winkel  AOB  um  den 
einen  Schenkel  OA,  so  beschreibt  der  andere  eine  Fläche,  welche 
zwei  Teile  des  Raumes  gegen  einander  abgrenzt.  Einen  zweiten 
Winkel  CQD  legt  man  so,  dafs  der  Punkt  Q  auf  O  und  der 
Strahl  QC  auf  OA  fällt;  gehört  dann  der  Punkt  D  der  Fläche 
an,  so  werden  die  Winkel  als  gleich  bezeichnet,  weil  sie  mit 
einander  zur  Deckung  gebracht  w^erden  können;   wenn  aber  der 
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Punkt  D  in  denjenigen  Raumteil  fällt,  in  dem  der  ruhende  Strahl 
OA  liegt,  so  soll  der  Winkel  CQD  kleiner  sein  als  AOB. 

Um  diese  Festsetzung  als  berechtigt  nachzuweisen,  hat  man 
nur  die  Grundeigenschaften  der  geraden  Linie  und  einige  Sätze 
über  die  Bewegung,  oder  wenn  man  lieber  will,  einige  Eigen- 
schaften der  Kugel  zu  benutzen;  dagegen  werden  die  Eigenschaften 
der  Ebene  nicht  vorausgesetzt. 

4.  Zwei  Winkel,  welche  einen  Schenkel  gemein  haben, 
während  die  anderen  derselben  geraden  Linie  angehören,  werden 
Nebenwinkel  genannt;  wenn  zwei  Nebenwinkel  einander  gleich 
sind,  so  heifst  jeder  von  ihnen  ein  Rechter.  Die  Frage,  ob  es 
rechte  Winkel  giebt,  beantwortet  Euklid  durch  eine  Konstruktion. 
Dabei  werden  aber,  wie  wir  früher  (V  §  8  S.  41)  hervorgehoben 
haben,  einige  Sätze  benutzt,  die  sich  auf  das  Princip  der  Stetig- 
keit stützen;  es  ist  demnach  gestattet,  die  Existenz  des  rechten 
Winkels  direkt  aus  diesem  Princip  herzuleiten. 

Man  gehe  von  den  beiden  Nebenwinkeln  AOC  und  BOG 
aus,  wo  OA  und  OB  entgegengesetzte  Richtung  haben.  Sind 
diese  gleich,  so  ist  jeder  ein  Rechter;  ist  aber  etwa  AOG<CBOG, 
so  ziehe  man  im  Winkelfelde  BOG  einen  Strahl  OD  so,  dafs 
BOD  =  AOG  ist;  dann  ist  auch  AOD  —  BOG.  Läfst  man  jetzt 
einen  Strahl  OX  sich  in  der  Ebene  um  O  aus  der  Lage  OG  in 
die  Lage  OD  drehen,  so  ist  bei  Beginn  der  Bewegung  der  Winkel 
AOX  kleiner  als  BOX,  am  Ende  der  Bewegung  aber  AOX  gröfser 
als  BOX;  folglich  mufs  OX  während  der  Bewegung  eine  Lage 
annehmen,  in  der  die  beiden  Winkel  einander  gleich  sind.  Hiermit 
ist  die  Existenz  des  rechten  Winkels  bewiesen. 

Es  ist  nicht  nötig,  bei.  dieser  Herleitung  die  Ebene  zu  be- 
nutzen. Wenn  die  beiden  Nebenwinkel  AOG  und  BOG  gegeben 
sind,  so  genügt  es,  den  Strahl  OD  so  zu  ziehen,  dafs  BOD=GOA 
ist,  und  im  übrigen  seine  Lage  willkürlich  zu  lassen.  Geht  jetzt 
der  Strahl  OX  aus  der  Lage  OG  in  die  Lage  OD  stetig  über, 
so  mufs  er  mindestens  einmal  eine  Lage  annehmen,  in  welcher 
AOX  =  BOX  ist. 

5.  Euklid  verlangt  in  seinem  vierten  Postulat,  dafs  alle  rechten 
Winkel  einander  gleich  sind.  Dies  Postulat  wird,  soweit  ich 
übersehen  kann,  von  keiner  Seite  mehr  als  solches  anerkannt; 
nur  Herr  Lindemann  ^*)  glaubt  es  retten  zu  sollen.  Dieser  Gelehrte 
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geht  von  folgender  Überlegung  aus:  Wenn  jemand  von  der  surren 
Bewegung  voraussetzt^  dafs  sie  alle  Geraden  und  Ebenen  in  ein- 
ander überführt  und  zugleich  alle  Längen  und  Winkel  unver- 
ändert läfst,  so  legt  er  mehr  Voraussetzungen  zu  Grunde  als 
notwendig  sind,  weil  die  hierbei  angenommenen  Eigenschaften 
zum  Teil  blofse  Folgerungen  aus  den  übrigen  sind.  Seines  Er- 
achtens  genügt  es,  ohne  Beweis  anzunehmen,  a)  dafs  alle  Geraden 
und  Ebenen  in  einander  übergeführt  werden  können,  b)  dafs  alle 
Längen  ungeändert  bleiben,  und  c)  dafs  alle  rechten  Winkel  zur 
Deckung  gebracht  werden  können.  Wenn  eine  Bewegtmg  diesen 
Forderungen  genügt,  so  bleiben  bei  ihr  auch,  wie  rein  projektive 
Untersuchungen  zeigen,  alle  Winkel  ungeändert. 

Demnach  bezeichnet  er  es  als  unlogisch,  »die  einfacheren 
Grundsätze  Euklids  durch  umfassendere  Folgesätze  zu  ersetzen.« 
Diejenigen,  welche  den  Begriff  der  starren  Bewegung  in  voller 
Allgemeinheit  voraussetzen,  begehen  nach  seiner  Ansicht  denselben 
Fehler,  wie  diejenigen,  welche  etwa  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
als  ein  Dreieck  mit  zwei  gleichen  Seiten  und  zwei  gleichen 
Winkeln  definieren  wollten,  da  sie  in  die  Definition  Eigenschaften 
mit  aufnehmen,  welche  blofse  Folgerungen  aus  den  übrigen  Eigen- 
schaften sind.  Demnach  stellt  er  das  vierte  Postulat  Euklids 
geradezu  neben  die  Annahme  Riemanns  von  der  Konstanz  des 
Krümmungsmafses. 

Lindemann  übersieht  aber  hierbei,  dafs  er  dem  griechischen 
Mathematiker,  den  er  verteidigen  will,  dem  er  sogar  eine  Ahnung 
der  Kleinschen  Entdeckungen  beilegen  möchte,  einen  logischen 
Fehler  imputiert.  Die  starre  Bewegung  soll  dadurch  charakterisiert 
werden,  dafs  bei  ihr  die  rechten  Winkel  ungeändert  bleiben;  der 
rechte  Winkel  wird  definiert  (Def.  10)  als  ein  solcher,  der  seinem 
Nebenwinkel  gleich  ist;  die  Gleichheit  wird  erst  durch  die  Mög- 
lichkeit der  Deckung  erkannt  (Axiom  4),  diese  aber  durch  starre 
Bewegung  vermittelt.  Demnach  setzt  die  Definition  des  rechten 
Winkels  bereits  die  starre  Bewegung  voraus,  während  die  letztere 
selbst  erst  durch  die  Gleichheit  der  rechten  Winkel  definiert 
werden  soll.  Ein  derartiger  Zirkel  ist  aber  weit  schlimmer  als 
eine  Definition,  die  sich  nicht  mit  den  unbedingt  notwendigen 
Merkmalen  begnügt. 

Übrigens  verfällt  hier  Lindemann  in   denselben  Fehler,   den 
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er  anderen  vorwirft,  indem  er  annimmt,  dafs  neben  den  Axiomen 
der  Geraden,  der  Ebene  und  des  Kreises,  also  neben  den  von 
Euklid  in  seiner  vierten,  siebenten  und  fünfzehnten  Definition 
gemachten  Voraussetzungen  noch  sein  viertes  Postulat  notwendig 
sei.  Wie  wir  in  H  §  7—9  (B.  1.  S.  128-149)  und  in  VI  §  5 
(S.  129  ff.)  nachgewiesen  haben,  gestatten  die  Axiome  der  Geraden, 
der  Ebene  und  des  Kreises,  den  Winkel  einzuführen  und  zu 
zeigen,  dafs  jede  Bewegung,  welche  den  genannten  Axiomen 
genügt,  die  Winkel  ungeändert  läfst.  Die  Forderung,  den  rechten 
Winkel  wieder  in  einen  rechten  Winkel  überzuführen,  ist  also 
überflüssig. 

Wir  haben  sogar  bedeutend  weiter  gehen  können,  indem 
wir  in  VI  §  6  (S.  153  ff.)  zur  Charakterisierung  der  starren  Be- 
wegung neben  der  Annahme,  dafs  alle  Ebenen  wieder  in  Ebenen 
übergehen,  nur  die  Existenz  zweier  Kreise  voraussetzten.  Auch 
hierbei  stellt  sich  die  Erhaltung  der  Gröfse  des  Winkels  als  eine 
Folgerung  aus  den  Prämissen  heraus.  So  sehr  wir  es  daher 
Herrn  Lindemann  als  Verdienst  anrechnen,  darauf  hingewiesen 
zu  haben,  dafs  es  nach  Einführung  der  Geraden  und  der  Ebene 
nicht  mehr  notwendig  ist,  axiomatisch  vorauszusetzen,  dafs  alle 
Gröfsenbeziehungen  bei  der  starren  Bewegung  erhalten  bleiben, 
müssen  wir  doch  seinen  Versuch,  das  vierte  Postulat  Euklids  als 
berechtigt  nachzuweisen,  als  mifslungen  bezeichnen. 

Eine  derartige  Beschreibung  der  starren  Bewegung  ist  indessen 
nur  möglich,  wenn  man  von  der  Projektivität  ausgeht  und  das 
System  der  Geraden  und  Ebenen  axiomatisch  voraussetzt.  Will 
man  aber  diese  Gebilde  aus  allgemeineren  Principien  herleiten, 
so  kann  man  den  Begriff  der  starren  Bewegung  in  seinem  vollen 
Um&nge  nicht  entbehren.  In  diesem  Falle  baut  sich  nämlich  die 
Geometrie  wesentlich  auf  diesem  Begriffe  auf,  und  es  versteht 
sich  von  selbst,  dafs  ein  Begriff,  der  einem  solchen  Lehrgebäude 
als  Grundlage  dient,  einen  reichen  Inhalt  haben  mufs. 

§  3. 

Über  die  Ebene  und  die  (Gerade  als  Baumgebilde. 

1.  Eine  wahrhaft  musterhafte  Darlegung  aller  Voraussetzungen, 
welche  über  die  Gerade  und  die  Ebene  gemacht  werden  müssen, 
wenn  man  daraus  die  weiteren  Eigenschaften  in  voller  Strenge 
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herleiten  will,  giebt  Pasch  in  seinen  Vorlesungen  über  die  neuere 
Geometrie.  Darin  geht  er  von  der  (geraden)  Strecke  und  ent- 
sprechend von  der  ebenen  Fläche  aus  und  gelangt  erst  alimlhlich 
zur  unbegrenzten  Gerade  und  zur  Ebene.  Seine  Methode  ist 
dadurch  charakterisiert,  dafs  keine  Definitionen  aufgestellt,  sondern 
nur  hinreichend  viele  Eigenschaften  der  Gebilde  vorausgesetzt 
werden.  Demnach  stellt  er  über  die  Gerade  acht  und  über  die 
Ebene  vier  Grundsätze  auf.  Es  wird  gut  sein,  dieselben  hier  mit- 
zuteilen. 

a)  Grundsätze  über  die  Gerade: 

1.  Zwischen  zwei  Punkten  kann  man  stets  eine  gerade  Strecke 
ziehen,  und  zwar  nur  eine. 

2.  Man  kann  stets  einen  Punkt  angeben,  der  innerhalb  einer 
gegebenen  geraden  Strecke  liegt. 

3.  Liegt  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke  AB,  so  liegt  der 
Punkt  A  aufserhalb  der  Strecke  BC. 

4.  Liegt  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke  AB,  so  sind  alle 
Punkte  der  Strecke  AG  zugleich  Punkte  der  Strecke  AB. 

5.  Liegt  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke  AB,  so  kann  ein 
Punkt,  der  keiner  der  Strecken  AG  und  BC  angehört,  nicht  zur 
Strecke  AB  gehören. 

6.  Sind  A  und  B  beliebige  Punkte,  so  kann  man  den  Punkt 
C  so  wählen,  dafs  B  innerhalb  der  Strecke  AC  liegt. 

7.  Liegt  der  Punkt  B  innerhalb  der  Strecken  AC  und  AD, 
so  liegt  entweder  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke  AD,  oder 
der  Punkt  D  innerhalb  der  Strecke  AC. 

8.  Liegt  der  Punkt  B  innerhalb  der  Strecke  AC  und  der 
Punkt  A  innerhalb  der  Strecke  BD,  und  wird  CD  durch  eine 
gerade  Strecke  verbunden,  so  liegt  der  Punkt  A  auch  innerhalb 
der  Strecke  CD. 

b)  Grundsätze  über  die  Ebene: 

L  Durch  drei  beliebige  Punkte  kann  man  eine  ebene  Fläche 
legen. 

2.  Wird  durch  zwei  Punkte  einer  ebenen  Fläche  eine  gerade 
Strecke  gezogen,  so  existiert  eine  ebene  Fläche,  welche  alle  Punkte 
der  vorigen  und  auch  die  Strecke  enthält. 

3.  Wenn  zwei  ebene  Flächen  E,  E'  einen  Punkt  gemein 
haben,  so  kann  man  einen  anderen  Punkt  angeben,   der  sowohl 
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mit  allen  Punkten  von  E,  als  auch  mit  allen  Punkten  von  E  je 
in  einer  ebenen  Fläche  enthalten  ist. 

4.  Sind  in  einer  ebenen  Fläche  drei  Punkte  A,  B,  C  durcli 
die  geraden  Strecken  AB,  BC,  AC  paarweise  verbunden,  und  ist 
in  derselben  ebenen  Fläche  die  gerade  Strecke  DE  durch  einen 
innerhalb  der  Strecke  AB  gelegenen  Punkt  gezogen,  so  geht  die 
Strecke  DE  oder  eine  Verlängerung  derselben  entweder  durch 
einen  Punkt  der  Strecke  AC  oder  durch  einen  Punkt  der  Strecke  BC. 

Diese  Voraussetzungen  gestatten,  die  projektiven  Eigenschaften 
herzuleiten;  um  aber  die  Metrik  zu  begründen,  werden  zehn  wei- 
tere Grundsätze  beigefügt. 

Die  grofse  Zahl  dieser  Voraussetzungen  kann  auf  den  ersten 
BUck  auffallend  erscheinen;  aber  man  berücksichtige,  dafs  hier  alle 
diejenigen  Sätze  aufgenommen  sind,  welche  gewöhnlich  aus  den 
Principien  der  Teilung,  der  Stetigkeit  u.  s.  w.  hergeleitet  werden. 
So  kann  der  zweite  Grundsatz  über  die  Gerade  auch  die  Form 
erhalten : 

Man  kann  die  Strecke  in  zwei  Teile  zerlegen;  der  Punkt, 
der  die  Grenze  dieser  Teile  bildet,  gehört  der  Strecke  an. 

Überhaupt  wenden  die  Grundsätze  3,  4,  5,  7,  8  über  die 
Gerade  das  Princip  der  Teilung  auf  die  Strecke  an,  während  der 
Grundsatz  6  die  Verlängerung  der  Strecke  begründet.  Der  vierte 
Grundsatz  über  die  Ebene  kommt  auf  das  Princip  der  Stetigkeit 
hinaus. 

Nun  ist  es  gewifs  sehr  anzuerkennen,  dafs  alle  Voraus- 
setzungen, welche  in  dem  genannten  Werke  benutzt  werden,  auf 
den  ersten  Seiten  in  solcher  Vollständigkeit  und  Klarheit  aufgestellt 
werden;  aber  es  fragt  sich,  ob  sie  als  Grundlagen  der  Geometrie 
genügen.  Ehe  man  diese  Frage  bejaht,  versuche  man  diejenigen 
Sätze,  welche  über  die  Gerade  und  die  Ebene  hinausgehen,  mit 
gleicher  Strenge  herzuleiten.  Ich  will  hier  nur  an  die  synthe- 
tische Begründung  der  Kegelschnitte  vermittelst  projektiver  ebener 
Strahlenbündel  erinnern.  Hier  kommt  es  doch  wohl  an  erster 
Stelle  darauf  an,  zu  erkennen,  dafs  vermittelst  dieser  Konstruktion 
nicht  blofs  einzelne  Punkte,  sondern  ein  zusammenhangendes 
Gebilde,  eine  Linie,  gewonnen  wird.  Auch  mufs  auf  diese  Linie 
wieder  die  Teilung  angewandt  werden;  man  mufs  also  zeigen, 
dafs  für  diese  Linien  im  wesentlichen  dieselben  Sätze  gelten,  wie 
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sie  in  den  Grundsätzen  3 — 3,  7,  8  fbr  die  Gerade  eingeführt  sind. 
Auch  die  Art,  wie  die  Lehre  über  den  Schnitt  einer  Geraden 
mit  einem  Kegelschnitt  und  über  die  gemeinschaftlichen  Punkte 
zweier  Kegelschnitte  gewöhnlich  behandelt  wird,  lä&t  sich  nicht 
ohne  weiteres  an  die  Entwicklungen  des  Herrn  Pasch  anschlieisen. 
Es  bedarf  daher  noch  einer  eigenen  Untersuchung,  um  darüber 
zu  entscheiden,  ob  die  angegebenen  Grundsätze  wirklich  für  den 
Aufbau  der  Geometrie  genügen. 

2.  Euklid  giebt  für  die  Gerade  und  die  Ebene  folgende  Defi- 
nitionen, welche  in  den  Vorbemerkungen  zum  ersten  Buche  die 
vierte  und  die  siebente  Stelle  einnehmen: 

»Die  Gerade  ist  diejenige  Linie,  welche  gegen  die  in  ihr 
enthaltenen  Punkte  gleichförmig  liegt.« 

»Die  Ebene  ist  diejenige  Fläche,  welche  zwischen  den  in  ihr 
<;nthaltenen  Geraden  gleichförmig  liegt.« 

Da  in  der  letzten  Definition  die  gleichförmige  Lage  zwischen 
ilen  in  einer  Ebene  enthaltenen  Geraden  gefordert  wird,  haben 
wir  zunächst  zu  fragen,  welche  Geraden  hierbei  bereits  voraus- 
gesetzt werden.  Der  Wortlaut,  sowie  die  Ähnlichkeit  mit  der 
Definition  der  geraden  Linie,  könnte  uns  veranlassen  zu  denken, 
dafs  alle  in  der  Ebene  enthaltenen  Geraden  von  vom  herein 
postuliert  werden.  Aber  eine  solche  Auffassung  dürfte  nicht  ge- 
stattet sein.  Euklid  will  von  vorn  herein  gewifs  nur  eine  einfach 
unendliche  Schar  von  Geraden  betrachten  und  fügt  die  Forderung 
der  gleichförmigen  Lage  hinzu,  um  die  Ebene  vor  den  übrigen 
Flächen  auszuzeichnen,  in  denen  unendlich  viele  gerade  Linien 
enthalten  sind.  Wahrscheinlich  vergleicht  er  die  Ebene  mit  den 
verschiedenen  Arten  von  Kegelflächen,  indem  er  eine  Schar  von 
Geraden  betrachtet,  die  durch  einen  festen  Punkt  gehen;  dabei 
legt  er  ohne  Zweifel  zwei  gerade  Linien  zu  Grunde  und  bestimmt 
die  übrigen  Punkte  (und  Geraden)  durch  die  Forderung  der  gleich- 
förmigen Lage. 

An  zweiter  Stelle  müssen  wir  eine  Erklärung  des  Ausdrucks 
»gleichförmige  Lage«  (ig  loav  xelod-ai)  verlangen.  Indessen 
suchen  wir  diese  bei  Euklid  und  überhaupt  bei  den  Alten  ganz 
vergebens.  Proklus,  der  doch  weitschweifig  genug  ist,  geht  auf 
diese  Frage  nicht  ein;  bei  der  Ebene  begnügt  er  sich  damit,  die 
verschiedenen  Arten  der  in  sich  verschiebbaren  Flächen  anzugeben; 
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betreffs  der  Geraden  behauptet  er,  der  Ausdruck  solle  heifsen,  die 
gerade  Strecke  sei  der  kürzeste  Weg  zwischen  je  zwei  ihrer  Punkte, 
was  ohne  Zweifel  Euklid  ganz  fern  gelegen  hat. 

3.  Augenblicklich  scheinen  folgende  Definitionen  sehr  beliebt 
zu  sein: 

»Die  Gerade  ist  diejenige  Linie,  welche  durch  zwei  ihrer 
Punkte  bestimmt  ist.« 

»Die  Ebene  ist  diejenige  Fläche,  welche  durch  eine  Gerade 
und  einen  nicht  in  ihr  enthaltenen  Punkt  bestimmt  ist.« 

Manche  ziehen  für  die  Ebene  die  Form  vor,  sie  sei  durch 
drei  Punkte  bestimmt;  hier  mufs  aber  die  Beschränkung  beigefügt 
werden,  dafs  die  drei  Punkte  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Man  glaubt  vielfach,  hierdurch  alles  Axiomatische  entfernt 
und  diese  Gebilde  rein  begrifflich  eingeführt  zu  haben.  Auch 
meint  man  jetzt  folgern  zu  dürfen,  dafs  die  Ebene  jede  zwischen 
zwei  ihrer  Punkte  gezogene  Gerade  ganz  enthält,  und  dafs  zwei 
verschiedene  Ebenen  eine  gerade  Linie  gemein  haben. 

Es  will  mir  scheinen,  als  ob  die  Art,  wie  die  Gerade  und 
die  Ebene  in  der  projektiven  Geometrie  eingeführt  worden,  auf 
die  Beliebtheit  der  angegebenen  Definitionen  von  Emflufs  gewesen 
sei.  Indessen  besteht  zwischen  der  in  der  projektiven  Geometrie 
geltenden  Auffassung  und  derjenigen,  welche  sich  in  den  auf- 
gestellten Definitionen  kundgiebt,  ein  wesentlicher  Unterschied. 
Im  letzteren  Falle  wird  ein  ganz  bestimmtes  System  von  Linien 
und  Flächen  verlangt;  für  die  Projektivität  kommt  es  nur  darauf 
an,  irgend  ein  System,  welches  den  angegebenen  Forderungen 
genügt,  den  weiteren  Untersuchungen  zu  Grunde  zu  legen.  Indem 
man  sich  aber,  nachdem  ein  solches  System  einmal  gewählt  ist, 
ganz  auf  dasselbe  beschränkt,  dürfen  wir  jede  einzelne  Linie  des- 
selben durch  zwei,  jede  seiner  Flächen  durch  drei  Punkte  be- 
stimmen (wo  im  letzten  Falle  die  drei  Punkte  nicht  derselben 
Linie  des  Systems  angehören).  Trotz  der  Ähnlichkeit  in  der 
äufsern  Form  besteht  demnach  in  der  Sache  volle  Verschiedenheit. 
Es  geht  also  nicht  an,  die  projektive  Geometrie  zur  Rechtfertigung 
dieser  Definitionen  heranzuziehen. 

Vielleicht  hat  auch  ein  anderer  Umstand  aut  die  Aufstellung 
der  Definitionen  eingewirkt.  Nachdem  für  eine  Kurve  oder  Fläche 
gewisse  Eigenschaften  festgelegt  sind,  besteht  eine  wichtige  Aufgabe 
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in  der  Ermittlung  der  Zahl  von  Punkten ,  durch  welche  man 
Kurven  oder  Flächen  von  der  verlangten  Eigenschaft  nar  in  einer 
endlichen  Anzahl  legen  kann.  So  gehen  durch  vier  Punkte  der 
Ebene  zwei  Parabeln  hindurch.  Hervorragende  Wichtigkeit  bietet 
der  Fall  9  dafs  durch  eine  gewisse  Zahl  von  Punkten  jedesmal 
eine,  und  zwar  eine  einzige  Kurve  oder  Fläche  gelegt  werden 
kann;  alsdann  sagt  man,  das  Gebilde  sei  durch  die  Punkte  be- 
stimmt. In  diesem  Sinne  ist  ein  Kreis  durch  drei  nicht  in 
gerader  Linie  liegende  Punkte,  ein  K^elschnitt  durch  fünf  Punkte 
bestimmt,  welche  so  in  einer  Ebene  liegen,  dafs  keine  drei  unter 
ihnen  einer  geraden  Linie  angehören.  Nun  hat  man  versucht, 
die  Aufgabe  umzukehren  und  die  Eigenschaften  eines  Gebildes 
aus  der  Zahl  der  dasselbe  bestimmenden  Punkte  herzuleiten.  Aber 
was  kann  denn  der  Ausdruck:  Eine  Linie  oder  eine  Flache  ist 
durch  eine  gewisse  Zahl  von  Punkten  bestimmt,  fiir  einen  Inhalt 
haben,  solange  man  die  Eigenschaften  der  Linie  oder  der  Fläche 
nicht  als  bekannt  voraussetzt.^  Vergebens  sieht  man  sich  nach 
einer  Erklärung  dieses  Ausdrucks  um,  die  doch  gegeben  sein  mufs, 
ehe  man  mit  der  aufgestellten  Definition  operieren  darf. 

Auch  mufs  es  auffallen,  dafs  man  diese  Definition  auf  die 
Gerade  und  die  Ebene  beschränkt  und  bei  den  übrigen  Gebilden 
von  anderen  Definitionen  ausgeht.  Der  Grund  liegt  einfach  darin, 
dafs  man  mit  der  Erklärung  nichts  anfangen  kann.  Selbst  die 
Versuche,  die  einfachsten  Eigenschaften  der  Gerade  und  Ebene 
aus  ihr  herzuleiten,  können  auf  Strenge  keinen  Anspruch  machen. 
Wollte  man  aber  weitergehen,  so  würde  die  Leere  des  Begriffs 
noch  deutlicher  hervortreten.  So  versuche  man  nur,  der  Unter- 
suchung des  Kreises  die  Eigenschaft  zu  Grunde  zu  legen,  dafs  er 
durch  drei  Punkte  bestimmt  sei;  man  wird  schwerUch  zum  Ziele 
gelangen. 

Selbst  in  der  Beschränkung  auf  die  Gerade  und  die  Ebene 
würde  die  Definition  nur  dann  einen  Schein  von  Berechtigung 
beanspruchen  können,  wenn  es  nur  ein  System  von  Linien  und 
Flächen  gäbe,  welches  durch  die  Forderung  charakterisiert  ist, 
dafs  durch  irgend  zwei  Punkte  des  Raumes  eine  einzige  Linie 
des  Systems  und  durch  jede  Linie  des  Systems  und  einen  nicht 
in  ihr  enthaltenen  Punkt  eine  einzige  Fläche  des  Systems  hin- 
durchgeht.    Wie  wir  aber  früher  (VI   §  L  S.  77,   78)  erkannt 
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haben,  giebt  es  ganz  verschiedene  Systeme,  welche  dieser  For- 
derung genügen. 

4.  Wenn  wir  auch  aus  den  angegebenen  Gründen  die  auf- 
gestellte Definition  verwerfen  müssen,  so  fi-agt  es  sich,  ob  in  ihr 
nicht  ein  gesunder  Kern  enthalten  sei.  Nur  wenn  die  Antwort 
bejahend  ausfällt,  ist  die  Beliebtheit  dieser  Definition  zu  begreifen. 
In  der  That  glaube  ich,  dafs  das  folgende  Postulat  recht  geeignet 
ist,  die  genannten  Gebilde  einzuführen: 

»Es  giebt  ein  System  von  Linien  und  Flächen,  welches  fol- 
genden Forderungen  genügt: 

a)  durch  irgend  zwei  Punkte  des  Raumes  geht  eine  und 
zwar  eine  einzige  Linie  des  Systems; 

b)  durch  eine  Linie  des  Systems  und  einen  nicht  in  ihr  ge- 
legenen Punkt  geht  jedesmal  eine  einzige  Linie  des  Systems; 

c)  das  System  dieser  Flächen  und  Linien  bleibt  bei  allen 
Bewegungen  ungeändert.« 

Die  dritte  Forderung  kann  auch  durch  die  folgende  ersetzt 
werden :  Jede  Fläche  des  Systems  bleibt  bei  einer  Bewegung  ent- 
weder in  Deckung  mit  seiner  Anfangslage  oder  geht  in  eine 
andere  Fläche  des  Systems  über.*) 

Scheinbar  hat  die  neue  Definition  denselben  Inhalt  wie  die 
frühere;  in  Wirklichkeit  besteht  zwischen  ihnen  eine  wesentliche 
Verschiedenheit,  und  die  Ähnlichkeit  beruht  nur  in  der  Form. 
Indem  man  die  Gerade  durch  zwei  Punkte  bestimmt  sein  läfst, 
erweckt  man  den  Anschein,  als  ob  die  Gerade  rein  begriflFlich, 
ohne  jedes  Axiom  eingeführt  werden  könne.  Man  operiert  mit 
dem  Ausdruck  »bestimmt  sein  durch  Punkte«  wie  mit  einem 
GrundbegriflF;  man  erklärt  es  für  selbstverständlich,  daft  durch 
einen  einzigen  Punkt  eine  Linie  noch  nicht  bestimmt  sein  könne, 
dafs  aber  zwei  Punkte  hierfür  genügen  müfsten.  Auf  entsprechende 
Weise  führt  man  die  Ebene  ein  und  wird  sich  nicht  bewufst, 
neue  Axiome  eingeführt  zu  haben.  Dagegen  legt  man  bei  der 
zuletzt  gegebenen  Definition  ausdrücklich  ein  Axiom  zu  Grunde 
und  nimmt  dadurch  einen  principiell  entgegengesetzten  Stand- 
punkt ein. 

•)  Ich  brauche  wohl  nicht  zu  bemerken,  dafs  man  sich  auch  bei  der 
Aufstellung  dieser  Forderungen  auf  einen  gewissen  endlichen  Bereich  be- 
schränken mufs. 

12* 
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f).  Veronese  giebt  eine  Definition  der  Geraden,  welche  äuiser- 
lich  eine  Vereinigung  der  Euklidischen  Definition  mit  der  an 
zweiter  Stelle  besprochenen  darstellt,  indem  er  sagt: 

>>Es  giebt  ein  in  der  Position  seiner  Teile  identisches  Punkt- 
system einer  Dimension,  welches  durch  zwei  seiner  Punkte,  die 
verschieden  sind,  bestimmt  wird  und  stetig  ist.  Dies  System 
heifst  gerade  Linie  oder  Gerade.« 

Unter  dem  Ausdruck  »in  der  Position  seiner  Teile  identisch« 
soll  hier  aber  nicht  dasselbe  verstanden  werden,  was  Euklid  mit 
den  Worten  „^g  laov  xiloBat*'  bezeichnet;  denn  bei  Euklid  ist 
dieser  Ausdruck  auf  die  Gerade  und  die  Ebene  beschränkt;  bei 
Veronese  dagegen  sind  auch  die  Kreis-  und  die  Schraubenlinie 
in  der  Position  ihrer  Teile  identische  Systeme  einer  Dimension. 
Wenn  er  nicht  die  Bewegung  aus  der  reinen  Geometrie  ganz 
ausschliefsen  wollte,  so  würde  er  sagen,  die  Gerade  solle  in  sich 
bewegt  werden  können. 

Übrigens  verlangt  Veronese,  der  von  vornherein  den  Raum 
als  Ganzes  der  Untersuchung  zu  Grunde  legt,  keineswegs,  dafs 
eine  Gerade  durch  je  zwei  ihrer  Punkte  bestimmt  sei;  vielmehr 
läfst  er  auch  Punktepaare  zu,  durch  welche  die  Gerade  nicht  be- 
stimmt wird.  Nur  setzt  er  fest,  dafs  jeder  Punkt,  der  einer 
geraden  Linie  nicht  angehört,  mit  jedem  ihrer  Punkte  eine  neue 
Gerade  bestimmt. 

Auf  die  Art,  wie  Veronese  die  Ebene  einführt,  gehen  wir 
erst  an  einer  späteren  Stelle  (§  6)  ein,  wenn  wir  sein  System 
im  Zusammenhang  darlegen. 

6.  Mit  dem  Begriff  der  Geraden  hängt  der  der  Richtung  eng 
zusammen.  Viele  möchten  die  letztere  als  Grundbegriff  gelten 
lassen  und  definieren  dann  die  Gerade  als  diejenige  Linie,  welche 
überall  dieselbe  Richtung  hat.  Nun  hat  aber  die  Gerade  nicht 
eine,  sondern  zwei  Richtungen,  die  einander  entgegengesetzt  sind; 
deshalb  mufs  an  der  Definition  eine  kleine  Änderung  angebracht 
werden.  Andererseits  geht  aber  hieraus  auch  hervor,  dafs  der 
Begriff  der  Richtung  einfacher  ist  als  der  der  geraden  Linie;  der 
einfachere  Begriff  mufs  aber  als  der  natürlichere  angesehen  werden. 
Hiernach  dürfte  es  angebracht  sein,  den  Begriff  der  Geraden  auf 
den  der  Richtung  zurückzuführen.  Leider  ermangeln  aber  alle 
bisher  in  diesem  Sinne  gemachten  Versuche  der  Strenge;    daher 
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ist  es  vorläufig  notwendig,   von   der  geraden  Linie  auszugehen 
und  daraus  den  Begriff  der  Richtung  herzuleiten. 

7.  Eine  ganz  merkwürdige  Definition  der  Ebene  stellt  Schotten 
auf,  indem  er  in  dem  oben  angeführten  Werke  sagt :  ^*)  • 

»Die  Ebene  ist  diejenige  Fläche,  welche  in  ihrer  Gesamtheit 
(in  allen  ihren  Teilen)  nur  nach  zwei  Dimensionen  ausgedehnt 
ist  (die  überall  nach  denselben  beiden  Hauptrichtungen  aus- 
gedehnt ist).« 

Wenn  er  glaubt,  hiermit  zuerst  die  wahre  Erklärung  der 
Ebene  gefunden  zu  haben,  so  werden  ihm  gewifs  nur  wenige 
beistimmen.  Ich  möchte  vor  allem  die  Frage  aufwerfen:  Giebt 
es  Flächen,  die  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnt  sind,  oder 
solche,  die  in  einzelnen  Teilen  nach  zwei,  in  anderen  nach  drei 
Dimensionen  ausgedehnt  sind? 

Wie  unklar  die  Definition  ist,  scheint  der  Verfasser  selbst 
gefühlt  zu  haben,  da  er  sonst  nicht  versucht  hätte,  durch  die 
beigefügten  Klammern  den  Sinn  zu  erläutern.  Ich  glaube  daher 
der  weiteren  Besprechung  gerade  die  in  Klammern  eingeschlossenen 
Worte  zu  Grunde  legen  zu  sollen.  Hier  geht  der  Verfasser  von 
zwei  Richtungen  aus,  die  er  als  Hauptrichtungen  bezeichnet  (aller- 
dings ohne  im  geringsten  anzugeben,  was  tr  unter  diesem  Aus- 
druck versteht).  Nun  soll  die  Ebene  überall  nach  denselben 
beiden  Richtungen  ausgedehnt  sein.  Dann  mufs  man  wissen, 
wann  zwei  Richtungen  identisch  sind,  die  von  ganz  verschiedenen 
Punkten  ausgehen.  Ich  fürchte,  hier  sei  unbewufst  der  Begritt 
des  rechten  Winkels  und  die  Parallelentheorie  vorausgesetzt. 

Endlich  mufs  ich  noch  auf  folgenden  Umstand  hinweisen. 
Schotten  spricht  sich  mit  der  gröfsten  Entschiedenheit  dafür  aus, 
dafs  man  die  Ebene  vor  der  Geraden  einführen  müsse;  indem  er 
ater  in  der  Definition  der  Ebene  die  »Hauptrichtungen«  benutzt, 
geht  er  seiner  Forderung  entgegen  von   der  geraden  Linie  aus. 

8.  Setzt  man  die  Gerade  als  bekannt  voraus,  so  lassen  sich 
alle  Eigenschaften  der  Ebene  aus  den  beiden  folgenden  herleiten : 

a)  Eine  gerade  Linie,  die  zwei  Punkte  mit  einer  Ebene  ge- 
mein hat,  fällt  ganz  in  sie  hinein; 

b)  durch  jede  gerade  Linie  und  einen  beliebigen,  ihr  nicht 
angehörenden  Punkt  läfst  sich  eine  Ebene  legen. 
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Aus  dem  ersten  Satze  folgt,  dafs  zwei  verschiedene  Ebenen 
höchstens  eine  Gerade  gemein  haben,  und  dafs  zwei  verschiedene 
Kbenen  sich  jedesmal  in  einer  geraden  Linie  schneiden,  sobald  sie 
einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben  (V  §  8,  2.  S.  43).  Hieraus 
ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  der  zweiten  Voraussetzung,  dafs 
durch  eine  Gerade  und  einen  nicht  in  ihr  liegenden  Punkt  (oder 
was  dasselbe  ist,  durch  drei  Punkte,  die  nicht  in  gerader  Linie 
liegen)  eine  einzige  Ebene  hindurchgeht. 

Die  beiden  angegebenen  Sätze  kommen  darauf  hinaus,  die 
Ebene  als  diejenige  Fläche  zu  definieren,  in  welche  eine  gerade 
Linie  jedesmal  ganz  hineinfällt,  sobald  sie  zwei  Punkte  mit  ihr 
gemein  hat,  und  damit  das  Postulat  zu  verbinden:  Durch  drei 
nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  läfst  sich  eine  Ebene  legen. 

Nun  braucht  man  nur  die  Lage  einer  geraden  Linie  sich 
stetig  ändern  zu  lassen,  um  eine  Fläche  zu  erhalten,  der  eine 
einfach  unendliche  Schar  von  Geraden  angehört.  Auch  können 
diese  Hächen  noch  ganz  verschieden  sein  je  nach  dem  Gesetze, 
durch  welches  die  Bewegung  der  Geraden  geregelt  wird.  Aber 
es  ist  unmöglich,  irgend  ein  Gesetz  für  die  Veränderung  einer 
Geraden  anzugeben,  welches  gestattet,  alle  in  der  Ebene  voraus- 
gesetzten Geraden  als  einer  einzigen  Fläche  angehörig  unmittelbar 
in  Evidenz  treten  zu  lassen.  Will  man  daher  die  Existenz  der 
Ebene  nicht  einfach  aus  der  Erfahrung  herübernehmen,  so  mufs 
man  eine  Fläche  durch  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Geraden 
derartig  bestimmen,  dafs  auch  die  Verbindungsgerade  von  irgend 
zwei  der  Fläche  angehörenden  Punkten  ganz  in  sie  hineinfällt. 

y.  Zu  dem  Zwecke  hat  man  versucht,  folgende  Erzeugung 
zu  Grunde  zu  legen:  Man  läfst  die  Gerade  sich  so  um  einen 
ihrer  Punkte  drehen,  dafs  sie  stets  eine  den  Punkt  nicht  ent- 
haltende Gerade  schneidet.  Allerdings,  wenn  man  die  Existenz 
der  Ebene  voraussetzt,  so  bedarf  es  keines  Nachweises,  dafs  diese 
Konstruktion  eine  Ebene  liefert.  Thut  man  das  aber  nicht,  so 
mufs  man  dem  festen  Punkte  und  der  festen  Ebene  ihre  bevor- 
zugte Stellung  nehmen  und  nachweisen,  dafs  dieselbe  Fläche  er- 
halten wird,  wenn  der  Punkt  durch  irgend  einen  andern  Punkt 
der  Fläche,  die  Gerade  durch  irgend  eine  ihrer  Geraden  ersetzt 
wird.  Das  ist  allerdings  von  Grelle*®)  versucht  worden;  aber 
sein  Nachweis  kann  nicht  als  streng  angesehen  werden. 
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10.  Bedeutsamer  ist  ein  Versuch,  den  Deahna*^)  zuerst  ge- 
macht hat.  Auch  er  setzt  die  Existenz  der  Geraden  voraus  und 
fügt  die  der  Kugel  hinzu  als  einer  Fläche,  deren  sämtliche  Punkte 
von  einem  festen  Punkte  gleichen  Abstand  haben.  Endlich  nimmt 
er  an,  dafs  die  Kugel  bei  der  Ruhe  irgend  eines  Durchmessers 
noch  bewegt  werden  kann  und  dafs  dabei  jeder  Punkt  eine  ge- 
schlossene Linie  beschreibt.  Hierdurch  erhält  man  auf  der  Kugel 
eine  Schar  von  Kreisen,  von  denen  jeder  bei  der  Drehung  des- 
selben Durchmessers  in  sich  verschoben  wird.  Unter  diesen 
Kreisen  giebt  es  einen,  der  die  Kugelfläche  in  zwei  kongruente 
Teile  zerlegt.  Die  geraden  Linien,  welche  vom  Mittelpunkte  der 
Kugel  nach  den  Punkten  dieses  Kreises  gezogen  werden  können, 
erzeugen  eine  Fläche,  und  zwar,  wie  nachzuweisen  versucht  wird, 
eine  Ebene. 

Lii  vorigen  Paragraphen  (S.  171)  haben  wir  die  Existenz  des 
rechten  Winkels  nachgewiesen,  ohne  die  Eigenschaften  der  Ebene 
vorauszusetzen.  Demnach  können  wir  an  der  Deahnaschen  Her- 
leitung eine   kleine  Änderung  anbringen   und  einfach  definieren: 

»Dreht  sich  ein  rechter  Winkel  um  den  einen  Schenkel,  so 
beschreibt  der  andere  Schenkel  eine  Ebene.« 

Diese  Entstehungs weise  wird  in  manchem  neueren  Lehrbuche 
angegeben;  einen  Beweis  habe  ich  nur  in  dem  von  Worpitzky 
gefunden.  Nur  geht  er  von  weit  mehr  Voraussetzungen  aus,  als 
für  die  Herleitung  erforderlich  sind.  Indessen  läfst  sich  sein 
Beweisverfahren  so  modifizieren,  dafs  man  mit  den  Deahnaschen 
Annahmen  ausreicht;  es  sei  gestattet,  die  Grundzüge  des  Beweises 
mitzuteilen. 

Da  der  Punkt  C,  welcher  der  Geraden  AB  nicht  angehören 
soll,  bei  der  Drehung  um  AB  eine  geschlossene  Linie  beschreibt, 
so  giebt  es  in  dem  Kreise,  in  dem  sich  C  bei  der  Ruhe  von  AB 
bewegt,  einen  Punkt  D  von  der  Eigenschaft,  dafs  die  Bogen  CD 
und  DG,  in  welche  der  Kreis  durch  diese  beiden  Punkte  zerlegt 
wird,  einander  gleich  sind,  oder  dafs,  wie  wir  uns  auch  aus- 
drücken dürfen,  während  der  Drehung  einmal  die  Punkte  C  und 
D  ihre  Lage  vertauschen.  Demnach  läfst  sich  jeder  Winkel  so 
bewegen,  dafs  die  Schenkel  ihre  Lage  vertauschen.  Daraus  geht 
hervor,  dafs  jeder  Winkel  seinem  Scheitelwinkel  gleich  ist. 

Jetzt  lasse   man    den   rechten  Winkel  AOX   sich    um    den 
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Schenkel  AO  drehen.  In  der  Verlängerung  von  AO  wähle  man 
den  Punkt  B  so,  dafs  BO  =  OA  ist.  Ist  C  ein  beliebiger  Punkt 
des  Raumes,  der  weder  der  Geraden  AB  noch  der  durch  die 
Drehung  von  OX  erzeugten  Fläche  angehört,  so  bestimme  man 
denjenigen  Punkt  D,  der  bei  der  Drehung  einmal  seine  Lage  mit 
C  vertauscht.  Sobald  C  die  Lage  von  D  erhält,  möge  der  Punkt 
X  auf  Y  zu  liegen  kommen.  Dann  haben  die  Strecken  OX  und 
OY  entgegengesetzte  Richtung.     Man  ziehe  noch  die  Strecken 

OC  und  OD  und  ver- 
längere die  letztere  um 
OE  =  OD. 
Offenbar  ist 
^  COX  =  DOY, 
und  da  der  letztere  als 
Scheitelwinkel  gleich 
EOX  ist,  so  ist  auch 
COX  =  EOX  und  CX 
=  EX.  Läfst  man  jetzt 
die  Schenkel  des  Win- 
kels CXE  ihre  Lage 
vertauschen,  so  nimmt 
die  Mitte  Q.  der  Strecke 
CE  die  Anfangslage 
wieder  ein.  Daraus 
folgt,  dafs  auch  die  bei- 
den Nebenwinkel  CQX  und  EQX  einander  gleich  sind.  Nun  ist 
X  ein  beliebiger  Punkt  der  erzeugten  Fläche;  dieselbe  Fläche 
wird  also  auch  erhalten,  wenn  man  den  rechten  Winkel  CQX 
um  den  Schenkel  QC  dreht.  Der  erzeugten  Fläche  gehört  also 
eine  gerade  Linie  ganz  an,  sobald  sie  mit  ihr  zwei  Punkte  ge- 
mein hat. 

12.  Da  der  angegebene  Weg  gestattet,  die  Existenz  der  Ebene 
aus  der  der  Geraden  in  einer  recht  einfachen  Weise  herzuleiten, 
liegt  es  nahe,  auch  die  Gerade  selbst  mit  der  Bewegung  in  Zu- 
sammenhang zu  bringen.  Man  geht  zu  dem  Ende  von  folgendem 
Axiom  aus: 

»Wird  ein  Punkt  eines  starren  Körpers  in  Ruhe  gehalten, 
so  kann  man  jeden  anderen  Punkt  des  Körpers  bewegen;  sobald 
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aber  zwei  Punkte  des  Körpers  in  Ruhe  gehalten  werden,  bleiben 
zugleich  alle  Punkte  einer  Linie  in  Ruhe.  Diese  Linie  heifst  eine 
Gerade.  Bleibt  aufser  den  beiden  ersten  Punkten  noch  ein  Punkt 
in  Ruhe,  welcher  nicht  der  durch  die  beiden  ersten  Punkte 
gehenden  Geraden  angehört,  so  verbleibt  der  Körper  selbst  in 
Ruhe.« 

Dies  Axiom  hat  den  grofsen  Vorzug,  dafs  man  aus  ihm  alle 
Eigenschaften  der  geraden  Linie  ohne  Schwierigkeit  herleiten 
kann.  Dem  entgegen  darf  der  kleine  Mangel,  dafs  die  Linie  nicht 
unmittelbar  als  Grenze  zweier  Hächenteile  auftritt,  doch  wohl 
nicht  in  Betracht  kommen. 

13.  Es  kann  unsere  Aufgabe  nicht  sein,  jede  Erklärung,  welche 
über  die  Gerade  und  die  Ebene  gegeben  ist,  hier  zu  besprechen. 
Demnach  gehen  wir  auch  nicht  auf  die  Erklärung  der  Ebene  als 
einer  in  sich  verschiebbaren  und  umkehrbaren  Fläche  ein.  Da- 
gegen müssen  wir  einige  Worte  sagen  über  die  Versuche,  welche 
gemacht  sind,  um  die  Theorie  der  Geraden  und  der  Ebene  aus 
der  des  Kreises  und  der  Kugel  herzuleiten.  Vielfach  werden 
folgende  Definitionen  aufgestellt: 

»Eine  Ebene  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche 
von  zwei  festen  Punkten  gleichen  Abstand  haben.« 

»Konstruiert  man  um  zwei  feste  Punkte  als  Mittelpunkte 
jedesmal  gleiche  Kugeln,  so  liegen  ihre  Schnittlinien  auf  einer 
Fläche,  welche  als  Ebene  bezeichnet  wird.« 

Um  die  gerade  Linie  zu  erhalten,  geht  man  wohl  von  drei 
Punkten  aus,  die  gleichen  Abstand  von  einander  haben;  man  be- 
schreibt um  diese  drei  Punkte  jedesmal  gleiche  Kugeln  und  be- 
stimmt ihre  Schnittpunkte;  diese  gehören  sämtlich  einer  geraden 
Linie  an. 

Zur  Geraden  versucht  man  auch  auf  folgendem  Wege  zu 
gelangen.  Man  betrachtet  eine  Bewegung,  bei  der  zwei  Punkte 
in  Ruhe  gehalten  werden;  dann  zeigt  man,  dafs  hierbei  auf  jeder 
Kugel,  die  einen  der  beiden  Punkte  zum  Mittelpunkt  hat,  zwei 
Punkte  unbewegt  bleiben  und  dafs  alle  diese  Punkte  eine  Linie 
bilden.  Sobald  man  auf  diese  Weise  die  Gerade  eingeführt  hat, 
kann  man  entweder  vermittelst  einer  der  zuletzt  angegebenen 
Definitionen  oder  auf  dem  in  10.  mitgeteilten  Wege  zur  Ebene 
gelangen. 
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Meistens  wird  eine  dieser  Definitionen  nur  aufgestellt  und 
daran  die  Bemerkung  geknüpft,  dafs  sich  alle  Eigenschaften  der 
Geraden  und  der  Ebene  daraus  sehr  leicht  herleiten  lassen.  Nur 
in  ganz  seltenen  Fällen  wird  der  Beweis  wirklich  versucht;  aber 
von  allen  diesen  Versuchen,  soweit  sie  mir  bekannt  geworden 
sind,  kann  keiner  als  befriedigend  betrachtet  werden. 

Dennoch  sind  diese  Versuche  ohne  Zweifel  schon  aus  dem 
Grunde  als  dankenswert  anzuerkennen,  weil  sie  zeigen,  in  welch 
enger  Beziehung  der  Kreis  und  die  Kugel  zur  Geraden  und  Ebene 
stehen;  auch  spricht  das  Interesse,  welches  Gaufs  ihnen  zuwandte, 
für  ihre  hohe  Bedeutung.  Wir  würden  uns  daher  freuen,  wenn 
die  Theorie  der  Geraden  und  der  Ebene  aus  der  Kugel  in  voller 
Strenge  und  mit  Beschränkung  auf  die  unentbehrlichen  Axiome 
durchgeführt  würde.  Dennoch  möchten  wir  davor  warnen,  die 
Bedeutung  einer  solchen  Herleitung  zu  hoch  anzuschlagen.  Gerade 
und  Ebene  stehen  in  besonders  enger  Beziehung  zur  Projektivität; 
ihre  Existenz  vermittelst  metrischer  Voraussetzungen  herzuleiten 
kann  also  nicht  als  der  natürlichste  Weg  bezeichnet  werden. 

§^- 

Die  Gerade  als  die  kürseste  Linie. 

1.  Während  Euklid  aus  den  Sätzen  über  den  Zusammenhang 
zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  in  demselben  Dreieck  den 
Satz  herleitet,  dafs  die  Summe  zweier  Seiten  eines  Dreiecks  gröfser 
ist  als  die  dritte  Seite,  stellt  Archimedes  in  seinem  Buche  über 
Kugel  und  Cylinder  neben  vier  anderen  Postulaten  das  folgende 
auf:  »Von  allen  Linien,  welche  in  denselben  Punkten  begrenzt 
werden,  ist  die  Gerade  die  kürzeste.«  Man  weifs  aber  nicht 
sicher,  ob  er  in  dem  Satze  ein  wirkliches  Axiom  erblickt  oder 
ihn  nur  deshalb  an  die  Spitze  stellt,  weil  er  ihn  bei  seinen  Unter- 
suchungen fortwährend  gebraucht.  Proklus  meint,  Euklids  Defi- 
nition der  Geraden  als  derjenigen  Linie,  welche  gegen  ihre  Punkte 
gleichförmig  liege,  besage  nichts  weiter,  als  dafs  sie  die  kürzeste 
Linie  sei.  Nachdem  in  neuerer  Zeit  Legendre  die  Gerade  als 
die  kürzeste  Linie  definiert  hat,  ist  diese  Definition  in  fehr  viele 
neuere  Lehrbücher  übergegangen.  Eine  unbefangene  Prüfiing  zeigt 
aber,  dafs  diese  Definition  unstatthaft  ist,  wofern  man  nicht  eine 
Reihe  neuer  Axiome  einführt,  und  zwar 
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a)  weil  von  vornherein  die  Möglichkeit  der  Messung  fiiir  alle 
Linien  vorausgesetzt  wird,  was  nicht  angeht, 

b)  weil  vor  Ausfuhrung  der  Messung  ein  Mafsstab  vorhanden 
sein  mufs,  dieser  aber  erst  durch  die  gerade  Linie  gegeben  wird, 

c)  weil  die  Existenz  eines  Minimums  nicht  evident  ist,  viel- 
mehr nur  axiomatisch  gefordert  werden  kann. 

Diese  drei  Punkte  sollen  jetzt  näher  besprochen  werden. 

2.  Es  ist  nicht  gestattet,  die  Möglichkeit  der  Messung  von 
Linien  von  vornherein  zu  postulieren.  Zwar  sagt  man  wohl,  man 
könne  einer  Linie,  ohne  ihre  Gröfse  zu  ändern,  jede  beliebige 
Gestalt  geben.  Dabei  denkt  man  gewifs  an  einen  unausdehn- 
baren, vollkommen  biegsamen  Faden.  Aber  so  mannigfaltig  auch 
die  Gestalt  sein  mag,  die  man  einem  solchen  Faden  noch  geben 
kann,  es  ist  unrichtig,  dafs  er  jede  Gestalt  erhalten  könne.  Das 
würde  nur  dann  richtig  sein,  wenn  man  jede  beliebige  Linie 
messen  könnte.  Um  die  Länge  einer  Linie  auf  analytischem 
Wege  zu  finden,  führt  man  im  allgemeinen  eine  gewisse  Inte- 
gration aus.  Das  geht  aber  nur  an,  wenn  die  Kurve  durch  eine 
Funktion  dargestellt  wird,  die  eine  Ableitung  hat.  In  manchen 
Fällen  haben  die  in  die  Kurve  eingezeichneten  gebrochenen  Linien, 
die  wir  in  V  §  4  (S.  16)  angegeben  haben,  einen  endlichen 
Grenzwert,  auch  wenn  die  Kurve  im  allgemeinen  keine  Tangenten 
besitzt.  Aber  vielfach  ist  es  geradezu  unmöglich,  von  der  Länge 
einer  Linie  zu  sprechen.  Um  uns  davon  zu  überzeugen,  geben 
wir  etwa  wieder  von  der  Funktion  aus,  die  wir  bereits  im  ersten 
Bande  (S.   172)  erwähnt  haben: 

00 
f  (x)  =  -S  b"  cos  (a"xjr), 
n— 0 

wo  x  eine  reelle  Variabele,  b  eine  positive  Konstante  <!1  und 

a  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist,   welche  der  Bedingung  genügt : 

ab  >  1  +  in. 

Jetzt  betrachten  wir  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Carte- 

sischen  Koordinaten  in  einer  Euklidischen  Ebene.    Für  jeden  Punkt 

(x,  y)   dieser  Ebene   ist   y  ^  f  (x).     Demnach   bestimmt   diese 

Funktion  eine  Teilung  der  Ebene  in  zwei  Teile,  indem  man  dem 
einen  Teile  diejenigen  Punkte  zuordnet,  für  welche  y  >  f  (x) 
ist,  und  dem  anderen  Teile  alle  Punkte  angehören  läfst,  für  welche 
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y  <C  f  (x)  ist.  Diese  beiden  Teile  werden  gegen  einander  ab- 
gegrenzt durch  die  Gesamtheit  der  Punkte,  welche  durch  die 
Gleichung  y  =  f  (x)  bestimmt  sind.  Alle  diese  Punkte  gehören 
demnach  der  Grenze  zweier  Flächenteile  oder  einer  Linie  an. 
Nun  zeigen  die  bereits  früher  erwähnten  Arbeiten,  dafs  man  bei 
dieser  Linie  nicht  von  Länge  sprechen  kann.  Derartige  Beispiele 
lassen  sich  in  grofser  Zahl  bilden.  Es  ist  also  nicht  gestattet 
anzunehmen,  dafs  man  jede  Linie  messen  kann. 

3.  Ehe  man  eine  Messung  ausfuhren  kann,  mufs  man  einen 
Mafsstab  haben.  Als  solcher  dient  für  alle  Linien  die  gerade 
Strecke.  Will  man  also  die  Gerade  als  die  kürzeste  Linie  defi- 
nieren, so  mufs  man  zunächst  den  Mafsstab  angeben,  durch  den 
gemessen  werden  soll.  Im  andern  Falle  läuft  man  Gefahr,  einen 
Zirkel  zu  machen,  weil  man  die  gerade  Linie,  die  man  definieren 
will,  als  Mafsstab  bereits  voraussetzt.  Zur  Beseitigung  dieser 
Schwierigkeit  ist  noch  nichts  geschehen,  obwohl  sie  auch  im 
zweiten  Bande  von  Lindemanns  »Vorlesungen  über  Geometrie« 
hervorgehoben  ist.  Gelänge  dies  aber  auch  auf  künstlichem  Wege, 
so  hätte  man  kaum  etwas  erreicht,  da  man  im  späteren  Verlaufe 
wieder  die  gerade  Strecke  als  Mafsstab  benutzen  mufs. 

4.  Wenn  es  aber  auch  möglich  sein  sollte,  die  angegebenen 
Schwierigkeiten  zu  beseitigen,  so  bedürfte  man  ein  neues  Axiom, 
um  zur  geraden  Linie  zu  gelangen.  Betrachtet  man  nämlich  die 
Gesamtheit  aller  mefsbaren  Linien,  die  zwischen  zwei  festen 
Punkten  gezogen  werden  können,  so  lehrt  die  allgemeine  Gröfsen- 
lehre,  dafs  es  für  sie  eine  untere  Grenze  giebt;  aber  wir  dürfen 
keineswegs  schliefsen,  dafs  die  untere  Grenze  auch  wirklich  er- 
reicht wird,  oder  dafs,  wie  man  sich  ausdrückt,  ein  Minimum 
existiert;  denn  es  ist  auch  möglich,  dafs  man  der  unteren  Grenze 
w^ohl  beliebig  nahe  kommen,  aber  sie  nie  erreichen  kann. 

Ehe  w^r  dazu  übergehen,  diesen  Satz  zu  beweisen,  wollen 
wir  ihn  an  einfachen  Beispielen  erläutern: 

Für  die  Gesamtheit  der  Zahlen  r,  :^, ,   wo  n 

1    2'  3  n  * 

eine  ganze  positive  Zahl  ist,   bildet  die  Null  die   untere  Grenze, 

aber   diese    wird    von    keiner   der   Menge   angehörenden   Gröfse 

erreicht. 

In  einer  Euklidischen  Ebene  zeichne   man  den  einen  Zweig 
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einer  Hyperbel  und  ziehe  zu  der  einen  Asymptote  eine  Parallele, 
welche  den  Zweig  nicht  schneidet.  Die  Abstände  der  Punkte 
des  Zweiges  von  der  Geraden  haben  eine  untere  Grenze,  nämlich 
den  Abstand  der  Geraden  von  der  Asymptote,  ohne  dafs  diese 
Grenze  von  einem  Punkte  der  Hyperbel  wirklich  erreicht  wird. 
Um  jetzt  ein  Beispiel  zu  liefern,  welches  mit  der  Gesamtheit 
der  zwischen  zwei  Punkten  verlaufenden  Kurven  im  wesentlichen 
übereinstimmt,  nehmen  wir  an,  (p  (x)  sei  eine  reelle,  eindeutige 
und  stetige  Funktion  von  x  im  Intervalle  ( —  1  .  .  .  +  1)  von 
der  Beschaflfenheit,  dafe  ihre  Ableitung  zwischen  denselben  Grenzen 
stetig  ist  und  dafs  q>  ( —  1)  =  a,  q>  (+  1)  ^  b  ist,  wo  a  ^  b 
sein  soll.  Wir  betrachten  die  Gesamtheit  aller  Funktionen  g>  (x), 
welche  dieser  Forderung  für  gegebene  Werte  von  a  und  b  ge- 
nügen, und  suchen  die  untere  Grenze  des  Integrals 

— i 
welches  oflfenbar  keinen  negativen  Wert  annehmen  kann. 

Bezeichnen  wir  mit  b  eine  willkürlich  anzunehmende  positive 
Gröfse,  so  ist  offenbar  für 

4-1 


j. = j  (^' + .•)  ft«)'  d« 


-1 


Ji   gröfser  als  J. 

Ferner  genügt  die  Funktion 

a  +  b_^b-a^^^^g! 


2        '       2  ,     1 

arctg 


nebst  der  Ableitung 

dg)(x) 


dx  ^  1  X«  +  fc« 

2  arctg  - 

den  aufgestellten  Forderungen,  sobald  festgesetzt  wird,  dafs  die 
Funktion   arctgy  für  reelle  Werte   von    y  nur   Werte   zwischen 

+  ^.  und  —  -  annehmen  soll. 
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Für  diese  specielle  Funktion  wird  aber 

I   ^     0>    -  ^1*      r      ^^_  ^f  (b--a)» 


V 


2arctg  J    _ 


arctg  - 


c 


und  j  < ;  ^^']\ 

-^       2  1 

arag- 

Für  hinlänglich  kleine  Werte  von  e  kann   man   den  Wert 

von  arctg  -  beliebig  nahe  an   .    bringen;    somit  wird  sich  auch 

der  Wert  von  J  der  Null  beliebig  nähern.  Aber  es  giebt  keine 
Funktion,  für  welche  das  Integral  diesen  Wert  wirklich  erreicht 

Denn   alsdann  müfste     ^  -  ■    im  ganzen  Intervall   verschwinden 

oder  es  müfste  q>  (x)  eine  Konstante  sein.  Das  ist  aber  mit  der 
Annahme  unvereinbar,  dafs  die  Werte  a  und  b,  welche  die  Funktion 
an  der  Grenze  annimmt,  von  einander  verschieden  sind. 

Ebenso  wenig  wie  hier  eine  Funktion  y  (x)  wirklich  existiert, 
für  welche  das  Integral  seinen  kleinsten  Wert  annimmt,  darf  man 
es  als  selbstverständlich  voraussetzen,  dafs  unter  allen  Linien, 
welche  zwischen  zwei  festen  Punkten  gezogen  werden  können, 
eine  existiert,  für  welche  die  untere  Grenze  der  überhaupt  mög- 
lichen Längen  wirklich  erreicht  wird.*^) 

5.  Die  angegebenen  Bedenken  richten  sich  nur  gegen  den 
Versuch,  rein  begrifflich  die  gerade  Strecke  als  kürzeste  Linie 
einzuführen.  Dagegen  kann  man  die  Gerade  als  kürzeste  Linie 
einführen,  wenn  man  geeignete  Axiome  aufstellt.  Das  hat  Bettazzi  **) 
in  einer  sorgfältig  durchgeführten  Arbeit  gethan,  und  es  wird 
nicht  überflüssig  sein,  ihren  Inhalt  kurz  anzugeben. 

Den  Ausgang  der  Untersuchung  bildet  als  erstes  Postulat  die 
Definition  der  Kugel:  Bewegt  man  den  einen  Punkt  eines  Punkte- 
paares, während  der  andere  fest  ist,  so  kann  der  bewegte  Punkt 
alle  Lagen  auf  einer  geschlossenen  Fläche  erhalten,  in  deren  Innern 
der  unbewegliche  Punkt  liegt.  Auch  wird  vorausgesetzt,  dafs  die 
Punkte  eines  Paares  mit  einander  vertauschbar  sind. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  jede  in  zwei  Punkten  begrenzte 
Linie  eine  Strecke  (tratto)  nennen.    Die  Kugel,  welche  der  eine 
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Endpunkt  einer  Strecke  bei  der  Ruhe  des  anderen  beschreibt,  soll 
die  Öffnungskugel  der  Strecke  heifsen.  Wenn  in  einer  Reihe 
von  Strecken  jede  folgende  mit  der  vorangehenden  einen  End- 
punkt, aber  keinen  weitern  Punkt  gemein  hat,  so  soll  sie  eine 
Gruppe  von  Strecken  genannt  werden.  Aus  jeder  Strecke  AoBo 
kann  in  der  mannigfaltigsten  Weise  eine  Gruppe  von  Strecken 
gebildet  werden,  indem  man  sie  1.  durch  beliebige  auf  ihr  ge- 
wählte Punkte  Ai,  A2,  A3  .  .  .  An,  die  nur  in  dieser  Reihe  auf 
einander  folgen  müssen,  in  die  Teile  AoAi,  AiA»,  A2A3  ...  An-iAn, 
AnBü  zerlegt,  und  indem  man  2.  die  einzelnen  Teile  beliebige 
Bewegungen  ausführen  läfst,  die  nur  der  Bedingung  unterliegen, 
dafs  die  einzelnen  Teile  in  Zusammenhang  bleiben.  Jede  einzelne 
auf  diese  Weise  erhaltene  Gruppe  von  Linien  nennt  Bettazzi  eine 
Brechungslinie  (linea  di  spezzamento)  der  gegebenen  Strecke. 

Ebenso  nennt  Bettazzi  eine  Lineargruppe  von  Körpern  eine 
Reihe  von  Körpern,  von  denen  jeder  mit  dem  vorangehenden 
und  nachfolgenden  einen  Teil  der  Oberfläche  gemein  hat,  während 
die  Körper  im  übrigen  ganz  von  einander  getrennt  sind. 

Dieser  Begriff  wird  benutzt,  um  aus  einer  gegebenen  Strecke 
aufser  den  Brechungslinien  noch  weitere  Linien  herzuleiten.  Zu 
dem  Ende  wird  folgende  Definition  aufgestellt:  Wenn  eine  Strecke 
1  gegeben  ist,  so  nennen  wir  eine  andere  Linie  1'  erzeugt 
von  1,  sobald  für  jeden  willkürlich  gewählten  Körper  S  aus  festen 
Körpern  S| ,  S^  .  .  .  S,,  die  entweder  S  selbst  oder  Teilen  von  S 
gleich  sind,  sich  eine  Lineargruppe  von  Körpern  konstruieren 
läfst,  welche  folgenden  Bedingungen  genügt:  a)  innerhalb  des 
Körpers,  der  aus  den  Teilen  Si  .  .  .  Sn  besteht,  ist  die  Strecke  1' 
und  eine  passend  gewählte  Brechungslinie  Z  von  1  eingeschlossen; 
b)  in  jedem  Körper  Sa  liegt  nur  eine  einzige  Strecke  sowohl  von 
r  wie  von  X;  c)  die  Öffnungen  aller  dieser  Linien  X  unterscheiden 
sich  beliebig  wenig  von  denen  der  Strecken  1'.  Die  Brechungs- 
linien und  die  erzeugten  Linien  sollen  jetzt,  wie  das  zweite 
Postulat  verlangt,  ein  geschlossenes  System  bilden,  in  welchem 
jede  Linie  durch  eine  beliebige  andere  Linie  des  Systems  ersetzt 
werden  kann. 

Alle  Linien  des  so  bestimmten  Systems  sollen  den  einen 
Endpunkt  0  gemeinschaftlich  haben.  Beschreibt  man  jetzt  für  alle 
die  Öffnungskugeln,  so  sind  zwei  Fälle  möglich :  entweder  bleiben 
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alle  auf  diese  Weise  erhaltenen  Kugeln  innerhalb  einer  um  0  be- 
schriebenen Kugel,  oder  es  giebt  keine  um  0  beschriebene  Kugel, 
welche  alle  diese  Kugeln  umfafst;  im  ersten  Falle  wird  das  System 
endlich,  im  zweiten  unendlich  genannt.  Für  ein  endliches  System 
werden  die  vier  Postulate  aufgestellt,  welche  in  der  Arbdt  die 
dritte  bis  sechste  Stelle  einnehmen: 

III.  Wenn  die  Strecke  li  ein  Teil  der  Strecke  1  ist,  die  zu 
einem  endlichen  System  gehört,  so  ist  jede  Strecke  des  aus  li 
hergeleiteten  Systems  ein  Teil  einer  aus  1   hergeleiteten  Strecke. 

IV.  Wenn  li  und  I9  Strecken  aus  endlichen  Systemen  sind, 
so  ist  auch  das  System  endlich,  welches  die  aus  1|  und  U  ge- 
bildete Gruppe  enthält. 

V.  Wenn  zwei  endliche  Systeme  nicht  identisch  sind,  so 
giebt  es  in  einem  der  beiden  eine  Strecke,  die  einen  Teil  einer 
dem  andern  System  angehörenden  Strecke  bildet. 

VI.  Für  jedes  endliche  System  giebt  es  eine  einzige  Kugel, 
welche  die  obere  Grenze  für  die  sämtlichen  Öffhungskugeln  des 
Systems  bildet. 

Diese  Postulate  ermöglichen  es,  den  Begriflf  der  Länge  in 
voller  Strenge  zu  begründen.  Um  zur  geraden  Strecke  zu  ge- 
langen, werden  die  weiteren  Postulate  hinzugenommen: 

VII.  Unter  allen  Strecken  mit  denselben  Hndpunkten  giebt 
es  ein  einziges  System,  dessen  Länge  kleiner  ist  als  die  irgend 
einer  anderen  zwischen  denselben  Endpunkten  möglichen  Strecke; 
diese  kleinste  Strecke  heifst  die  gerade  Strecke. 

VIII.  Wenn  zwei  gleiche  gerade  Strecken  einen  Endpunkt 
und  einen  weitern  Punkt  gemein  haben,  so  fallen  sie  ganz  zu- 
sammen. 

Um  endlich  die  gerade  Linie  einzuführen,  wird  als  neuntes 
Axiom  der  Satz  beigefügt: 

»Es  giebt  eine  Linie,  von  der  jedes  Stück  eine  gerade 
Strecke  ist.« 

ü.  Der  Raum  gestattet  uns  nicht,  die  einzelnen  Folgerungen, 
welche  Bettazzi  aus  seinen  Postulaten  zieht  und  mit  deren  Hilfe 
er  zunächst  die  Mefsbarkeit  von  Linien  und  dann  die  Eigenschaften 
der  Geraden  beweist,  im  einzelnen  anzuführen.  Indessen  bieten 
diese  Entwicklungen  für  uns  geringeres  Interesse.  Dagegen  müssen 
wir  den  Postulaten  selbst  einige  Worte  widmen. 
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Zunächst  dürfen  wir  daran  erinnern,  dafs  es  immer  mifslich 
ist,  eine  einzelne  Frage,  wie  hier  die  nach  der  Mefsbarkeit  von 
Linien  und  nach  der  Existenz  der  Geraden,  abgesondert  vom 
ganzen  Lehrgebäude  der  Wissenschaft  zu  behandeln.  Dadurch 
werden  Mängel  herbeigeführt,  die  sich  bei  einer  andern  Behand- 
lungsweise  leicht  beseitigen  lassen. 

Was  nun  die  Bettazzischen  Postulate  selbst  betrifft,  so  können 
wir  nicht  billigen,  dafs  hier  von  vornherein  der  Raum  als  un- 
endlich vorausgesetzt  wird.  Noch  weniger  gefällt  es  uns,  dafs 
mit  dem  ganzen  System  der  aus  einer  krummen  Strecke  erzeugten 
Strecken  operiert  wird.  Auch  läfst  sich  nicht  übersehen,  ob  die 
aufgestellten  Postulate  von  einander  unabhängig  sind. 

Jedenfalls  mufs  die  grofse  Zahl  von  Postulaten  einiges  Er- 
staunen erregen.  Dem  Leser  drängt  sich  unwillkürlich  der  Ge- 
danke auf,  es  sei  wahrscheinlich  einfacher,  über  die  Kugel  einige 
Voraussetzungen  zu  machen,  mit  ihrer  Hilfe  auf  dem  Wege,  der 
am  Schlufs  des  vorigen  Paragraphen  angedeutet  wurde,  die  Theorie 
der  Geraden  zu  begründen  und  alsdann  die  Messung  von  be- 
liebigen Linien  in  der  Weise  herzuleiten,  welche  in  V  §  4  (S.  16) 
entwickelt  worden  ist.  Diesen  Weg  wird  man  um  so  lieber 
vorziehen,  da  auch  Bettazzi  unter  seine  Postulate  zahlreiche  Sätze 
über  die  Bewegung  aufgenommen  hat,  während  die  Beliebtheit 
der  Definition :  »Die  gerade  Strecke  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen 
zwei  Punkten«,  wohl  hauptsächlich  in  der  Unabhängigkeit  von 
der  Bewegung  begründet  ist. 

§  5. 
Fläche,  Linie  nnd  Punkt. 

1.  Auf  die  Frage,  wie  man  am  geeignetsten  die  Fläche,  die 
Linie  und  den  Punkt  definiere,  sind  wir  bereits  fiüher  (III  §  3. 
B.  L  S.  172)  eingegangen.  Wir  haben  dort  gesehen,  dafs  es 
nicht  gestattet  ist,  vom  Punkte  auszugehen  und  die  Linie  durch 
Bewegung  eines  Punktes,  die  Fläche  durch  Bewegung  einer  Linie 
und  den  Raumteil  durch  Bewegung  einer  Fläche  entstehen  zu 
lassen.  Denn  erstens  wird  uns  der  Körper  und  der  Raumteil 
durch  die  Natur  gegeben,  während  der  Punkt  erst  durch  Ab- 
straktion gewonnen  werden  kann.  Zweitens  ist  es  nicht  richtig, 
dafs  jede  Linie  durch  Bewegung  eines  Punktes,  jede  Fläche  durch 
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Bewegung  einer  Linie  erhalten  wird.  Aoch  kann  ein  bew^er 
Punkt  (B.  1.  S.  170)  eine  Flache  oder  einen  Körper  beschrdben. 
Demnach  definieren  wir  die  Fläche  ak  die  Grenze  zweier  Ranm- 
teile,  die  Linie  als  die  Grenze  zweier  Flachenteile  und  den  Punkt 
als  die  Grenze  zweier  Linienteile.  Es  wird  nötig  sein,  auf  diese 
Definition  hier  etwas  näher  einzugehen. 

2.  Ein  Raum  A  sei  in  zwei  Teile  B  und  C  zerlegt  und  ein 
Körper  k,  der  ganz  dem  Räume  A  angehört ,  möge  in  gleich- 
zeitiger teilweiser  Deckung  mit  B  und  C  sein;  ein  Teil  von  k 
möge  also  entweder  den  Raum  B  selbst  oder  einen  Teil  desselben 
decken,  und  ein  anderer  Teil  von  k  möge  im  Räume  C  liegen. 
In  diesem  Falle  sagen  wir,  der  Körper  k  liege  auf  der  Grenze 
der  den  Raum  A  bildenden  Raumteile  B  und  C. 

Dieser  Festsetzung  entspricht  es  zu  sagen,  zwei  Raumteile 
M  und  N  hingen  zusammen  oder  grenzten  an  einander, 
wenn  es  einen  Raumteil  P  giebt,  der  in  die  beiden  Teile  M  und 
N  zerlegt  werden  kann;  dementsprechend  dürfen  M  und  N  einer- 
seits keinen  Teil  gemeinschaftlich  haben,  andererseits  müssen  sie 
einen  einzigen  Raumteil  bilden. 

Von  B  trennen  wir  Teile  ab,  die  nicht  mit  C  zusammen- 
hangen; so  sei  B  in  die  beiden  Teile  B'  und  B  zerlegt,  von 
denen  der  letztere  nicht  an  C  grenzen  möge.  Dann  gehört  der 
Körper  k,  der  auf  der  Grenze  von  B  und  C  liegt,  auch  der 
Grenze  von  B'  und  C  an.  Ebenso  dürfen  wir  von  C  einen  Teil 
C  abtrennen,  der  nicht  mit  B  zusammenhängt,  ohne  die  gegen- 
seitige Grenze  zu  verändern.  Auch  ist  es  gestattet,  diese  Ope- 
ration unbeschränkt  fortzusetzen.  Hierbei  sind  zwei  Fälle  möglich : 
entweder  bilden  die  übrigbleibenden  Teile  ß  und  C,  die  mit 
einander  in  Verbindung  stehen,  bei  jeder  Abtrennung  von  Teilen, 
die  nicht  an  den  andern  Raumteil  grenzen,  stets  einen  einzigen 
Raum;  oder,  wenn  man  von  den  beiden  Teilen  B  und  C  solche 
Teile  abtrennt,  welche  jedesmal  mit  dem  andern  Teile  keinen 
Zusammenhang  haben,  so  bestimmen  die  übrig  bleibenden  Teile 
mehrere  Körper.  Im  zweiten  Falle  kann  man  vom  Räume  A 
mehrere  Räume  Ai,  A2  ...  abgetrennt  denken,  die  unter  ein- 
ander nicht  in  Zusammenhang  stehen,  von  denen  aber  jeder  durch 
die  vorhin  ausgeführte  Teilung  in  zwei  Teile  zerfällt,  etwa  Ai  in 
Bi   und  Gl,  A2  in  B^  und  Cj   u.  s.  w.     Diesen  Teilen  soll  die 
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weitere  Eigenschaft  zukommen,  dafs  jeder  Körper,  der  auf  der 
Grenze  von  B  und  C  liegt,  in  gleichzeitiger  teilweiser  Deckung 
mit  zwei  Teilen  ist,  in  die  einer  der  Räume  Ai ,  A3  .  .  .  zerfällt. 
Im  ersten  Falle  sagen  wir,  die  Grenze  der  Raumteile  B  und  C 
bestehe  aus  einer  einzigen  Fläche,  im  zweiten  lassen  wir  die 
Grenze  in  mehrere  Flächen  zerfallen.  Die  Teilung  des  Raumes 
A  in  die  beiden  Teile  B  und  C  liefert  daher  eine  einzige  Fläche 
(B,  C),  wenn  man  in  ganz  beliebiger  Weise  von  jedem  der  beiden 
Teile  solche  Gebiete  abtrennen  kann,  die  nicht  an  den  anderen 
Teil  grenzen,  ohne  dafs  der  übrigbleibende  Teil  in  mehrere  Räume 
zerfällt.  Besteht  die  Grenze  aus  mehreren  Flächen,  so  kann  man 
jede  für  sich  untersuchen. 

3.  Ein  Raumteil  A  führe  durch  seine  Zerlegung  in  die  Teile 
B  und  C  auf  die  Fläche  (B,  C);  ebenso  sei  ein  Raumteil  L  in 
die  beiden  Teile  M  und  N  zerlegt,  die  in  einer  einzigen  Fläche 
(M,  N)  an  einander  grenzen.  Die  Fläche  (B,  C)  ist  identisch 
mit  der  Fläche  (M,  N),  wenn  jeder  Körper,  der  ganz  im  Räume 
A  liegt  und  mit  den  beiden  Räumen  B  und  C  in  gleichzeitiger 
teilweiser  Deckung  ist,  auch  die  beiden  Raumteile  M  und  N  teil- 
weise deckt.  Wir  können  in  diesem  Falle  auch  sagen :  Indem 
wir  von  B  Teile  abtrennen,  die  nicht  mit  C  zusammenhangen, 
und  von  C  Teile  entfernen,  die  nicht  an  B  grenzen,  und  in  ent- 
sprechender Weise  mit  den  beiden  Raumteilen  M  und  N  ver- 
fahren, läfst  sich,  wofern  die  Flächen  zusammenfallen,  durch  die 
angegebene  Operation  erreichen,  dafs  der  übrigbleibende  Teil  von 
B  mit  dem  übrigbleibenden  Teile  von  M  (bezw.  N)  und  der  übrig- 
bleibende Teil  von  C  mit  dem  von  N  (bezw.  M)  identisch  wird. 

In  ähnlicher  Weise  sagen  wir,  die  Fläche  (M,  N)  bilde  einen 
Teil  der  Fläche  (B,  C),  wenn  jeder  Körper,  der  auf  der  Grenze 
von  M  und  N  liegt,  auch  mit  den  Raumteilen  B  und  C  in  gleich- 
zeitiger teil  weiser  Deckung  ist,  während  ein  Körper  auf  der 
Grenze  von  B  und  C  liegen  kann,  ohne  der  Grenze  von  M  und 
N  anzugehören. 

Eine  Fläche  (B,  C)  ist  in  die  beiden  Flächen  (M,  N)  und 
(P,  Q)  zerlegt,  wenn  jeder  Körper,  welcher  auf  der  Grenze  von 
B  und  C  liegt,  entweder  der  Grenze  von  M  und  N  oder  der 
Grenze  von  P  und  Q  oder  beiden  Grenzen  angehört.  Wir  dürfen 
demnach  sagen,  die  Fläche  (B,  C)  bestehe  aus  den  Flächen  (M,  N) 
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und  (P,  Q),  wenn  a)  jeder  Körper,  der  mit  M  und  N  in  teil- 
weiser Deckung  ist,  auch  auf  der  Grenze  von  B  und  C  liegt, 
b)  jeder  Körper,  der  auf  der  Grenze  von  P  und  Q  liegt,  auch 
für  B  und  C  dieselbe  Eigenschaft  hat,  und  c)  jeder  Körper,  der 
mit  B  und  C  in  teilweiser  Deckung  ist,  teilweise  entweder  den 
vier  Räumen  M,  N,  P,  Q  oder  den  beiden  Räumen  M  und  N 
oder  den  beiden  Räumen  P  und  Q  angehört. 

In  derselben  Weise,  wie  wir  hier  den  Raumteil  A  in  die 
beiden  Teile  B  und  C  zerlegt  haben  und  dadurch  zu  der  Flache 
(B,  C)  gelangt  sind,  können  wir  auch  einen  Körper  a  in  zwei 
Teile  teilen  und  dementsprechend  eine  Fläche  als  Grenze  zweier 
Teile  eines  Körpers  erhalten.  Eine  Fläche  (b,  c),  die  auf  dem 
letzteren  Wege  gewonnen  wird,  deckt  eine  durch  zwei  Raum- 
teile erhaltene  Fläche  (ß,  C),  wenn  jeder  Raumteil,  mit  dem  die 
Körper  b  und  c  in  gleichzeitiger  teilweiser  Deckung  sind,  sowohl 
mit  B  wie  mit  C  einen  Teil  gemeinschaftlich  hat.  Hiernach 
braucht  man  nicht  zu  definieren,  was  es  heifse,  eine  Fläche  decke 
einen  Teil  einer  andern  u.  dgl. 

4.  Der  weiteren  Untersuchung  legen  wir  wieder  die  Annahme 
zu  Grunde,  dafs  durch  die  Zerlegung  von  A  in  die  Teile  B  und 
C  eine  einzige  Fläche  (B,  C)  gewonnen  wird.  Dann  können 
wir  B  in  zwei  Teile  D  und  E  zerlegen,  die  beide  mit  C  zu- 
sammenhangen. Da  die  Raumteile  C  und  D  einen  einzigen  Raum 
bilden,  so  bestimmen  sie  eine  Fläche  (C,  D);  ebenso  führen  die 
an  einander  grenzenden  Raumteile  C  und  E  auf  eine  Fläche  (C,  E). 
Nun  überzeugen  wir  uns  sehr  leicht,  dafs  die  Fläche  (B,  C)  in 
die  beiden  Teile  (C,  D)  und  (C,  E)  zerfällt.  Dieselbe  Operation, 
welche  wir  vorhin  mit  den  Raumteilen  B  und  C  vorgenommen 
haben,  können  wir  jetzt  auf  die  Flächen  (C,  D)  und  (C,  E) 
übertragen:  wir  können  von  der  Fläche  (C,  D)  einen  Teil  ab- 
trennen, der  nicht  mit  (C,  E)  zusammenhängt,  und  ebenso  von 
(C,  E)  beliebige  Flächenteile  entfernen,  die  nicht  mit  der  Fläche 
(C,  D)  in  Verbindung  stehen.  Durch  diese  Überlegung  werden 
wir  auf  die  Grenze  zweier  Flächenteile  geführt,  die  ent- 
weder aus  einer  einzigen  Linie  besteht  oder  sich  in  mehrere 
Linien  zerlegt. 

5.  Es  wird  gut  sein,  diesen  Gedanken  durchzuführen,  ohne 
den  Begriff  der  Fläche  zu  benutzen.    Der  Raumteil  A  sei  in  drei 
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Teile  C,  D,  E  derartig  zerlegt,  dafs  jeder  Teil  an  die  beiden 
anderen  grenzt.  Zugleich  soll  aber,  indem  wir  etwa  von  C 
beliebige  Teile  abtrennen,  die  weder  mit  D  noch  mit  E  in  Zu- 
sammenhang stehen,  mindestens  ein  Teil  übrig  bleiben,  der  so- 
wohl mit  D  wie  mit  E  zusammenhängt.  Wofern  diese  Bedingungen 
erfüllt  sind,  sagen  wir,  jeder  der  drei  Teile  läge  auf  der  gemein- 
schaftlichen Grenze  gegen  die  beiden  anderen. 

Jetzt  teilen  wir  C  in  zwei  Teile  C  und  C,  von  denen  der 
zweite  höchstens  mit  einem  der  Teile  D  und  E  in  Zusammen- 
hang steht.  Ebenso  trennen  wir  von  D  einen  Teil  D"  ab,  der 
entweder  an  keinen  der  Teile  C  und  E  oder  nur  an  einen  von 
ihnen  grenzt,  und  nennen  den  übrigen  Teil  D'.  In  entsprechender 
Weise  sei  E  in  die  beiden  Teile  E'  und  E"  zerlegt.  Die  drei  auf 
diese  Weise  erhaltenen  Raumteile  C,  D',  E'  bilden  entweder  einen 
einzigen  Raumteil  A',  oder  man  gelangt  zu  getrennten  Räumen, 
von  denen  jeder  sowohl  einen  Teil  von  C  als  auch  von  D'  und 
von  E'  enthält.  Es  genügt  offenbar,  den  ersten  Fall  allein  zu 
betrachten  und  anzunehmen,  dafs,  wie  man  auch  immer  von  den 
drei  Raumteilen  C,  D,  E  Gebiete  abtrennt,  welche  nicht  der  ge- 
meinschaftlichen Grenze  gegen  die  beiden  anderen  angehört,  der 
übrigbleibende  Teil  jedesmal  einen  einzigen  Raum  bildet.  In 
diesem  Falle  sagen  wir,  die  gemeinschaftliche  Grenze  der  drei 
Raumteile  sei  eine  Linie.  Wir  können  jetzt  genau  in  derselben 
Weise,  die  wir  ftir  die  Flächen  dargelegt  haben,  definieren,  was 
es  heifse,  zwei  Linien  seien  identisch,  eine  Linie  sei  ein  Teil 
einer  anderen,  eine  Linie  sei  in  zwei  Teile  zerlegt  u.  dgl.  Auch 
können  wir  wieder  eine  Linie  durch  Teilung  eines  Körpers  ent- 
stehen lassen  und  die  weiteren  Untersuchungen,  die  wir  oben 
für  die  Fläche  angestellt  haben,  mit  Leichtigkeit  auf  die  Linie 
übertragen. 

Hierbei  müssen  wir  noch  auf  folgenden  Umstand  hinweisen. 
Wenn  die  Teilung  des  Raumes  A  in  die  drei  Teile  C,  D,  E  eine 
einzige  Linie  bestimmt,  so  sind  für  die  Teilung  des  Raumes  C 
in  zwei  Teile  C'  und  C"  drei  Fälle  möglich:  entweder  grenzt 
einer  der  beiden  Teile  an  D  und  E  oder  beide  Teile  grenzen  an 
D  und  E  oder  einer  der  beiden  Teile  grenzt  nur  an  D  und  der 
andere  an  E.  Im  dritten  Falle  möge  C'  mit  D,  C'  mit  E  zu- 
sammenhangen.   Denken  wir  jetzt  die  Teile  G'  und  E  zu  einem 
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neuen  Räume  Ei   vereinigt,  so  bestimmt  die  Teilung  (C,  D,  Ei) 
dieselbe  Linie,  wie  die  Teilung  (C,  D,  E). 

'  6.  Durch  die  vorangehenden  Entwicklungen  sind  alle  Mo- 
mente gegeben,  welche  bei  der  Definition  des  Punktes  in  Betracht 
kommen.  Wir  können  von  einer  Linie  ausgehen  und  sie  in 
zwei  Teile  zerlegen;  von  jedem  Teile  trennen  wir  Stücke  ab, 
welche  nicht  an  den  anderen  Teil  grenzen;  dadurch  werden  wir 
auf  die  Grenze  zweier  Linienteile  gefuhrt,  welche  in  einem  Punkte 
besteht  oder  in  mehrere  Punkte  zerfällt.  Auch  können  wir  un- 
mittelbar von  einem  Raumteil  A  ausgehen  und  ihn  so  in  vier 
Teile  zerlegen,  dafs  jeder  Teil  mit  den  drei  anderen  in  Zusammen- 
hang steht  und  dieser  Zusammenhang  bestehen  bleibt,  wie  auch 
von  jedem  der  Teile  Gebiete  abgetrennt  werden,  welche  nicht 
an  die  anderen  Teile  grenzen.  Die  Durchführung  dieser  Gedanken 
ist  so  leicht,  dafs  wir  nicht  näher  darauf  einzugehen  brauchen. 

§  6. 
Wnndts  Definition  des  Baumes. 

Wenn  wir  auch  die  Behandlung  aller  philosophischen  Fragen 
von  unserem  Werke  ausschliefsen,  so  müssen  wir  doch  auf  Wundts 
Raumtheorie^®)  etwas  näher  eingehen,  da  dieser  Philosoph,  wie 
überhaupt  auf  die  übrigen  Wissenschaften,  so  auch  auf  die  Ergeb- 
nisse der  mathematischen  Forschung  sorgfältig  Rücksicht  nimmt. 
Indessen  müssen  wir  uns  Beschränkung  auferlegen,  indem  wir 
die  Raumtheorie  rein  für  sich  und  auch  so  nur  nach  ihrer  ma- 
thematischen Seite  betrachten.  Somit  wollen  wir  unser  Haupt- 
augenmerk auf  seine  Definition  des  Raumes  und  die  ihr  ent- 
sprechenden Axiome  der  Geometrie  richten  und  alles  andere  nur 
soweit  berücksichtigen,  als  es  für  die  Beurteilung  der  Raumtheorie 
nicht  entbehrt  werden  kann. 

Bei  der  Definition,  welche  Wundt  vom  Räume  giebt,  ver- 
langt er  mit  vollem  Rechte,  dafs  darin  keine  Begriffe  vorkommen, 
die  bereits  in  irgend  einer  Weise  den  Raum  voraussetzen.  Dem- 
nach geht  er  von  den  fünf  Begriffen  aus:  1.  Gröfse,  2.  Richtung, 
3.  Stetigkeit,  4.  Veränderung,  5.  Zahl,  und  zwar  in  einem  Sinne, 
der  nichts  specifisch  Räumliches  einschliefst.  Darauf  gründet  er 
folgende  Definition: 
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»1.  Der  Raum  ist  eine  stetige  und  unbegrenzte  Gröfse,  in 
M-elcher  das  Einzelne,  welches  nicht  in  weitere  Bestandteile  zerlegt 
werden  kann,  durch  drei  unabhängig  von  einander  veränderliche 
Richtungen  bestimmt  wird.  Das  unzerlegbar  Einzelne  im  Räume 
heifst  Punkt.  Die  Bestimmung  irgend  eines  Einzelnen  im  Räume 
durch  die  drei  unabhängigen  Richtungen  heifst  Lage.  2.  Jeder 
beliebige  Teil  des  Raumes  kann  vom  übrigen  Raum  abgesondert 
gedacht  werden.  Ein  solcher  abgetrennter  Teil  des  Raumes  (ein 
zusammengesetztes  Einzelnes)  heifst  ein  Raumgebilde.  3.  Jedes 
Raumgebilde  kann  in  veränderter  Lage  gedacht  werden,  ohne  dafs 
dadurch  das  wechselseitige  Lagenverhältnis  beliebig  in  ihm  an- 
genommener Punkte  verändert  wird.  Diese  Eigenschaft  des  Raumes 
heifst  Kongruenz.  4.  Zu  jeder  Richtung  im  Räume  existiert 
eine  entgegengesetzte  Richtung  von  übereinstimmender  Lage,  und 
die  Lage  zweier  zusammengehöriger  entgegengesetzter  Richtungen 
heifst  eine  Gerade.« 

Den  wesentlichen  Inhalt  dieser  Begriflfsbestimmungen  glaubt 
er  in  folgender  Weise  zusammenfassen  zu  können:  »Der  Raum 
ist  eine  stetige,  in  sich  kongruente  unendliche  Gröfse,  in  welcher 
das  unzerlegbare  Einzelne  durch  drei  Richtungen  bestimmt  wird.« 

Diese  Definition  wird  an  einer  späteren  Stelle  durch  die 
folgenden  vier  Axiome  ersetzt:  »L  Die  Lage  eines  jeden  Punktes 
ist  durch  drei  unabhängig  von  einander  veränderliche  Richtungen 
bestimmt.  2  Die  Lage  jedes  beliebigen  ausgedehnten  Raum- 
gebildes wird  durch  die  Lage  dreier  willkürlich  in  ihm  ange- 
nommener Punkte  bestimmt.  3.  Jedes  Raumgebilde  bleibt  mit 
sich  kongruent,  wenn  es  beliebig  in  veränderter  Lage  gedacht 
wird.  Zwei  Raumgebilde  sind  daher  kongruent,  wenn  das  eine 
aus  einer  blofsen  Lageänderung  des  andern  entstehen  kann.  4.  Jede 
beliebige  Richtung  im  Räume  kann  als  eine  ins  Unendliche  zu- 
nehmende Gröfse  gedacht  werden.« 

Wir  glauben  unser  Interesse  hauptsächlich  der  ausführlichen 
Definition  zuwenden  zu  sollen.  Ehe  wir  aber  zur  Besprechung 
des  ersten  Satzes  derselben  übergehen,  müssen  wir  eine  Bemerkung 
vorausschicken.  Man  hat  es  vielfach  als  einen  Mangel  der  ana- 
lytischen Geometrie  bezeichnet,  dafs  durch  die  Einführung  der 
Koordinaten  etwas  Fremdes  in  die  Wissenschaft  hineingebracht 
werde,   dafs  die   ganze   Untersuchung  gleichsam   einen  Umweg 
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mache,  indem  man  dasjenige  Gebilde,  dessen  Eigenschaften  er- 
mittelt werden  sollen,  nicht  für  sich,  sondern  in  seiner  Lage 
gegen  ein  anderes,  davon  durchaus  unabhängiges  Gebilde,  das 
Koordinatensystem,  untersucht.  Wenn  man  auf  diesen  Vorwurf 
auch  erwidern  kann,  dafs  man  die  Lage  eines  Gebildes  überhaupt 
erst  dann  bestimmen  kann,  wenn  man  die  Lage  eines  anderen 
als  gegeben  betrachtet,  so  behält  er  doch  immer  seine  Berech- 
tigung. Mag  der  Vorteil,  den  die  Anwendung  der  Analysis  fiir 
die  Geometrie  bietet,  noch  so  grofs  sein,  mag  es  viel£ich  ge- 
lingen, das  Koordinatensystem  in  organischen  Zusammenhang  mit 
dem  zu  untersuchenden  Gebilde  zu  bringen,  oder  mag  man  sich 
von  dem  gewählten  System  unabhängig  machen  können:  an  sich 
ist  die  Koordinatenbestimmung  dem  Räume  fremd.  Eine  Defi-  . 
nition  des  Raumes,  bei  der  diese  Bestimmung  zur  eigentlichen 
Grundlage  gemacht  wird,  kann  demnach  nicht  als  natürlich  an- 
gesehen werden. 

Für  die  Fassung  des  ersten  Satzes  der  Definition  ist  ohne 
Zweifel  das  Cartesisehe  Koordinatensystem  bestimmend  gewesen. 
Dabei  legt  man  bekanntlich  drei  Richtungen  zu  Grunde,  die  von 
einem  Punkte  ausgehen,  ohne  einer  Ebene  anzugehören;  durch 
je  zwei  der  angenommenen  Achsen  legt  man  eine  Ebene,  zieht 
von  dem  zu  bestimmenden  Punkte  aus  die  Parallele  zu  jeder  der 
drei  Achsen  bis  zum  Schnittpunkt  mit  der  durch  die  beiden  an- 
deren Achsen  gelegten  Ebene  und  mifst  die  drei  auf  diese  Weise 
erhaltenen  Strecken  durch  dasselbe  Mafs.  Oflfenbar  kann  aber 
diese  Konstruktion  in  ihrer  Ausführlichkeit  hier  nicht  gemeint 
sein,  da  sonst  schon  der  Raum  und  seine  Eigenschaften  voraus- 
gesetzt würden,  während  der  Begriff  der  Richtung  nur  in  einem 
Sinne  postuliert  wird,  der  auf  Raum,  Zeit,  Zahl,  Empfindungs- 
intensität in  gleicher  Weise  anwendbar  ist.  Demnach  kann  der 
angegebene  Satz  nur  *den  Sinn  haben,  dafs  man  überhaupt  von 
drei  Richtungen  ausgehend  jedem  Punkte  drei  Zahlen  zuordnen 
könne,  ohne  dafs  der  Weg,  auf  dem  dies  möglich  sein  soll, 
wirklich  angegeben  wird.  Das  ist  aber  höchst  mifslich;  denn 
entweder  wird  der  Leser  unwillkürlich  die  Cartesischen  Koordi- 
naten heranziehen  und  dadurch  den  angewandten  Begriffen  räum- 
liche Eigenschaften  beilegen,  oder  er  wird  von  der  Definition 
nicht  befriedigt  sein,  da  ihm  die  Möglichkeit  der  Messung  nicht 
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einleuchtet.  Zu  wenig  in  die  Definition  hineinzulegen,  dürfte 
auch  nicht  angehen;  so  können  wir  kaum  glauben,  der  Raum 
solle  hier,  um  einen  treflfenden  Ausdruck  Lies  zu  gebrauchen^ 
nur  als  eine  dreifach  ausgedehnte  Zahlenmannigfaltigkeit  bezeichnet 
werden. 

Überhaupt  ist  der  Verfasser  im  Irrtum  über  die  Bedeutung 
der  Zahl  der  Dimensionen,  wenn  er  darin  nur  die  Zahl  der  Ele- 
mente erblickt,  welche  zur  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes 
notwendig  sind,  wenn  er  sie  also,  wie  er  einmal  ausdrücklich 
sagt,  für  Hilfsgröfsen  der  geometrischen  Forschung  hält.  Dem 
gegenüber  müssen  wir  beachten,  dafs  diese  Zahl  von  der  höchsten 
realen  Bedeutung  ist,  indem  der  Ausdruck,  der  Raum  hat  drei 
Dimensionen,  besagt,  dafs  eine  dreimal  wiederholte  Teilung  in 
der  früher  angegebenen  Weise  (S.  198)  auf  das  unteilbare  Ge- 
bilde, den  Punkt,  führt.  Im  dritten  Abschnitt  (B.  1.  S.  168—172) 
haben  wir  zudem  erkannt,  dafs  wir  die  Punkte  des  Raumes  durch 
jede  beliebige  Zahl  von  Gröfsen  bestimmen  können,  dafs  z.  B. 
für  diesen  Zweck  die  Zahlen  einer  einzigen  Reihe  ausreichen. 
Auch  in  anderer  Hinsicht  leiden  die  Angaben  Wundts  über  die 
mehrdimensionale  Geometrie  an  so  vielen  Ungenauigkeiten,  dafs 
es  unmöglich  ist,  sie  einzeln  zu  besprechen. 

Soviel  glauben  wir  aber  hier  bewiesen  zu  haben,  dafs  wir 
unmöglich  den  ersten  Satz  als  eine  geeignete  Grundlage  für  die 
Definition  des  Raumes  anerkennen  können.  Vielleicht  bietet  aber 
der  dritte  Satz  der  Definition  noch  gröfsere  Schwierigkeiten.  Wie 
wir  sehen,  will  der  Verfasser  zur  Erklärung  der  Kongruenz  den 
festen  Körper  nicht  heranziehen.  Er  erklärt  in  den  vorangehenden 
Erläuterungen  ausdrücklich,  die  Geometrie  als  die  abstrakte  Wissen- 
schaft der  Raumelemente  habe  von  denjenigen  Erscheinungen  ab- 
zusehen, welche  aus  der  physikalischen  Konstitution  der  Körper 
hervorgehen;  auch  könne  der  Satz,  dafs  es  absolut  feste  Körper 
giebt,  um  deswillen  eine  physikalische  Vorstellung  nicht  sein,  weil 
er  physikalisch  unrichtig  sei.  Über  diesen  Punkt  glauben  wir  uns 
im  fünften  Abschnitt  ausführlich  genug  ausgesprochen  zu  haben; 
wir  wiederholen  hier  nur:  Der  Geometrie  kommt  es  einzig  und 
allein  auf  die  Vergleichung  der  Raumteile  an;  ob  man  dazu  einen 
festen  Körper  benutzen  oder  sie  in  anderer  Weise  vermittelt  denken 
will,  ist  an  sich  gleichgültig;  nur  mufs  die  Vergleichung,  von  der 
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die  Geometrie  ausgeht,  denselben  Gesetzen  folgen  wie  die  Be- 
wegung fester  Körper.  Demnach  haben  wir  zu  untersuchen,  ob 
es  Wundt  gelungen  sei,  ohne  Benutzung  der  festen  Körper  eine 
genügende  Grundlage  der  Kongruenz  zu  schaffen. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  beachten  wir  zuerst  die 
Erläuterungen,  welche  der  Verfasser  auf  den  der  Definition  voran- 
gehenden Seiten  seines  Werkes  giebt.  Hier  operiert  er  fort- 
während mit  der  »Translocierung  von  Raumteilen«;  er  denkt 
geradezu  einem  abgegrenzten  Teile  des  Raumes  eine  andere  Lage 
gegeben  und  setzt  voraus,  dafs  derselbe  infolge  dieses  Lagen- 
wechsels seine  räumlichen  Eigenschaften  nicht  verändert.  Das 
ist  aber  höchst  bedenklich;  denn  erstens  ist  der  Raum  und  mit 
ihm  jeder  seiner  Teile  durchaus  unbeweglich;  zweitens  gehört 
doch  die  Lage  im  Räume  zu  den  räumlichen  Eigenschaften  (so 
ist  die  Lage,  durch  die  sich  zwei  kongruente  Würfel  unterscheiden, 
doch  wohl  eine  räumliche  Eigenschaft);  es  ist  also  unstatthaft  zu 
sagen,  ein  Raumgebilde  verändere  durch  Lagenänderung  seine 
räumlichen  Eigenschaften  nicht. 

Indessen  wäre  es  unrecht,  an  solche  der  Erklärung  gewidmete 
Partieen  den  Mafsstab  der  äufsersten  Strenge  zu  legen.  Wundt 
betrachtet  an  den  erwähnten  Stellen  ohne  Zweifel  zwei  Raum- 
gebilde von  verschiedener  Lage,  die  in  allen  übrigen  räumlichen 
Eigenschaften  übereinstimmen.  Was  das  zu  bedeuten  habe,  soll 
dann  durch  den  dritten  Satz  seiner  Definition  erklärt  werden. 
Zwar  deuten  die  ersten  Worte:  »Jeder  Raumteil  kann  in  ver- 
änderter Lage  gedacht  werden«,  wieder  auf  eine  Dislocierung  hin. 
Wenn  aber  ein  Raumgebilde  seine  Lage  nicht  ändern  kann,  so 
darf  es  auch  nicht  in  geänderter  Lage  gedacht  werden.  Somit 
müssen  wir  das  Hauptgewicht  auf  die  Worte  legen,  das  wechsel- 
seitige Lagenverhältnis  beliebig  in  einem  Raumgebilde  angenom- 
mener Punkte  werde  nicht  verändert.  Wir  fragen  uns  daher: 
Wann  gilt  das  wechselseitige  Lagen  Verhältnis  in  verschiedenen 
Raumgebilden  als  gleich.^  Nach  dem  ersten  Satze  der  Definition, 
der  das  Wort  Lage  erklären  will,  müssen  wir  beidemal  drei 
Richtungen  zu  Grunde  legen  und  mit  ihrer  Hilfe  den  einzelnen 
Punkten  Koordinatenwerte  zuordnen.  Gewife  ist  diese  Erklärung 
ausreichend,  wenn  wir  beidemal  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system  zu   Grunde   legen    und   beidemal   dieselbe   Längeneinheit 
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gebrauchen.  Das  dürfen  wir  hier  aber  nicht  voraussetzen;  denn 
alsdann  hätten  wir  den  Begriflf  der  Kongruenz  vorweggenommen, 
der  doch  hier  erst  erklärt  werden  soll.  Der  erste  Satz  der  Defi- 
nition sagt  nichts  vom  Winkel  der  Koordinatenachsen  und  von 
der  Längeneinheit.  Wir  haben  somit  kein  Mittel,  die  beiden 
Koordinatensysteme  mit  einander  zu  vergleichen.  Hiernach  bleibt 
die  Möglichkeit,  dafs  das  eine  Raumgebilde  durch  ein  rechtwink- 
liges, das  andere  durch  ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem 
bestimmt  sei;  auch  braucht  nicht  beidemal  dieselbe  Längeneinheit 
benutzt  zu  werden.  Mit  Hilfe  solcher  Systeme  seien  den  ein- 
zelnen Punkten  des  ersten  Gebildes  die  Wertsysteme  (xi,  xj,  xs) 
und  den  Punkten  des  zweiten  Gebildes  die  Wertsysteme(yi,yj,y3) 
zugeordnet.  Läfst  man  jetzt  dem  Punkte  (xi,  xj,  X3)  denjenigen 
Punkt  (yi,  y,,  ya)  entsprechen,  für  den  Xi  =  yi,  x,  =y,,  x,  =73 
ist,  so  müssen  nach  der  Definition  die  Raumgebilde  als  kongruent 
angesehen  werden,  während  sie  es  in  Wirklichkeit  nicht  sind. 

Der  vierte  Satz  definiert  die  Gerade  durch  zwei  einander 
entgegengesetzte  Richtungen  von  übereinstimmender  Lage.  Hier 
hat  das  Wort  »Lage«  doch  offenbar  eine  ganz  andere  Bedeutung 
als  im  ersten  Satze  der  Definition ;  es  fehlt  jede  Andeutung,  wie 
dies  Wort  denn  überhaupt  verstanden  werden  soll.  Danach  sucht 
man  auch  in  der  beigefügten  Fufsnote  vergebens;  im  Gegenteil 
giebt  diese  zu  weiteren  Bedenken  Veranlassung. 

Über  die  Axiome  möchten  wir  zunächst  bemerken,  dafs  die 
Übereinstimmung  zwischen  ihnen  und  den  beiden  Definitionen 
doch  weit  geringer  ist,  als  Wundt  annimmt:  nur  würde  es  zu 
weit  führen,  dies  hier  zu  beweisen.  Dagegen  glaube  ich  die  Auf- 
merksamkeit des  Lesers  auf  das  zweite  Axiom  hinlenken  zu  sollen. 
In  der  aufgestellten  Form  halte  ich  dasselbe  geradezu  für  unrichtig, 
da  jedes  Raumgebilde  an  sich  eine  feste  Lage  hat,  diese  also  nicht 
erst  durch  Punkte  bestimmt  werden  kann.  Das  Axiom  mufs 
demnach  zum  mindesten  an  die  dritte  Stelle  gesetzt  werden, 
indem  man  ihm  die  Bedeutung  beilegt,  dafs  ein  Gebilde,  welches 
einem  gegebenen  kongruent  sein  soll,  vollständig  bestimmt  ist, 
sobald  man  die  Lage  von  drei  Punkten  kennt.  Aber  selbst  in 
dieser  Form  ist  es  nicht  geeignet,  die  scharfen  Forderungen 
Helmholtz'  zu  ersetzen;  denn  mit  der  Wundtschen  Form  wäre 
es  u.  a.  vereinbar,  dafs  die  Lage  des  dritten  Punktes  noch  ganz 
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willkürlich  ist,  nachdem  man  die  der  beiden  ersten  beliebig  ge> 
wählt  hat. 

Man  mufs  es  bedauern,  dafs  Wundt  nicht  die  Folgerungen 
aus  seiner  Definition  so  weit  gezogen  hat,  bis  er  wenigstens  die 
Existenz  der  Ebene  und  die  Parallelentheorie  begründet  hätte. 
Dann  würde  er  wohl  genötigt  gewesen  sein,  auf  die  wirkliche 
Bedeutung  der  nicht-euklidischen  Geometrie  einzugehen.  Was  er 
jetzt  darüber  sagt,  trifft  nicht  ihre  Theorie  selbst,  sondern  richtet 
sich  gegen  unrichtige  Ansichten,  die  er  sich  darüber  gebildet  hat. 
So  glaubt  er,  man  stelle  sich  vor,  die  Gerade  sei  ein  Bestandteil 
des  objektiven  Raumes,  der  darum,  weil  er  unabhängig  von  uns 
existiere,  auch  gelegentlich  seine  Eigenschaften  verändern  könne. 
Eine  Andeutung  Riemanns  in  seiner  Habilitations- Vorlesung  ver- 
steht er  dahin,  als  halte  es  dieser  Mathematiker  für  möglich,  dafs 
durch  ein  Zurückgehen  auf  das  unmefsbar  Kleine  eine  der  wesent- 
lichen Eigenschaften  des  Raumes  sich  verändern  könne.  Dem 
entgegen  darf  ich  daran  erinnern,  dafs  auch  für  den  Mathematiker 
die  Gleichförmigkeit  des  Raumes  oberstes  Princip  ist. 

Überhaupt  bleiben  alle  Eigenschaften  des  Raumes,  die  Wundt 
für  wesentlich  hält,  in  den  nicht -euklidischen  Raumformen  un- 
geändert;  nur  verlangt  er  in  der  kürzeren  Definition  und  im 
vierten  Axiom,  dafs  der  Raum  unendlich  sein  solle.  Dadurch 
werden  allerdings  manche  Raumformen  ausgeschlossen;  aber 
Wundt  selbst  kann  diese  Eigenschaft  nicht  für  wesentlich  ansehen, 
da  er  in  der  ausführlichen  Definition  nur  verlangt,  dafs  der  Raum 
unbegrenzt  sein  soll;  die  letztere  Eigenschaft  kommt  aber  allen 
Raumformen  gleichmäfsig  zu. 

§7. 
Eine  Arbeit  Überwegs. 

Wir  müssen  hier  auf  eine  Abhandlung  Überwegs*^)  über  die 
Grundlagen  der  Geometrie  eingehen,  die  allerdings  auf  die  wei- 
teren Entwicklungen  dieser  Theorie  keinen  bemerkbaren  Einflufs 
ausgeübt  hat,  die  aber  als  Vorläuferin  der  bekannten  Helmholtz- 
schen  Arbeiten  Beachtung  verdient,  da  sie  siebzehn  Jahre  früher 
erschienen  ist  und  im  Grundgedanken  eine  merkwürdige  Über- 
einstimmung zeigt. 
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Schon  die  Stellung  und  Rechtfertigung  der  Aufgabe  bietet 
Interesse.  Überweg  vermifst  in  den  Principien  der  Mathematik 
wissenschaftliche  Strenge,  da  sich  darin  Begriffe  ohne  Definitionen, 
Sätze  ohne  Beweise  (Axiome),  Forderung  der  Lösung  von  Auf- 
gaben ohne  Nachweis  der  Mittel  (Postulate)  finden.  Nun  glaubt 
er,  die  Arithmetik  bedürfe  keiner  Axiome,  wofern  nur  die  ge- 
nügenden Definitionen  vorausgeschickt  würden.  Aber  aus  den 
Principien  der  Geometrie  könne  nicht  alles  Unbewiesene  eliminiert 
werden.  Dementsprechend  machen  sich  seiner  Ansicht  nach  zwei 
Forderungen  geltend,  die  eine:  zwischen  den  mannigfaltigen  gang- 
baren Grundbegriffen,  Axiomen,  Postulaten  durch  eine  wissen- 
schaftliche Ableitung  einen  Zusammenhang  nachzuweisen;  die 
andere:  den  Grund  der  Gewifsheit  des  mathematisch  Unbeweis- 
baren darzuthun.  Dem  zweiten  Problem  werden  nur  wenige 
Seiten  gewidmet;  Überweg  will  eingehend  nur  die  erste  Aufgabe 
behandeln.  Dabei  bieten  sich  zwei  Wege  dar,  von  denen  der 
eine  von  der  philosophischen  Bestimmung  des  Raumes,  der  zweite 
von  einer  bestimmten  empirischen  Anschauung  ausgeht.  Da  der 
erste  erst  eingeschlagen  werden  kann,  nachdem  mehrere  philo- 
sophische Fragen  endgültig  gelöst  sind,  will  der  Verfasser  den 
zweiten  verfolgen;  er  will  mit  anderen  Worten  von  einem  Ex- 
perimente ausgehen.  Nun  erfolgt  die  Sonderung  des  Raumes 
aus  der  sinnlichen  Totalanschauung  nur  durch  Wahrnehmung  von 
Bewegungen.  Demnach  erachtet  er  die  Bewegung  als  ein  wesent- 
liches Element  seines  Experimentes  und  glaubt  speciell  das  nach- 
stehende seiner  Einfachheit  wegen  empfehlen  zu  sollen: 

Ein  materieller  fester  Körper  kann  nach  dem  Zeugnis  der 
Sinne,  I.  wenn  er  unbefestigt  ist,  überallhin  gelangen,  wo  sich 
nicht  etwa  schon  ein  anderer  fester  Körper  befindet;  II.  derselbe, 
an  einer  einzelnen  Stelle  festgehalten,  kann  sich  nicht  mehr  un- 
beschränkt überallhin  bewegen,  ist  aber  doch  nicht  aller  Bewegung 
beraubt;  III.  aufserdem  noch  an  einer  zweiten  Stelle  festgehalten, 
kann  derselbe  an  keiner  Stelle  mehr  alle  bei  (II)  möglichen  Be- 
wegungen machen,  aber  doch  immer  noch  bewegt  werden; 
IV.  wird  aber  eine  dritte  Stelle  des  Körpers  befestigt,  die  bei 
(III)  noch  bewegt  werden  konnte,  so  wird  alle  Bewegung  des- 
selben überhaupt  unmöglich. 

Mit  diesem  Experimente  verbindet  er,  indem  das  Zeugnis  der 
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Sinne  idealisiert  wird,  das  Axiom  oder  die  Hypothese,  da(s  die 
vorstehenden  Bestimmungen  mit  absoluter  Genauigkeit  gelten. 
Dann  sucht  er  daraus  mit  mathematischer  Strenge  analytisch 
zurückzuschliefsen  auf  die  Grundbestimmungen  des  Raumes.  Sind 
diese  gefunden,  so  tritt  endlich  von  ihnen  aus  das  synthetische 
Verfahren  ein,  welches  den  ganzen  Reichtum  der  Geometrie  er- 
zeugt. Streng  auszuschliefsen  ist  hierbei  jede  Anschauung,  jedes 
Axiom,  jedes  Postulat,  überhaupt  jede  Bestimmung,  die  nicht  in 
dem  Obigen  liegt. 

Aus  dem  ersten  Teile  des  Experimentes  werden  die  Defi- 
nitionen des  Ortes,  der  unendlich  kleinen  Gröfse,  der  Stetigkeit 
hergeleitet  und  die  Gleichartigkeit,  Kontinuität  und  Unendlichkeit 
des  Raumes  erschlossen.  Der  zweite  Teil  fuhrt  auf  den  Punkt, 
den  Weg  eines  Punktes,  auf  den  kugeligen  Ort  (die  Kugelfläche), 
auf  den  allgemeinen  Begriff  der  Fläche  und  liefert  zahlreiche  Sätze 
über  diese  Gebilde. 

Uns  interessiert  besonders  eine  Stelle,  worin  der  Verfasser 
zeigt,  dafs  er  mit  vollem  Bewufstsein  mehr  aus  der  Erfahrung 
erschliefsen  will,  als  er  in  der  obigen  Skizzierung  seines  Experi- 
mentes ausdrücklich  angegeben  hat.  Er  will  alle  Bewegungen 
untersuchen,  die  noch  möglich  sind,  wenn  eine  Stelle  eines 
festen  Körpers  festgehalten  wird.  Zu  dem  Zwecke  geht  er  aus- 
drücklich wieder  auf  die  Erfahrung  zurück  und  erklärt:  »Die  Er- 
fahrung zeigt  uns,  dafs,  wenn  mehrere  Orte  befestigt  sind,  andere 
Erscheinungen  als  die  angeführten,  nämlich  die  beiden  folgenden 
Teile  unseres  Experimentes  eintreten.  .  .  .  Die  bleibende  Stelle 
kann  also  kein  endlicher  Teil  des  Raumes  sein;  sie  kann  selbst 
keine  zweite  gleichartige  Stelle  in  sich  unterscheiden  lassen  und 
ist  daher  das  absolut  einfache  Raumelement.«  Auch  die  Annahme, 
dafs  mit  der  Ruhe  eines  Punktes  ein  durch  denselben  hindurch- 
gehendes Gebilde  regelmäfsig  in  sich  verbleibt,  wird  an  einer 
spätem  Stelle  ausgeschlossen,  indem  hervorgehoben  wird,  die 
Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  a  könne  ins  Unendliche  abnehmen, 
indem  ihr  Grenzwert  der  Punkt  a  sei,  »dessen  Gröfse  =  0  vor- 
gestellt wird«. 

Auf  die  Folgerungen,  welche  Überweg  aus  dem  dritten  and 
vierten  Teile  seines  Experimentes  zieht,  wollen  wir  nicht  ein- 
gehen.   Wir  bemerken  nur,  dafs  er  zum  Schlufs  seiner  analytischen 
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Untersuchung  auf  die  gerade  Linie  geführt  wird,  indem  er  den 
Lehrsatz  zu  beweisen  sucht:  »Bei  jeder  Drehung  eines  Körpers 
um  zwei  feste  Punkte  giebt  es  eine,  aber  auch  nur  eine  Linie, 
die  unbewegt  bleibt;  die  beiden  festen  Punkte  fallen  in  sie  hinein.« 
Demnach  definiert  er  die  Gerade  als  diejenige  Linie,  welche  bei 
der  Drehung  um  zwei  ihrer  Punkte  in  sich  verbleibt,  und  giebt 
dann  dem  vorstehenden  Satze  die  Form:  »Zwischen  je  zwei 
Punkten  giebt  es  eine,  aber  auch  nur  eine  gerade  Linie,  die  über 
beide  hinaus  ins  Unendliche  verlängert  werden  kann.« 

Die  synthetische  Untersuchung,  welche  sich  jetzt  anschließt, 
will  zunächst  zeigen,  dafs  der  Raum  drei  Dimensionen  hat,  sucht 
dann  den  Begriff  der  Richtung  zu  begründen,  definiert  die  Ebene 
als  den  Ort  der  gleichen  Abstände  von  zwei  Punkten  und  glaubt 
daraus  die  Fundamentaleigenschaft  der  Ebene  herleiten  zu  können. 
Der  Begriff  der  Richtung  führt  auf  den  Winkel  und  liefert,  wie 
Überweg  meint,  eine  weitere  Grundlage  für  die  Parallelentheorie. 

Wie  wir  sehen,  hat  die  Arbeit  zahlreiche  Mängel;  das  Ex- 
periment, aus  dem  alle  Eigenschaften  des  Raumes  hergeleitet 
werden  sollen,  genügt  keineswegs;  noch  weniger  können  die 
Beweise  als  befriedigend  anerkannt  werden.  Immerhin  bleibt 
dieser  Versuch,  der  noch  älter  ist  als  Riemanns  bekannte  Vor- 
lesung, von  hohem  Interesse,  um  so  mehr,  da  sich  der  Verfasser, 
wie  er  sagt,  nur  in  einzelnen  Partieen  an  eine  Schrift  von  Erb 
anschliefsen  konnte,  im  Plane  des  Ganzen  aber  ohne  Vorgänger 
war.  Zudem  zeigt  Überwegs  »Experiment«  grofse  Ähnlichkeit 
mit  den  »Thatsachen « ,  von  denen  Helmholtz  viele  Jahre  später 
ausging.  Ob  der  letztere  die  vorliegende  Arbeit  gekannt  hat, 
wird  sich  wohl  nicht  ermitteln  lassen;  nur  ist  es  auffallend,  dafs 
Helmholtz  häufig  den  Ausdruck  »kugelige  Flächen«  gebraucht, 
wie  Überweg  von  »kugeligen  Orten«  spricht;  jedenfalls  müssen 
wir  wohl  beachten,  dafs  die  Voraussetzungen,  von  denen  Helm- 
holtz ausgeht,  weit  schärfer  und  umfassender,  und  dafs  seine 
Beweise  von  ganz  anderer  Natur  sind. 

Zum  Schlufs  dieses  kurzen  Überblicks  müssen  wir  unserm 
Bedauern  Ausdruck  geben,  dafs  Überweg  durch  seinen  frühen 
Tod  verhindert  wurde,  diese  Abhandlung  (und  einige  weitere)  in 
neuer  Bearbeitung  herauszugeben,  was  er  nach  einer  Mitteilung 
von  Theodor Toeche  in  seinen  letzten  Lebensjahren  beabsichtigt  hat. 
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Tillys  Grandlagen  der  Geometrie. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  Arbeit  von  de  Tilly,'^)  die 
ohne  Zweifel  durch  Helmholtz'  Untersuchungen  beeinflufst  ist, 
deren  Ziel  aber  darauf  hinauskommt,  die  von  Helmholtz  gemachten 
Voraussetzungen  zu  vereinfachen  und  die  rechnende  Beweismethode 
des  letzteren  durch  eine  geometrische  zu  ersetzen. 

1.  Tilly  glaubt  nach  Begründung  der  Begriffe  von  Flache, 
Linie  und  Punkt  die  ganze  Geometrie  auf  dem  Begriffe  der  Ent- 
fernung aufbauen  zu  können.  Wie  er  sagt,  ist  jedesmal  mit  irgend 
zwei  Punkten  A  und  B  des  Raumes  eine  gewisse  Gröfse,  die 
Entfernung  AB,  derartig  verbunden,  dafs 

a)  alle  Entfernungen  gleichartige  Gröfsen  sind,  die  verschie- 
denen Entfernungen  also  der  Gesamtheit  der  positiven  Zahlen 
zugeordnet  werden  können,  und  dafs 

b)  die  Entfernung  AB  nur  null  wird,  wenn  die  Punkte  A 
und  B  zusammenfallen. 

Es  möge  hier  bemerkt  werden,  dafs  Tilly  im  Grunde  ge- 
nommen nicht  die  Entfernung  r  selbst  seiner  Untersuchung  zu 
Grunde  legt,  sondern  eine  beliebige  Funktion  f  (r),  welche  für 
alle  positiven  Werte  von  r  euideutig  und  stetig  ist,  für  r=0 
verschwindet  und  mit  wachsendem  Argument  selbst  wächst;  der- 
artige Funktionen  können  aber  in  der  mannigfaltigsten  Weise 
gebildet  werden. 

Mit  der  Entfernung  werden  diejenigen  Bewegungen  in  Zu- 
sammenhang gebracht,  bei  denen  jedes  System  von  Punkten  in 
sich  unverändert  bleibt.  Demnach  stellt  Tilly  folgendes  Axiom  auf: 

»Die  Entfernung  ändert  sich  im  Räume  auf  stetige  Weise, 
d.  h.  wenn  man  eine  beliebige  von  zwei  Punkten  A  und  B  be- 
grenzte Linie  betrachtet,  so  verändert  sich  die  Entfernung  der 
Punkte  dieser  Linie  vom  Endpunkte  B  auf  eine  stetige  Weise 
von  AB  bis  null.« 

»Ist  im  Räume  eine  beliebige  Figur  gegeben,  welche  die 
Punkte  A  und  B  enthält,  hat  ferner  der  Punkt  B'  von  A  dieselbe 
Entfernung  wie  der  Punkt  B,  so  kann  man  die  Figur  bei  der  Ruhe 
des  Punktes  A  so  bewegen,  dafs  das  System  unverändert  bleibt 
und  dafs  der  Punkt  B  die  Lage  des  Punktes  B'  erhält.« 
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Diese  Voraussetzungen  fafst  Tilly  als  erstes  oder  Haupt-Axiom 
zusammen;  daran  schliefst  er  das  zweite  Axiom,  nach  welchem 
die  Entfernung  zweier  Punkte  unbegrenzt  wächst. 

Aus  diesen  beiden  Axiomen  glaubt  er  die  Geometrie  ein- 
wurfsfrei herleiten  zu  können. 

2.  An  erster  Stelle  beweist  er  den  Satz,  dafe,  wenn  in  einer 
Figur  die  Punkte  A  und  B,  und  in  einer  zweiten  Figur  die  Punkte 
A'  und  B'  derartig  gewählt  sind,  dafs  die  Entfernungen  AB  und 
A'B'  einander  gleich  sind,  man  jedesmal  der  zweiten  eine  neue 
Lage  geben  kann,  in  welcher  der  Punkt  A'  auf  A,  B'  auf  B  fällt. 
Zu  dem  Ende  verbindet  er  die  Punkte  A  und  A'  durch  eine  be- 
liebige Linie;  hierin  mufs  ein  Punkt  O  liegen,  fiir  den  OA  — OA' 
ist.  Nun  genügt  eine  zweimalige  Anwendung  des  Hauptaxioms, 
die  Richtigkeit  des  Satzes  zu  erkennen. 

3.  Hieran  schliefst  sich  eine  Untersuchung,  die  fiir  das  Werk 
eine  fundamentale  Bedeutung  hat.  Wenn  der  Punkt  X  eine  be- 
liebige Linie  (AB)  beschreibt,  sich  etwa  vom  Punkte  B  zum 
Punkte  A  hinbewegt,  so  ändert  sich  die  Entfernung  XB  des 
Punktes  X  vonB  stetig;  sie  braucht  nicht  fortwährend  zu  wachsen, 
kann  vielmehr  Maxima  und  Minima  haben;  da  aber  die  Entfernung 
gleich  null  wird,  wenn  man  den  Punkt  X  mit  B  zusammenfallen 
läfst,  so  mufs  es  in  der  Nachbarschaft  des  Punktes  B  einen  Be- 
reich BB'  geben,  auf  dem  die  Entfernung  stets  zunimmt,  wofern 
der  Punkt  X  auf  ihr  von  B  w^eggeht.  Diesen  Bereich  nennt  Tilly 
die  r^gion  de  croissance  continue. 

Aus  dieser  Behauptung  schliefst  er,  dafs  es  zwischen  zwei 
Punkten  A  und  B  mindestens  eine  Linie  giebt,  auf  der  die  Ent- 
fernung vom  Endpunkte  A  fortwährend  wächst.  Erstreckt  sich 
nämlich  auf  einer  beliebigen  zwischen  A  und  B  gezogenen  Linie 
(AB)  der  Bereich  fortwährenden  Wachstums  vom  Punkte  A  bis 
zu  einem  Punkte  M,  so  ist  die  Entfernung  AM  entweder  gleich 
der  Entfernung  AB  oder  gröfser  oder  kleiner  als  dieselbe.  Ist 
AM  =  AB,  so  kann  man  die  Figur  so  um  A  drehen,  dafs  M 
auf  B  fällt;  dann  hat  die  neue  Linie  die  vorgeschriebene  Eigen- 
schaft. Wenn  aber  AM  >  AB  ist,  so  giebt  es  in  AM  einen 
Punkt  B',  für  den  AB'  =»  AB  ist;  jetzt  kann  man  die  Linie  (AB') 
so  bewegen,  dafs  B'  auf  B  fällt;  der  Satz  ist  also  ebenfalls  be- 
wiesen.    Wofern  aber  endlich  AM  <  AB  ist,  mufs  es,  weil  für 

Killingr«  Gmndla^n  der  Geometrie.    II.  14 
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den  Punkt  M  die  Entfernung  aufhön  zu  wachsen,  einen  Punkt 
M'  in  der  Linie  zwischen  M  und  B  geben,  für  den  AM'  =  AM 
ist  und  von  dem  aus  die  Entfernung  XA  zunächst  wächst,  wenn 
sich  X  von  M'  aus  auf  dem  Zweige  (M'B)  bewegt.  Nun  dreht 
man  die  Linie  (AM),  bis  M  auf  M'  fallt,  und  betrachtet  statt  der 
Linie  (AB)  diejenige  Linid,  welche  aus  der  mit  (AM)  kongru- 
enten Linie  (AM)  und  dem  ursprünglichen  Zweige  (M'B)  besteht 
Dadurch  ist  der  Bereich  fortwährenden  Wachstums  gröiser  ge- 
worden. Wiederholt  man  also  die  angegebene  Operation,  so 
mufs  man  schliefslich  eine  Linie  (AB)  erhalten,  welche  die  ge- 
forderte Eigenschaft  besitzt. 

4.  Aber  nicht  blofs  auf  jeder  Linie,  sondern  auch  auf  jeder 
Fläche  giebt  es  nach  Tilly  um  jeden  Punkt  A  herum  einen  Be- 
reich fortwährenden  Wachstums  der  Entfernung.  Um  das  zu 
beweisen,  zieht  er  auf  der  Fläche  von  dem  Punkte  aus  unendlich 
viele,  einander  unendlich  nahe  Linien.  Auf  jeder  Linie  giebt  es 
einen  endlichen  Bereich  fortwährenden  Wachstums;  die  Entfer- 
nungen der  einzehien  Endpunkte  von  A  bestimmen  eine  Mannig- 
faltigkeit von  Gröfsen,  unter  denen  es  ein  von  null  verschiedenes 
Minimum  giebt;  betrachtet  man  auf  jeder  Linie  nur  den  Punkt, 
dem  diese  kleinste  Entfernung  zukommt,  so  begrenzt  die  Gesamt- 
heit der  auf  diese  Weise  erhaltenen  Punkte  einen  Bereich  von 
der  verlangten  Eigenschaft. 

5.  Nachdem  die  Kugel  in  bekannter  Weise  definiert  ist, 
werden  folgende  Sätze  bewiesen: 

»Wird  der  Mittelpunkt  der  Kugel  festgehalten  und  bleibt  ein 
Teil  der  Oberfläche  unbewegt,  so  kann  überhaupt  kein  Teil  der 
Kugel  bewegt  werden.« 

»Wenn  bei  der  Ruhe  des  Mittelpunktes  eine  auf  der  Kugel- 
fläche gezogene  Linie  in  Ruhe  bleibt,  so  mufs  auch  die  Kugel 
als  Ganzes  unbewegt  bleiben.« 

»In  einem  bewegten  System  bleibt  kein  Raumteil  und  keine 
Oberfläche  in  Ruhe.« 

»Zwei  verschiedene  Kugelflächen  können  keinen  Teil  ihrer 
Oberflächen  gemeinschaftlich  haben.« 

Was  den  Beweis  dieser  Sätze  betrifft,  so  bemerken  wir  nur, 
dafs  Tilly  regelmäfsig  von  den  Bereichen  fortwährenden  Wachs- 
tums auf  einer  Linie  und  auf  einer  Fläche  Gebrauch  macht. 
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6.  Durch  eine  unendlich  kleine  Drehung  eines  unveränder- 
lichen Systems  um  einen  festen  Punkt  O  gelangt  ein  Punkt  A 
auf  einen  Punkt  B,  zugleich  aber  der  Punkt  B  auf  C,  C  auf  D 
u.  s.  w.  Alle  diese  Punkte  A,  B,  C,  D  .  .  .  liegen  nicht  nur 
auf  derselben  Kugel,  sondern  gehören  auch  sämtlich  einer  Linie 
an,  welche  bei  der  Bewegung  in  sich  verschoben  wird.  Diese 
Linie  mufs  entweder  unendlich  oder  geschlossen  sein.  Der  erste 
Fall  kann  nicht  eintreten,  da  die  Linie  einerseits  einem  endlichen 
Raumteile  angehört,  andererseits  sich  keinem  Punkte  unbegrenzt 
nähern  kann,  ohne  ihn  zu  erreichen.  Demnach  bedeckt  sich  jede 
Kugel,  die  O  zum  Mittelpunkt  hat,  bei  der  angegebenen  Bewegung 
mit  geschlossenen  in  sich  verschiebbaren  Linien.  Die  Grenze 
dieser  Linien  ist,  wie  weiter  gezeigt  wird,  ein  Punkt,  der  bei  der 
Bewegung  in  Ruhe  verbleibt. 

7.  Nun  fuhrt  Tilly  auf  der  Kugel  um  jeden  Punkt  A  herum 
neben  dem  Bereiche  fortwährenden  Wachstums  noch  einen  wei- 
teren Bereich  ein,  der  die  Eigenschaft  hat,  dafs  alle  Punkte,  welche 
ihm  nicht  angehören,  von  A  weiter  entfernt  sind  als  die  Punkte 
des  Bereiches.  Mit  Hilfe  dieses  neuen  Begriffes  zeigt  sich,  dafs 
auf  jeder  Kugel  noch  ein  zweiter  Punkt  liegt,  der  bei  der  ange- 
gebenen Bewegung  in  Ruhe  bleibt.    Daraus  folgt  weiter  der  Satz : 

»Bei  der  Ruhe  zweier  Punkte  ist  noch  Bewegung  möglich; 
dann  beschreibt  jeder  Punkt  auf  einer  Kugel,  die  einen  der  ruhenden 
Punkte  zum  Mittelpunkt  hat,  eine  geschlossene  Linie.  Alle  Punkte 
vollenden  ihren  Umlauf  gleichzeitig,  und  alle  Punkte  einer  ge- 
wissen Linie,  der  Geraden,  bleiben  bei  der  Bewegung  in  Ruhe.« 

Nachdem  dann  noch  gezeigt  ist,  dafs  es  zwischen  zwei 
Punkten  eine  einzige  gerade  Linie  giebt,  und  dafs  die  Entfernung 
AB  gleich  der  Entfernung  BA  ist,  bietet  der  weitere  Ausbau  der 
Geometrie  keine  Schwierigkeit  mehr. 

8.  Das  hierdurch  skizzierte  System  Tillys  kann  als  Versuch, 
für  den  es  sich  durch  den  Titel  ausgiebt,  lebhaftes  Interesse  be- 
anspruchen; auch  enthält  es  ohne  Zweifel  manche  Keime,  welche 
bei  weiterer  Entwicklung  sich  für  die  Grundlagen  der  Geometrie 
als  nützlich  erweisen  können.  Aber  die  übertriebenen  Lobsprüche, 
mit  denen  die  Arbeit  von  ihrem  Erscheinen  an  bis  in  die  jüngste 
Zeit  überschüttet  worden  ist,  zwingen  uns,  eine  sachliche  Prüfung 
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eintreten  zu  lassen  und  wenigstens  einigen  Bedenken,  die  wir 
gegen  die  Arbeit  hegen,  offenen  Ausspruch  zu  geben. 

9.  Tiliy  will  eine  rein  geometrische  Methode  anwenden;  er 
ordnet  nicht,  wie  Helmholtz,  den  einzelnen  Punkten  Wertsysteme 
zu,  um  dann  auf  rechnerischem  Wege  geometrische  Sätze  zu  er- 
halten, sondern  er  will  auch  in  seinen  Beweise^  ganz  auf  dem 
Boden  der  Geometrie  verbleiben.  Während  Helmholtz  eine  grö- 
fsere  Anzahl  von  Axiomen  voraussetzt,  glaubt  Tilly  im  wesent- 
lichen nur  ein  einziges  zu  bedürfen.  Aber  während  Helmholtz' 
Voraussetzungen  einen  geometrischen,  oder  wenn  man  lieber  will, 
einen  mechanischen  Charakter  an  sich  tragen,  stellt  Tillys  Axiom 
eine  Mischung  von  Algebra  und  Geometrie  dar,  die  unmöglich 
natürlich  sein  kann.  Nachdem  ein  Punkt  O  gegeben  ist,  wird 
jedem  Punkte  A  eine  gewisse  Zahl  zugeordnet;  diese  Zahl  bleibt 
für  die  Punkte  einer  gewissen  Fläche  ungeändert;  sie  ändert  sich 
stetig,  wenn  der  Punkt  A  irgend  eine  Bewegung  ausfuhrt.  Eine 
solche  Festsetzung  trägt  vollständig  den  Stempel  der  Willkür  an 
sich.  Noch  weniger  erhält  man  eine  Antwort  auf  die  Frage,  wie 
sich  denn  die  Entfernung  bestimmen  lasse.  Auch  sind  die  Be- 
weise keineswegs  geometrisch,  sondern,  wie  Veronese  treffend 
hervorhebt,  rein  analytischer  Natur. 

10.  Nun  könnte  man  denken,  die  Entfernung  als  Zahlgrölse 
könne  durch  gewisse  geometrische  Annahmen  ersetzt  Tverden; 
die  Benutzung  des  Abstandes  sei  demnach  nur  ein  überflüssiges 
Beiwerk,  welches  leicht  entfernt  werden  könne.  In  der  That, 
sobald  man  die  Annahme  macht,  dafs  die  Kugel  eine  geschlossene 
Fläche  ist,  in  deren  Innerem  der  Mittelpunkt  liegt,  kann  man 
jeder  beliebigen  Reihe  von  Punkten  Ai,  A2,  As  .  .  .  A;.  .  .  .  A^  . . . 
eine  Reihe  von  Zahlen  ai,  a2,  as  .  .  .  a;.  .  .  .  a^i  .  .  .  zuordnen, 
welche  allen  Anforderungen  Tillys  genügt.  Man  braucht  ja  zu 
dem  Ende  nur  die  Forderung  zu  stellen,  dafs,  wofern  Afi  aufser- 
halb  der  durch  A;.,  aber  innerhalb  der  durch  Av  gelegten  Kugel 
liegt,  die  Zahl  a^  >  u,  aber  a^  <C  av  sein  soll.  Hiernach  sollte 
man  denken,  die  Möglichkeit,  jedem  Punkte  des  Raumes  in  der 
von  Tilly  geforderten  Weise  eine  Zahl  zuzuordnen,  sei  eine  blofse 
Folgerung  aus  dem  hier  gemachten  rein  geometrischen  Axiom. 
Indessen  würde  man  sich  vergeblich  bemühen,  wenn  man  aus 
dem  neuen  Axiom  die  Folgerungen  ziehen  wollte,  die  Tilly  aus 
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dem  seinigen  herleitet.  Das  legt  den  Gedanken  nahe,  dafe  Tillys 
System  sich  nicht  auf  die  angegebene  Grundlage  stützt,  sondern 
fremde  Voraussetzungen  hinzunimmt. 

11.  In  der  That  gründet  sich  sein  Beweisverfahren  darauf, 
dafs  es  auf  jeder  Linie  und  jeder  Fläche  um  einen  beliebigen 
Punkt  herum  einen  Bereich  fortwährenden  Wachstums  giebt.  DieSer 
Satz  gilt  aber  keineswegs  für  jede  Linie,  da  er  sich  auf  die  An- 
nahme stützt,  dafs,  wofern  die  Entfernung  der  einzelnen  Punkte 
einer  Lmie  von  dem  einen  Endpunkte  Maxima  und  Minima  be- 
sitzt, die  Zahl  derselben  stets  endlich  ist.  Da(s  diese  Annahme 
-nicht  gemacht  werden  darf,  ergiebt  sich  aus  Sätzen,  welche  in 
neuerer  Zeit  nach  Weierstrafs'  Vorgange  für  die  reellen  stetigen 
eindeutigen  Funktionen  einer  reellen  Variabein  aufgefunden  und 
welche  durch  Dinis  Lehrbuch  der  Funktionentheorie  für  jeden 
leicht  zugänglich  gemacht  sind.  Ich  erinnefe  nur  an  die  ebene 
Linie,  welche  in  Cartesischen  rechtwinkligen  Koordinaten  durch 
die  Gleichung: 

oo 

y  =  -T  bx  cos  (axx^) 

unter  den  früher  angegebenen  Bedingungen  (S.  187)  dargestellt 
wird.  Solche  Linien  müssen  bei  dem  Verfahren  Tillys  von  vorn- 
herein ausgeschlossen  werden,  w^as  kaum  angeht. 

12.  Noch  weit  bedenklicher  ist  der  entsprechende  Satz  für 
Flächen.  Tilly  zieht  auf  der  Fläche  durch  den  angenommenen 
Punkt  eine  Reihe  von  Linien,  sucht  auf  jeder  den  Bereich  fort- 
währenden Wachstums  und  bestimmt  die  untere  Grenze  der  ein- 
zelnen Bereiche.  Durch  diese  Erwägung  erhält  er  einen  gewissen 
Teil  der  Fläche  und  nimmt  an,  dafs  derselbe  in  einer  festen  Be- 
ziehung zu  der  Fläche  steht,  während  man  diesem  Gebiete  der 
Fläche  nur  dann  eine  von  der  Auswahl  der  Linien  unabhängige 
Eigenschaft  beilegen  darf,  wenn  alle  von  dem  Punkte  ausgehenden 
Linien  in  Betracht  gezogen  werden.  Aber  selbst  für  eine  einzige 
Schar  von  Linien  fehlt  der  Nachweis,  dafs  die  untere  Grenze  der 
Entfernungen  von  null  verschieden  ist,  und  ein  solcher  Nachweis 
läfst  sich  gar  nicht  führen.  Um  das  zu  erkennen,  nehmen  wir 
die  einfachste  Fläche,  die  Euklidische  Ebene,  wählen  in  ihr  einen 
Punkt  A,  legen  durch  A  eine  Gerade  und  ziehen  alle  Kreise, 
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wdcbe  (fiese  Gerade  in  A  berühren.  Auf  beiden  Sehen  werden 
die  Radien  der  Kreise  nnd  damit  die  Bereidie  ftxtwafarenden 
Wachstums  immer  kleiner;  es  existiert  also  keine  von  noll  ver- 
schiedene untere  Grenze.  Nun  beruhen  die  weiteren  Beweise 
darauf,  dais  für  jede  Fläche  der  Bereich  fortwährenden  Wachs- 
tums von  null  verschieden  ist,  stützen  sich  also  auf  einen  Satz, 
der  unmöglich  richtig  sein  kann. 

13.  Die  Annahme,  dais  es  in  jeder  Fläche  um  einen  be- 
liebigen Punkt  einen  Bereich  fortwährenden  Wachstums  giebt,  darf 
hiemach  wohl  als  der  fundamentale  Fehler  in  TÜlys  System  be- 
zeichnet werden.  Wenn  im  Vergleich  hiermit  die  übrigen  Mängel 
des  Werkes  auch  weniger  in  Betracht  kommen,  so  möchten  wir 
doch  die  Art  und  Weise  noch  erwähnen,  wie  diejenige  Drehung 
um  einen  Punkt  eingeführt  wird,  bei  der  jeder  Punkt  eine  in  sich 
verschiebbare  Linie  beschreibt  Bei  einer  solchen  Bew^ung  soll 
die  Veränderung  betrachtet  werden,  die  in  einem  AugenUick  vor 
sich  geht;  da,  heifst  es,  werde  der  Punkt  A  durch  einen  Punkt 
B  ersetzt,  B  durch  C  u.  s.  w.  Eine  solche  Darstellung  wäre  nur 
gestattet,  wenn  auf  jeden  AugenUick  ein  anderer  unmittelbar 
folgte,  und  wenn  es  in  einer  Linie  zu  jedem  Punkte  einen  be- 
stimmten unmittelbar  vorangehenden  und  einen  unmittelbar  fol- 
genden gäbe.  Da  beides  nicht  der  Fall  ist,  kann  man  den  Beweis 
nicht  für  genügend  erachten. 

:>  ^• 

Veroneaes  Anfbau  der  Geometrie. 

Das  greise  Werk  Veroneses  »Fondamenti  della  Geometria«, 
welches  vor  kurzem  auch  in  einer  deutschen  Ausgabe  erschienen 
ist,**)  zerfällt  nach  einer  Einleitung  in  zwei  Teile,  von  denen  der 
erste  »die  Gerade,  die  Ebene  und  den  Raum  von  drei  Dimen- 
sionen im  allgemeinen  Raum«  behandelt,  während  der  zweite 
Teil  dem  »Raum  von  vier  und  n  Dimensionen  im  allgemeinen 
Räume  (c  gewidmet  ist.  Ein  Anhang  befafst  sich  mit  historisch- 
kritischen Untersuchungen  über  die  Principien  der  Geometrie. 
So  wichtig  die  Einleitung,  in  der  die  »Fundamentalsätze  über  die 
abstrakten  mathematischen  Formen  a  entwickelt  werden,  auch  für 
das  ganze  System  sind,  müssen  wir  uns  doch  versagen,  darauf 
hier  einzugehen.    Zwei  besonders  wichtige  Kapitel  sind  im  fünften 
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Abschnitt  besprochen;  in  gleicher  Weise  den  Inhalt  der  übrigen 
Kapitel  mitzuteilen,  würde  zu  weit  fuhren.  Noch  weniger  dürfen 
wir  uns  mit  dem  Anhang  beschäftigen;  dagegen  müssen  wir  dem 
Leser  einen  Einblick  zu  vermitteln  suchen  in  die  interessante  und 
originelle  Art  und  Weise,  in  der  die  Geometrie  von  Veronese 
aufgebaut  wird.  Zu  dem  Zwecke  will  ich  die  ersten  Definitionen, 
Axiome  und  Sätze  wesentlich  in  der  vom  Verfasser  eingehaltenen 
Reihenfolge  geben;  natürlich  mufs  ich  darauf  verzichten,  die  Er- 
läuterungen und  Beweise  ebenfalls  mitzuteilen.  Für  den  späteren 
Inhalt  des  Werkes  begnüge  ich  mich  mit  einem  zusammenfassenden 
Überblick.  Selbstverständlich  behalte  ich  die  Nomenklatur  des 
Verfessers  auch  da  bei,  wo  sie  von  der  meinigen  durchaus  ab- 
weicht. 

1.   Den  Anfang  bilden  folgende  Definitionen  und  Axiome: 

Def.  Das  Grundelement,  aus  welchem  sich  die  Formen  zu- 
sammensetzen, heifst  Punkt. 

Ax.  I.  Es  giebt  verschiedene  Punkte.  Alle  Punkte  sind 
identisch. 

Def.  Jede  Form,  deren  Grundelement  der  Punkt  ist,  nennen 
wir  Figur  oder  geometrisches  Ding  oder  Gebilde. 

Def.  Der  allgemeine  Raum  ist  durch  ein  System  von  Punkten 
gegeben,  derart,  dafs,  wenn  eine  beliebige  seiner  Figuren  von  n 
Dimensionen  in  ihm  gegeben  ist,  es  wenigstens  einen  Punkt 
aufserhalb  dieser  Figur  giebt.  Die  Wissenschaft,  die  sich  mit  den 
Figuren  (und  daher  mit  dem  allgemeinen  Raum)  beschäftigt,  heifst 
Geometrie. 

Ax.  IL  Es  giebt  ein  in  der  Position  seiner  Teile  identisches 
Punktsystem  einer  Dimension,  welches  durch  zwei  seiner  Punkte, 
die  verschieden  sind,  bestimmt  wird  und  stetig  ist.  Das  System 
heifst  gerade  Linie  oder  Gerade.  Es  giebt  Punkte  aufserhalb  der 
Geraden.  Jeder  Punkt,  welcher  nicht  der  Geraden  angehört,  be- 
stimmt mit  jedem  Punkte  derselben  eine  andere  Gerade. 

Ax.  III.  Wenn  zwei  beliebige  Gerade  einen  Punkt  A  ge- 
meinschaftlich haben,  so  ist  mit  einem  beliebigen  Segment  (AB) 
der  ersten  ein  Segment  (AB)  der  zweiten,  und  den  Vielfachen 
von  (AB)  die  Vielfachen  von  (AB)  identisch. 

Daraus  werden  u.  a.  folgende  Sätze  hergeleitet: 

»Die  Gerade  ist  einfach  geschlossen  oder  einfach  offen.« 
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»Wählt  man  einen  Punkt  X  der  Geraden,  so  giebt  es  nur 
zwei  einem  beliebigen  anderen  Segment  gleiche  Segmente,  welche 
das  Element  X  zum  gemeinschaftlichen  Ende  haben  und  gleich 
gerichtet  sind.« 

»Wenn  zwei  Punkte  die  Gerade  nicht  bestimmen,  so  enthält 
jede  Gerade,  die  den  einen  Punkt  enthält,  auch  den  anderen. 
Jedes  geradlinige  Segment  ist  ein  Teil  einer  einzigen  Geraden. 
Alle  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  bestimmen  den  allge- 
meinen Raum.    Zwei  beliebige  Gerade  sind  identisch.« 

Die  weitere  Entwicklung  geht  nach  der  Definition  des  Drei- 
ecks von  folgenden  Definitionen  aus: 

»Unter  der  Umgebung  eines  gegebenen  Punktes  A  verstehen 
wir  das  Gebiet,  welches  durch  alle  von  A  ausgehenden  Segmente, 
die  einem  beliebigen  noch  so  kleinen  Segment  €  gleich  sind, 
bestimmt  wird.  Der  Abstand  2e  heifst  die  Ausdehnung  der  Um- 
gebung von  A.« 

»Ein  Punkt  L  heifst  Grenzpunkt  einer  Punktgruppe  (X)  oder 
einer  Reihe  von  Punkten  (Xn),  wenn  in  jeder  beliebigen  Um- 
gebung von  L  in  beliebig  kleiner  Ausdehnung  ein  Punkt  der 
Gruppe  oder  der  Reihe  liegt,  falls  n  so  grofs  genommen  wird, 
dafs  jeder  Punkt  Xn4-r  in  die  genannte  Umgebung  fällt.« 

Der  Ausdruck  »ein  veränderliches  Dreieck«  soll  soviel  be- 
deuten als  eine  Reihe  von  Dreiecken. 

Hiernach  wird  das  Axiom  aufgestellt: 

Ax.  IV.  Wenn  eine  Seite  eines  beliebigen  Dreiecks  un- 
begrenzt klein  wird,  so  wird  die  Differenz  der  beiden  anderen 
Seiten  ebenfalls  unbegrenzt  klein, 

und  daraus  werden  folgende  Sätze  hergeleitet: 

»Wenn  zwei  Punkte  A  und  B  einen  Punkt  C  zum  Grenz- 
punkt haben,  so  strebt  ihr  Segment  auf  jeder  durch  sie  gehenden 
Geraden  der  Null  zu.  Wenn  eine  Punktreihe  (Xn)  einen  Grenz- 
punkt L  hat,  so  nimmt  das  Segment  (XnXn -r)  bei  konstantem  r 
und  unbegrenzt  wachsendem  n  unbegrenzt  ab.  Der  Punkt  Xn 
der  Reihe  (Xn),  welche  L  zum  Grenzpunkt  hat,  kann  sich  bei 
unbegrenzt  wachsendem  n  nur  dem  Punkte  L  unbegrenzt  nähern. 
Wenn  der  Abstand  eines  Punktes  R  von  den  Punkten  X  einer 
Geraden  unbegrenzt  abnimmt,  so  gehört  der  Punkt  R  der  Ge- 
raden an.« 
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»Wenn  eine  Punktgruppe  (A)  der  Geraden  derart  gegeben 
ist,  dafs, 

1.  wählt  man  ein  beliebiges  Segment,  dessen  Enden  Punkte 
der  Gruppe  sind,  die  Enden  der  konsekutiven  diesem  System 
gleichen  Systeme  in  der  gegebenen  Richtung  von  jedem  Punkte 
der  Gruppe  als  Anfang  an,  der  Gruppe  selbst  angehören, 

2.  ein  Punkt  A  um  (A)  nicht  einen  ersten  konsekutiven 
Punkt  der  Gruppe  in  jeder  Richtung  hat,  so  giebt  es  in  jedem 
willkürlich  kleinen  Segment  der  Geraden  stets  einen  Punkt  der 
Gruppe.« 

Von  diesen  Sätzen  aus  gelangt  der  Verfasser,  allerdings  erst 
noch  durch  zahlreiche  Zwischenstufen  hindurch,  zu  folgendem 
Ergebnis: 

»Wenn  die  Gerade  offen  ist,  so  bestimmt  jedes  Punktepaar 
die  Gerade.  Wenn  die  Gerade  geschlossen  ist,  so  wird  sie  durch 
zwei  beliebige  ihrer  Punkte  bestimmt  mit  Ausnahme  des  mög-* 
liehen  Falles,  dafs  diese  Punkte  entgegengesetzt  sind  (d.  h.  dafs 
die  geschlossene  Linie  durch  die  beiden  Punkte  halbiert  wird).« 

2.  Nachdem  auf  diesem  etwas  weitläufigen  Wege  die  Theorie 
der  Geraden  zum  Abschlufs  gebracht  ist,  aber  zugleich  zahlreiche 
Sätze  bewiesen  sind,  die  in  den  folgenden  Abschnitten  fortwährend 
benutzt  werden,  wird  ein  Gedanke  entwickelt,  der  an  sich  ganz 
einfach  ist,  der  auch  schon  in  anderen  Werken  manche  An- 
wendung gefunden  hat,  dessen  konsequente  Durchführung  aber 
für  das  Veronesesche  System  charakteristisch  ist.  Dieser  Gedanke 
besteht  darin,  dafs  mit  einer  Figur  jedesmal  die  Gesamtheit  aller 
durch  irgend  zwei  ihrer  Punkte  begrenzten  geraden  Segmente 
betrachtet  wird.  Hierbei  stützt  sich  der  Verfasser  auf  folgende 
Sätze: 

»Jede  Figur  gehört  einer  geradlinigen  Figur  an.  In  zwei 
gleichen  Figuren  .  .  .  ABC  .  .  .  M  .  .  .  und  .  .  .  ABC  .  .  .  M' .  .  . 
sind  die  durch  Gruppen  sich  entsprechender  Punkte  bestimmten 
Figuren  gleich.  Zwei  geradlinige,  durch  andere  gleiche  Figuren 
bestimmte  Figuren  .  . .  ABC  .  .  .  M  .  .  .  und  . . .  A'B'C . . .  M'  .  . . 
sind  gleich,  wenn  sich  zwischen  ihren  Punkten  ein  eindeutiger 
Zusammenhang  derart  feststellen  läfst,  dafs  die  geradlinigen  Seg- 
mente (und  damit  auch  die  Abstände)  der  entsprechenden  Punkte 
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der  Reihe  nach  gleich  sind.   Zwei  Figuren,  die  einer  dritten  gleich 
sind,  sind  einander  gleich.« 

Zu  den  einfachsten  Figuren  ist  das  Strahlenpaar  und  das 
Geradenpaar  zu  rechnen,  von  denen  das  erstere  aus  zwei  von 
einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  (Halbgeraden),  letzteres  aus 
zwei  sich  schneidenden  Geraden  besteht.  Mit  jedem  Strahlenpaar 
wird  das  Scheitelpaar  zusammengestellt.  Der  Verfasser  beweist 
folgende  Sätze: 

»Wenn  zwei  Geradenpaare  gleich  sind,  so  mufs  in  ihrem 
Identitätszusammenhang  erstens  dem  Schnittpunkt  des  einen  der 
Scheitelpunkt  des  zweiten  entsprechen;  zweitens  entspricht  einem 
Strahl  oder  einer  Richtung  der  Geraden  des  einen  Paares  ein 
bestimmter  Strahl  der  Geraden  des  zweiten  Paares;  drittens  be- 
stimmen zwei  sich  entsprechende  Punktepaare  gleiche  Segmente. 
Wenn  zwei  Strahlenpaare  gleich  sind,  so  sind  auch  die  Scheitel- 
paare gleich.  Zwei  Dreiecke  sind  gleich,  wenn  zwei  Seiten  und 
das  durch  sie  bestimmte  Paar  bezüglich  gleich  sind.« 

An  dieser  Stelle  glaubt  Veronese  sein  fünftes  Axiom  auf- 
stellen zu  müssen,  dem  er  folgenden  Ausdruck  giebt: 

Ax.  V.  Wenn  man  in  zwei  Strahlenpaaren  AB,  AG  und 
AB',  A'C  zwei  Punktepaare  B  und  C,  B'  und  C'  derart  auswählt, 
dafs  (AB)  =  (AB),  (AC)  =  (A'C)  ist,  und  wenn  dann  das 
Segment  (BC)  mit  dem  Segment  (B'C)  identisch  ist,  so  sind  die 
beiden  Strahlenpaare  identisch. 

Daraus  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

»Das  Strahlenpaar  (ab)  ist  dem  Paar  (ba)  gleich.  Zwei 
Scheitelpaare  von  Strahlen  sind  gleich.  Zwei  Dreiecke  sind  gleich, 
wenn  ihre  Seiten  zu  je  zw^eien  bezüglich  gleich  sind.  Wenn  die 
Summe  der  Abstände  eines  Punktes  von  zwei  Punkten  dem  Ab- 
stände dieser  Punkte  gleich  ist,  so  liegen  die  drei  Punkte  in 
gerader  Linie.« 

3.  Auf  den  weiteren  Inhalt  des  Werkes  können  wir  nicht 
in  gleicher  Ausführlichkeit  eingehen,  wie  wir  es  soeben  für  einen 
nicht  eben  grofsen  Abschnitt  gethan  haben.  Wir  möchten  nur 
bemerken,  dafs  selbstverständlich  die  Gerade  auch  In  Bezug  auf 
die  verschiedenen  Einheiten  untersucht  wird.  Die  Lobatschews- 
kysche  Geometrie,  die  nach  der  Meinung  des  Verfassers  mit  seinen 
allgemeinen  Hypothesen  nicht  vereinbar  ist,    wird  nicht  eigens 
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behandelt;  Veronese  begnügt  sich  damit,  einige  Eigenschaften 
ihrer  Ebene  mitzuteilen.  Dagegen  wird  die  Euklidische  und  die 
Riemannsche  Geometrie  recht  ausfuhrlich  besprochen.  Bei  dem 
Ausgangspunkte,  den  der  Verfasser  gewählt  hat,  weicht  die  Beweis- 
führung durchweg  von  der  gebräuchlichen  ab;  er  ist  daher  ge- 
nötigt, alle  Beweise  in  voller  Ausführlichkeit  zu  entwickeln.  Wie 
bemerkt,  können  wir  ihm  auf  diesem  Wege  aus  mancherlei 
Gründen  nicht  folgen.  Wir  ziehen  es  daher  vor,  kurz  darzulegen, 
worin  wir  das  Charakteristische  seiner  Methode  erblicken,  und 
dasjenige  hervorzuheben,  was  wir  als  den  hervorstechenden  Vorzug 
des  Werkes  ansehen  möchten.  Wir  hoffen  uns  dabei,  wenn  auch 
die  Färbung  etwas  subjektiv  sein  mag,  von  dem  Wesen  seiner 
Anschauungen  nicht  zu  weit  zu  entfernen.  Dabei  müssen  wir 
auch  diejenigen  Teile  wieder  berücksichtigen,  von  denen  wir  eben 
bereits  einen  kurzen  Abrifs  gegeben  haben. 

4.  Veronese  glaubt  die  Bewegung  aus  der  reinen  Geometrie 
verbannen  zu  müssen;  die  Benutzung  eines  festen  Körpers  scheint 
ihm  der  Würde  der  Wissenschaft  ganz  zu  widerstreiten.  Dagegen 
erachtet  er  es  für  das  angemessenste,  sein  ganzes  System  auf 
Hypothesen  und  Axiome  zu  gründen,  die  an  sich  rein  willkürlich 
sind  und  nur  der  Bedingung  genügen,  dafs  die  späteren  weder 
aus  den  vorangehenden  folgen  noch  ihnen  widerstreiten.  Dem- 
nach mufs  er  zunächst  eine  arithmetische  Grundlage  schaffen;  er 
untersucht  also  in  der  Einleitung  die  Zahl,  die  Grundform,  sowie 
die  unbegrenzt  grofsen  und  unbegrenzt  kleinen  Segmente.  In 
der  Geometrie  bildet  ebenfalls  der  Begriff  der  Gleichheit  den 
eigentlichen  Grundbegriff,  aber  das  Interesse  wendet  sich  sogleich 
von  Anfang  an  der  Geraden  als  der  geometrischen  Grundfigur 
zu.  Veronese  setzt  ihre  Existenz  voraus  und  nimmt  an,  dafs 
man  jede  gerade  Strecke  messen  und  dementsprechend  Segmente 
verschiedener  Geraden  mit  einander  vergleichen  kann.  Auf  die 
Gerade  wird  auch  jede  andere  Figur  zurückgeführt,  indem  je  zwei 
Punkte  derselben  durch  eine  Gerade  verbunden  und  das  zwischen 
ihnen  enthaltene  Segment  betrachtet  wird;  das  neue,  auf  diese 
Weise  erhaltene  Gebilde  wird  als  eine  geradlinige  Figur  bezeichnet. 
Um  demnach  zwei  verschiedene  Figuren  mit  einander  zu  ver- 
gleichen, werden  die  aus  ihnen  hervorgehenden  geradlinigen 
Figuren  mit  einander  verglichen.     Kann  zwischen  den  einzelnen 
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Punkten  der  gegebenen  Figuren  eine  eindeutige  Zuordnung  der- 
artig hergestellt  werden,  dafs  das  von  irgend  zwei  Punkten  der 
ersten  Figur  begrenzte  Segment  jedesmal  dem  zwischen  den  ent- 
sprechenden Punkten  der  anderen  Figur  enthaltenen  S^[mente 
gleich  ist,  so  sind  die  Figuren  selbst  gleich.  Die  Möglichkeit,  auf 
diese  Weise  die  Gleichheit  zu  bestimmen,  ergiebt  sich  aus  dem 
fünften  Axiom,  welches  im  wesenüichen  darauf  hinauskommt,  den 
dritten  Kongruenzsatz  Euklids  axiomatisch  als  richtig  vorauszu- 
setzen. Im  Anschlufs  daran  wird  zuerst  das  Strahlenpaar  unter- 
sucht; darauf  geht  die  Untersuchung  zum  Strahlenbüschel  und 
von  da  zur  Ebene  über;  die  aufgestellten  Principien  gestatten 
leicht,  die  Gleichheit  beliebiger  ebener  Figuren  zu  begründen.  Der 
Übergang  zum  dreidimensionalen  Räume  läfst  sich  sehr  einfach 
dadurch  bewerkstelligen,  dafs  man  von  einem  Punkte  aus  alle 
Geraden  nach  den  Punkten  einer  Ebene  zieht,  die  den  gegebenen 
Punkt  nicht  enthält.  In  entsprechender  Weise  läfst  sich  der  Raum 
von  n  Dimensionen  gewinnen.  Als  besondere  Vorzüge  müssen 
wir  die  Einheitlichkeit  der  Behandlung  und  die  Einheitlichkeit  der 
Beweisführung  rühmen:  fast  regelmäfsig  wird  das  neue  Gebilde 
erhalten,  indem  man  zwischen  den  Punkten  bereits  bekannter 
Gebilde  gerade  Linien  zieht,  und  der  Beweis  gründet  sich  fast 
regelmäfsig  auf  das  fünfte  Axiom. 

5.  Indessen  gelangt  man  auf  diesem  Wege  zunächst  nur  zu 
gleichen  Figuren,  also  zu  Gebilden,  die  in  allen  Gröfsen- 
beziehungen  übereinstimmen.  Die  Geometrie  teilt  aber  derartige 
Gebilde  in  kongruente  und  symmetrische  Figuren  ein:  wenn 
zwei  Figuren  in  allen  Gröfsenbeziehungen  übereinstimmen,  so 
unterscheidet  man  noch,  ob  sie  zur  Deckung  oder  in  symmetrische 
Lage  gebracht  werden  können.  Man  sollte  denken,  es  werde 
kaum  möglich  sein,  auf  dem  angegebenen  Wege,  der  wesentlich 
nur  die  Messung  gerader  Strecken  benutzt,  diesen  Unterschied 
begründen  zu  können.  Um  so  angenehmer  wird  man  überrascht, 
zu  sehen,  wie  leicht  es  Veronese  wird,  diese  Schwierigkeit  zu 
beseitigen.  In  der  Ebene  genügt  folgende  Betrachtung.  Den 
Umfang  eines  Dreiecks  ABC  kann  man  in  doppelter  Weise  be- 
schreiben: entweder  von  A  nach  B,  von  B  nach  C  und  von  da 
nach  A  zurück,  oder  in  der  umgekehrten  Richtung  von  A  nach  C, 
von  C  nach  B  und  von  da  nach  A.    Jedesmal  ist  es  gleichgültig, 
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an  welcher  Stelle  man  die  Bewegung  beginnen  läfst.  Um  die 
erstere  Richtung  zu  kennzeichnen,  bezeichnen  wir  das  Dreieck 
durch  die  Folge  ABC  oder  BGA  oder  GAB,  während  jede  andere 
Permutation  die  andere  Art  des  Umlaufs  darstellt.  Jeder  Winkel 
des  Dreiecks  soll  in  demselben  Sinne  beschrieben  werden,  in  dem 
man  die  gegenüberliegende  Seite  durchlaufen  denkt.  Dem  zuerst 
angegebenen  Sinne  entspricht  es  daher,  wenn  der  Winkel  BAC 
in  der  Richtung  von  AB  nach  AG,  der  Winkel  GBA  in  der 
Richtung  von  BG  nach  BA  durchlaufen  wird.  Den  so  bestimmten 
Winkeln  eines  Dreiecks  wird  gleicher  Sinn  oder  gleiche  Richtung 
beigelegt.  Die  Richtung  eines  Winkels  bestimmt  aber  auch  die 
Richtung  eines  Büschels,  dessen  Scheitel  mit  dem  des  Winkels 
zusammenfällt.  Diese  beiden  Festsetzungen  erlauben,  nachdem 
die  Richtung  eines  Winkels  gegeben  ist,  jedem  anderen  Winkel 
in  der  Ebene  eine  feste  Richtung  zuzuweisen.  Man  braucht  nur 
ein  beliebiges  Dreieck  zu  benutzen,  von  dem  zwei  Eckpunkte  in 
die  Scheitel  der  beiden  Winkel  hineinfallen.  Es  zeigt  sich,  dafs 
die  Zuordnung  von  der  Wahl  des  dritten  Eckpunktes  unabhängig 
ist,  und  dafs  zwei  Winkel,  welche  zu  demselben  dritten  Winkel 
gleiche  Richtung  haben,  auch  unter  einander  gleiche  Richtung 
besitzen.  Man  kann  daher  auch  von  dem  Sinn  einer  Ebene 
sprechen  und  denselben  durch  irgend  einen  Winkel  bestimmen. 
Dem  entsprechend  werden  gleiche  ebene  Figuren,  welche  den- 
selben Sinn  haben,  kongruent  genannt,  während  gleiche  Figuren 
von  entgegengesetztem  Sinn  symmetrisch  heifsen. 

In  ähnlicher  Weise  verfährt  Veronese  im  dreidimensionalen 
Räume.  Zunächst  wird  auf  dieselbe  Weise,  wie  der  Sinn  einer 
Ebene  durch  einen  ihrer  Winkel,  so  auch  der  Sinn  eines  Strahlen- 
bündels durch  den  Sinn  eines  seiner  Keile  (Winkel  zwischen  zwei 
Ebenen)  bestimmt.  Durch  die  Richtung,  die  man  einem  Keile 
eines  Tetraeders  beilegt,  ist  demnach  die  Richtung  (der  Sinn) 
für  diejenigen  beiden  Strahlenbündel  bestimmt,  deren  Scheitel  in 
der  Ache  des  Keils  liegen.  Wir  sind  somit  genötigt,  die  Rich- 
tungen in  den  beiden  Bündeln  als  gleich  anzusehen.  Ein  einzelner 
Keil  eines  Tetraeders  bestimmt  hiernach  die  Richtungen  der 
übrigen  Keile  des  Tetraeders.  Der  doppelte  Sinn,  den  man  dem- 
entsprechend dem  Tetraeder  beilegen  kann,  hängt  aber  zusammen 
mit  der  Folge,  in  der  man  die  vier  Eckpunkte  schreibt.    So  möge 
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die  Folge  ABCD  bezeichnen,  dafs  für  den  von  A  ausgehenden 
Strahlenbündel  die  Reihe  B,  Q  D  bestimmend  ist,  dafs  also  fiir 
den  Keil,  dessen  Achse  AB  ist,  die  Ebene  ABC  längs  der  Kante 
CD  in  die  Ebene  ABD  übergeführt  werden  soll;  ebenso  soll  die 
Ebene  ACD  in  die  Lage  ACB  übergehen  längs  DB.  Dieselbe 
Bezeichnung  des  Tetraeders  verlangt,  dafs  für  den  Keil,  dessen 
Achse  BC  ist,  die  Ebene  BCD  längs  der  Kante  DA  in  BCA  über- 
geht. Jede  gerade  Permutation  der  Buchstaben  A,  B,  C,  D  flihrt 
auf  dieselbe  Richtung  des  Tetraeders. 

Diese  Festsetzung  gestattet,  nachdem  ein  Keil  und  seine 
Richtung  gegeben  ist,  jedem  anderen  Keil  eine  gewisse  Richtung 
beizulegen,  die  der  gegebenen  gleich  sein  soll.  Wir  können  daher 
im  dreidimensionalen  Räume  selbst  zwei  Richtungen  unterscheiden 
und  nennen  wiederum  gleiche  Figuren  von  demselben  Sinne  kon- 
gruent, gleiche  Figuren  von  entgegengesetztem  Sinne  symmetrisch. 

6.  Hiermit  glauben  wir  die  wichtigste  Seite  des  Werkes 
genügend  skizziert  zu  haben.  Wie  wir  früher  gesehen  haben, 
haben  die  Alten  die  Kongruenz  beliebiger  geradliniger  Figuren 
auf  die  von  Dreiecken  zurückgefiilirt  und  demnach  die  Bewegung 
für  den  weiteren  Aufbau  vielfach  entbehrlich  gemacht,  nachdem 
sie  zum  Beweise  des  ersten  Kongruenzsatzes  benutzt  war.  In- 
dessen wurde  es  bei  der  Untersuchung  krummer  Gebilde  fast 
regelmäfsig  wieder  notwendig,  auf  die  Bewegung  direkt  zurück- 
zugehen. Auch  konnte  der  Unterschied  zwischen  kongruenten 
und  symmetrischen  Gebilden,  selbst  bei  Benutzung  kongruenter 
Dreiecke,  nicht  begründet  werden,  ohne  offen  oder  versteckt  die 
Bewegung  anzuwenden.  Dem  gegenüber  bedeutet  Veroneses 
Werk  einen  ganz  aufserordentlichen  Fortschritt,  für  den  alle  Ma- 
thematiker, die  sich  nicht  blofs  für  die  Resultate,  sondern  auch 
für  die  Grundlage  ihrer  Wissenschaft  interessieren,  dem  Verfasser 
in  hohem  Grade  dankbar  sein  werden.  Nachdem  die  Theorie 
der  geraden  Linie  begründet  ist,  gelingt  es  ohne  Benutzung  der 
Bewegung,  die  Geometrie  einwurfsfrei  aufzubauen  und  sogar  die 
starre  Bewegung  zu  beschreiben. 

7.  Trotz  der  hohen  Bedeutung,  die  hiemach  Veroneses  Werk 
besitzt,  mufs  man  zum  mindesten  Verwahrung  dagegen  einlegen, 
dafs  der  Verfasser  an  vielen  Stellen  sein  System  als  das  einzig 
berechtigte  hinstellt.     Selbst  wenn  es  ihm  gelungen  wäre,  von 
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seinen  Principien  aus  fehlerlose  Definitionen  aufzustellen  und  wirk- 
lich strenge  Beweise  zu  liefern,  so  würde  sein  System  meines 
Erachtens  eben  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  andere  Systeme, 
die  sich  einer  gleichen  Strenge  rühmen  können.  Wir  wären  also 
noch  immer  berechtigt,  zu  versuchen,  ob  es  nicht  gelingt,  auf 
einem  anderen  Wege  eine  ebenso  einwurfsfreie  Grundlage  zu 
schaffen.  Nun  aber  giebt  Veroneses  Werk  zu  den  schwersten 
Bedenken  Veranlassung. 

Ich  will  nicht  nochmals  auf  die  arithmetische  Grundlage,  die 
Einleitung,  eingehen ;  ich  mufs  aber  an  erster  Stelle  hervorheben, 
dafs  der  Begriff  der  Gleichheit  von  Figuren  ganz  allgemein  voraus- 
gesetzt wird,  ohne  dafs  dafür  ein  wirkliches  Kennzeichen  ange- 
geben wird.  Wenn  es  aber  von  vornherein  klar  ist,  was  es  heifst, 
zwei  Figuren  sind  im  Veroneseschen  Sinne  gleich,  so  bedingt  es 
schliefslich  keinen  bedeutenden  Fortschritt  mehr,  dafs  die  Unter- 
scheidung der  gleichen  Figuren  in  kongruente  und  symmetrische 
begründet  werden  kann.  Auch  müssen  wir  befürchten,  dafs  die 
Beweise  manche  Lücke  aufweisen,  wenn  ein  so  komplizierter 
Begriff  ohne  jede  nähere  Bestimmung  zur  Grundlage  des  ganzen 
Systems  gewählt  wird.  Nun  denke  man  aber  nicht,  der  Begriff 
der  Gleichheit  werde  nur  für  die  gerade  Linie  gefordert;  nachdem 
er  in  dieser  Beschränkung  vorausgesetzt  sei,  führe  der  Verfasser 
mit  Hilfe  seiner  geradlinigen  Figuren  darauf  die  Gleichheit  be- 
liebiger Gebilde  zurück.  Bei  Veronese  ist  die  Behauptung,  zwischen 
gleichen  Figuren  könne  ein  eindeutiges  Entsprechen  von  Punkten 
derart  festgesetzt  werden,  dafs  jedesmal  das  zwischen  irgend  zwei 
Punkten  der  einen  Figur  enthaltene  geradlinige  Segment  dem 
zwischen  den  entsprechenden  Punkten  der  anderen  Figur  ent- 
haltenen Segment  gleich  sei,  keine  Definition,  sondern  ein  Lehr- 
satz. Das  entspricht  auch  der  ganzen  Anlage  des  Werkes  und 
speciell  der  Definition  der  Geraden,  welche  mit  dem  Kreise  und 
der  Schraubenlinie  als  ein  in  der  Position  seiner  Teile  gleiches 
System  von  einer  Dimension  vorausgesetzt  wird. 

8.  Sollen  die  Voraussetzungen,  auf  denen  man  die  Geometrie 
aufbauen  will,  naturgemäfs  sein,  so  müssen  sie  auf  alle  Raum- 
formen führen,  die  mit  der  Erfahrung  vereinbar  sind.  Das  ist 
aber  bei  Veronese  nicht  der  Fall.  Um  wenigstens  neben  der 
Euklidischen  noch  die  Riemannsche  Geometrie  zu  erhalten,  führt 
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er  seine  sechste  Hypothese  ein,  obwohl  dieselbe ,  wie  er  selbst 
sagt,  für  die  Euklidische  Geometrie  nur  eine  blofse  Übereinkunft 
ist.  Aber  hierdurch  wird  die  Polarform  des  Riemannschen  Raumes 
ausgeschlossen^  die  an  sich  gleiche  Berechtigung  mit  der  Rie- 
mannschen Raumform  hat,  wenn  auch  ihre  Bedeutung  fbr  die 
Räume  höherer  Dimension  geringer  ist.  Von  der  Lobatschews- 
kyschen  Geometrie  sagt  Veronese  ausdrücklich,  dafs  sie  mit  seinen 
Hypothesen  unvereinbar  sei. 

Wie  steht  es  aber  mit  den  CliflFord-Kleinschen  Raumformen? 
Man  denke  nicht  etwa,  dafs  sie  deshalb  fehlen,  weil  die  darauf 
bezügliche  Mitteilung  Kleins  Veronese  bei  der  Abfassung  seines 
Werkes  nicht  bekannt  sein  konnte;  die  deutsche  Ausgabe  will 
auch  die  neueren  Erscheinungen  berücksichtigen  und  erwähnt  in 
der  That  die  Arbeit  Kleins  an  mehreren  Stellen.  Die  genannten 
Raumformen  können  eben  in  Veroneses  System  keinen  Platz 
finden,  schon  aus  dem  Grunde  nicht,  weil  von  vornherein  der 
Raum  als  Ganzes  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt  wird.  Dem- 
nach ist  jeder,  der  die  Berechtigung  dieser  Raumformen  anerkennt, 
genötigt,  Veroneses  System  zu  verwerfen. 

Im  ersten,  zweiten  und  sechsten  Abschnitte  unseres  Werkes 
(B.  1.  S.  80—89,  142—162  und  B.  2.  S.  121-156)  traten  uns 
fiir  einen  begrenzten  Teil  des  Raumes  die  parabolische,  die  ellip- 
tische und  die  hyperbolische  Geometrie  als  gleichberechtigt  ent- 
gegen. Zu  demselben  Ergebnis  wird  uns  der  folgende  Abschnitt 
führen.  Für  Veronese  sind  nur  der  Euklidische  und  der  Rie- 
mannsche  Raum  berechtigt,  und  zwar  auch  nur  infolge  einer  rein 
äufserlichen  Festsetzung.  Ein  Band,  welches  sich  uns  von  den 
verschiedensten  Seiten  her  als  natürlich,  ja  als  notwendig  darstellt, 
ist  hier  vollständig  zerrissen  —  Beweis  genug,  dafs  wir  es  nur 
mit  künstlichen,  nicht  mit  natürlichen  Voraussetzungen  zu  thun 
haben. 

Ich  möchte  sogar  noch  weiter  gehen.  Bei  der  engen  Be- 
ziehung, die  zwischen  den  eigentlichen  Raumformen  und  den- 
jenigen Wissenschaften  besteht,  die  ich  im  uneigentlichen  Sinne 
auch  noch  als  Raumformen  bezeichne  (§  11),  kann  ein  Ausgangs- 
punkt nur  dann  als  natürlich  angesehen  werden,  wenn  er  auch 
zu  den  letzteren  führt.  Das  ist  bei  Veronese  ganz  ausgeschlossen; 
im   Gegenteil,  ihm  ist  es  nicht  einmal  möglich,  die  projektive 
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Geometrie  selbständig  zu  begründen.  In  derjenigen  zweidimen- 
sionalen Raumform,  die  Helmholtz  zuerst  betrachtet  hat  und  in 
der  die  Abstandsfunktion  die  Gestalt  erhalten  kann: 

[(x  -  xy  +  G  -  y )'] e"  '"^  y^y 

gilt  doch,  soweit  sich  irgend  übersehen  läfst,  der  BegriflF  der 
Gleichheit  in  demselben  Sinne  wie  in  der  Euklidischen  Geometrie. 
Da  aber  hier  die  Veroneseschen  Sätze  über  gleiche  Figuren  ihre 
Gültigkeit  verlieren,  so  mufs  der  wahre  Grund  für  diese  auf- 
fallende Erscheinung  ermittelt  werden,  wenn  man  nicht  gezwungen 
sein  will,  diesen  Sätzen  jede  Berechtigung  abzusprechen. 

9.  Hiermit  hängt  folgendes  Bedenken  zusammen.  Die  Geo- 
metrie mufs,  wie  sie  von  den  Bedürfhissen  des  Lebens  ausge- 
gangen ist,  auch  in  ihren  Grundlagen  den  Zusammenhang  mit 
der  Praxis  nicht  verleugnen,  sie  mufs  mit  anderen  Worten  auch 
von  ihrer  rein  wissenschaftlichen  Seite  her  die  Grundlage  für  die 
Mechanik,  die  Astronomie  und  die  Physik  bilden.  Bei  Veronese 
ist  aber  der  Zusammenhang  mit  diesen  Wissenschaften  ganz  zer- 
rissen; derselbe  mufs  künstlich  durch  neue  Voraussetzungen  her- 
gestellt werden,  die  aufserhalb  der  geometrischen  Wissenschaft 
liegen  und  deshalb  geradezu  als  praktische  Axiome  bezeichnet 
werden.     Veronese  benutzt  zu  dem  Zwecke  die  folgenden  drei: 

I.  In  dem  Gebiet  unserer  aktuellen  Beobachtungen  gilt  mit 
sehr  grofser  Annäherung  die  Eigenschaft,  dafs  durch  einen  Punkt 
nur  eine  einzige  Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden  geht. 

n.  Die  Punkte  einer  beliebigen  Figur  können  sich  frei  und 
unabhängig  von  einander  bewegen,  indem  jeder  eine  intuitive 
Linie  beschreibt,  so  jedoch,  dafs  die  Lagen  der  Punkte  der  Figur 
eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  den  successiven  Lagen  ent- 
sprechen, wobei  nicht  ausgeschlossen  ist,  dafs  mehrere  Punkte 
denselben  Ort  in  einer  successiven  Lage  einnehmen. 

in.  Der  Anschauungsraum  ist  eine  Figur  von  drei  Dimen- 
sionen bezüglich  seiner  Punkte. 

Außerdem  ist  für  die  praktische  Anwendung  noch  das  fol- 
gende Axiom  bestimmt: 

Ein  Körper  kann  sich  ohne  Deformation  bewegen. 

Killing,  Grundlagen  der  Geometrie.    II.  15 
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Statt  aut  diese  Axiome  näher  einzugehen,  begnüge  ich  mich 
mit  folgender  Bemerkung. 

Der  italienische  Gelehrte  meint,  jede  Rücksichtnahme  auf  die 
Erfahrung  verletze  die  Würde  der  Geometrie  als  einer  reinen 
Wissenschaft.  Vielleicht  darf  man  mit  gröfserem  Rechte  sagen, 
der  Ausgang  von  willkürlichen  Annahmen  sei  einer  Wissenschaft 
unwürdig.  Jeden&Us  kann  aber  die  Aufstellung  von  Voraus- 
setzungen, die  in  der  That  oder  scheinbar  den  Charakter  der 
Willkür  an  sich  tragen,  nur  dann  Interesse  beanspruchen,  wenn 
man  von  ihnen  aus  in  voller  Strenge  zur  Erfahrung  gelangt.  Aber 
alsdann  mufs  man  erstens  auf  alle  Möglichkeiten  geführt  werden, 
die  mit  der  Erfahrung  vereinbar  sind,  und  z^^eitens  mufs  die 
Obereinstimmung  nicht  erst  durch  ein  willkürliches  Axiom  po- 
stuliert werden. 

§  10. 
Grundbegriffe  und  Grundsätse  der  Geometrie. 

Nachdem  wir  in  den  vorangehenden  Paragraphen  mehrere 
Versuche,  eine  genügende  Grundlage  der  Geometrie  zu  schaffen, 
eingehend  besprochen  haben,  möchten  wir  jetzt  dazu  übergehen, 
diejenigen  Begriffe  und  Urteile  anzugeben,  die  unseres  Erachtens 
am  natürlichsten  zur  Grundlage  der  Geometrie  gewählt  werden. 
Wir  glauben  jedoch  einige  Bemerkungen  vorausschicken  zu  sollen, 

Dafs  die  Geometrie  gewisse  Sätze  unbewiesen  voraussetzen 
und  darauf  den  Beweis  für  ihre  weiteren  Sätze  stützen  müsse,  ist 
von  jeher  anerkannt.  Aber  ganz  Entsprechendes  gilt  für  die  Be- 
griffe. Die  Bildung  von  Begriffen  geschieht  in  der  Geometrie 
durch  Definitionen,  deren  Wesen  darin  besteht,  mehrere  Begriffe 
zu  einem  einzigen  neuen  zu  verbinden.  Daraus  folgt,  dafs  auch 
die  Bildung  von  Definitionen  einmal  ihre  Grenze  findet,  und  dafs 
gewisse  Begriffe,  ohne  selbst  definiert  werden  zu  können,  allen 
Definitionen  zu  Grunde  liegen;  sie  mögen  als  Grundbegriffe  der 
Geometrie  bezeichnet  werden.  Damit  dieser  Name  einem  System 
von  Begriffen  beigelegt  werden  kann,  hat  dasselbe  somit  drei 
Bedingungen  zu  genügen:  erstens  mufs  jeder  dieser  Begriffe  für 
die  Geometrie  notwendig  sein,  zweitens  mufs  das  System  nicht 
auf  eine  geringere  Zahl  von  Begriffen  zurückgeführt  werden  können, 
und  drittens  zur  Gewinnung  aller  geometrischen  Begriffe  ausreichen. 
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Mit  der  Aufstellung  der  Grundbegriffe  ist  aber  die  Möglich- 
keit von  Definitionen  keineswegs  gegeben.  Bevor  man  mehrere 
Begriffe  zu  einer  Definition  zusammenstellt,  mufs  die  Möglichkeit 
erkannt  sein,  sie  überhaupt  zu  verbinden,  und  weil  die  Verbindung 
einen  neuen  Begriff  ergeben  soll,  darf  die  Verbindung  nicht  not- 
wendig sein.  Ferner  kann  in  vielen  Fällen  eine  Definition  nicht 
unmittelbar  in  voller  Allgemeinheit  aufgestellt  werden,  sondern  sie 
benutzt  einen  Hilfsbegriff,  der,  wenigstens  scheinbar,  speciellen 
Charakter  hat;  in  diesen  Fällen  ist  es  nötig,  nachzuweisen,  dafs 
der  neue  Begriff  allgemeine  Gültigkeit  besitzt.  So  erkennen  wir, 
dafs  jede  Definition  bereits  gewisse  Urteile  voraussetzt.  Die- 
jenigen Urteile  (Sätze),  welche  nicht  durch  Beweise  auf  andere 
zurückfiihrbar  sind,  bilden  somit  die  Grundlage  für  die  Definitionen 
und  für  die  weiteren  Urteile;  es  möge  gestattet  sein,  sie  als 
Grundsätze  der  Geometrie  zu  bezeichnen. 

Als  Grundbegriffe  der  Geometrie  stellen  wir  die  folgenden  auf: 

Feste  Körper,  Teile  eines  Körpers,  Raum,  Teile 
eines  Raumes,  einen  Raum  einnehmen  (decken),  Zeit, 
Ruhe,  Bewegung. 

Wir  brauchen  nicht  nochmals  hervorzuheben,  dafs  wir  keines- 
wegs behaupten  wollen,  der  Zugang  zur  Geometrie  sei  nur  von 
diesen  Begriffen  aus  möglich;  unsere  Ansicht  geht  nur  dahin, 
dafs  diese  Begriffe  gut  geeignet  sind,  zur  Grundlage  der  Geometrie 
zu  dienen.     Im  einzelnen  bemerken  wir  noch  folgendes. 

Über  die  Bewegung  haben  wir  im  fünften  Abschnitt  ein- 
gehend gehandelt;  mit  ihr  ist  ihr  Gegensatz,  die  Ruhe,  zugleich 
verlangt. 

Setzen  wir  den  Begriff  der  Bewegung,  so  kann  auch  der 
Zeitbegriff  nicht  entbehrt  werden.  Die  Bewegung  selbst  verlangt 
aber  einen  bewegenden  Gegenstand.  Da  das  der  unbewegliche 
Raum  nicht  sein  kann,  so  müssen  wir  mit  der  Bewegung  auch 
den  Körper  tinter  die  Grundbegriffe  aufnehmen.  Diejenige  Ver- 
gleichung  von  Raumteilen,  welche  in  der  Geometrie  benutzt  wird, 
kann  aber  nicht  durch  Bewegung  eines  luftförmigen  oder  flüssigen 
Körpers,  sondern  nur  durch  die  eines  absolut  starren  Körpers 
vermittelt  werden.  Da  die  Notwendigkeit  der  Teilung  von  jeher 
allgemein  anerkannt  ist,  bedürfen  die  weiter  aufgestellten  Begriffe 
•  keine  Rechtfertigung. 

15* 
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Dabei  müssen  wir  jedoch  zugestehen,  dais  einige  dieser  Be- 
griffe für  unsere  Wissenschaft  mehr  den  Charakter  von  Hilfe- 
begriffen haben.  Das  gilt  vor  allem  von  der  Zeit,  betreffs  deren 
es  der  Geometrie  nur  auf  das  »zugleich,  vorher  und  nachher« 
ankommen  kann.  Auch  der  feste  Körper  wird  nicht  an  sich 
gebraucht,  sondern  nur  insofern,  als  mit  seiner  Hilfe  weitere  Be- 
griffe hergeleitet  werden. 

Die  aufgestellten  Begriffe  dürfen  nur  dann  als  Grandbegriffe 
bezeichnet  werden,  wenn  sie  nicht  auf  eine  geringere  Zahl  von 
Begriffen  zurückgeführt  werden  können.  Darüber  in  eingehende 
Erörterungen  einzugehen,  wird  wohl  nicht  nötig  sein. 

EndUch  mufs  gezeigt  werden,  dafs  die  Begriffe  vollständig 
genügen.  Dieser  Nachweis  kann  erst  durch  den  wirklichen  Aufbau 
der  Wissenschaft  gefuhrt  werden,  und  der  ist  zur  Zeit  noch  nicht 
möglich. 

Wir  wenden  uns  jetzt  den  Grundsätzen  der  Geometrie  zu. 
An  erster  Stelle  beachten  wir  die  Ausdehnung  und  die  Undurch- 
dringlichkeit der  Körper  und  fassen  diese  beiden  Eigenschaften 
in  einem  Grandsatze  zusammen: 

I.  Jeder  Körper  nimmt  zu  jeder  Zeit  einen  Raum 
ein;  den  von  einem  Körper  eingenommenen  Raum  kann 
nicht  gleichzeitig  fein  anderer  Körper  decken. 

Die  Geometrie  bedarf  der  unbegrenzten  Teilung  eines  jeden 
Körpers.  Aber  die  geometrische  Teilung  ist  von  der  mecha- 
nischen wesentlich  verschieden,  indem  die  letztere  die  Teile  von 
einander  trennt,  während  bei  der  geometrischen  Teilung  die  Teile 
als  dem  Ganzen  anhaftend  gedacht  werden  können.  Wenn  z.  B. 
zwei  Lagen  desselben  Körpers  einen  Raumteil  gemeinschafüich 
haben,  in  einem  anderen  aber  nicht  übereinstimmen,  so  ist  da- 
durch geometrisch  eine  Teilung  des  Körpers  ausgeführt;  man 
unterscheidet  denjenigen  Teil  des  Körpers,  dessen  zweite  Lage 
von  dem  Körper  in  der  ersten  Lage  noch  mit  eingenommen 
wurde,  von  demjenigen  Teile,  dessen  zweite  Lage  der  ersten 
Lage  des  Körpers  nicht  angehört.  Demnach  ist  die  Forderang 
einer  unbegrenzten  geometrischen  Teilung  mit  der  physikalischen 
Annahme  von  Molekeln  und  Atomen  ganz  vereinbar. 

IL  Jeder  Raum  (Körper)  kann  geteilt  werden;  jeder 
Teil   eines   Raumes  (Körpers)    ist   wiederum    ein  Raum 
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(Körper);  ist  A  ein  Teil  von  B  und  B  ein  Teil  von  C,  so 
ist  auch  A  ein  Teil  von  C,  wo  man  unter  A,  B,  C  sowohl 
Räume  als  Körper  verstehen  kann. 

Die  Unabhängigkeit  des  Raumes  von  dem  ihn  einnehmenden 
Körper  führt  zu  folgendem  Grundsatze: 

III.  Jeder  Körper  kann  bewegt  werden;  wenn  ein 
Körper  zu  einer  Zeit  den  früheren  Raum  eines  zweiten 
Körpers  deckt,  so  kann  er  zur  Deckung  mit  jedem 
Räume  gebracht  werden,  welchen  der  zweite  zu  irgend 
einer  Zeit  einnimmt. 

Dieser  Grundsatz  erlaubt  die  Definition  der  Kongruenz  für 
Räume  und  für  Körper,  indem  er  diesen  Begriff  von  der  Zeit, 
und  für  Räume  von  dem  benutzten  Körper,  dagegen  für  Körper 
von  dem  gerade  gedeckten  Räume  unabhängig  macht.  So  werden 
wir  zwei  Räume  als  kongruent  bezeichnen,  wenn  derselbe  Körper 
beide  Räume  decken  kann;  ebenso  können  kongruente  Körper 
zur  Deckung  desselben  Raumes  gebracht  werden.  Der  von  einem 
Körper  eingenommene  Raum  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Beweg- 
lichkeit des  Körpers  als  seine  Lage  bezeichnet.  Diesem  Grund- 
satz entsprechend  sieht  die  Geometrie  ganz  von  dem  Stoffe  der 
Körper  ab;  nur  in  diesem  Sinne  darf  der  zuweilen  gebrauchte 
Ausdruck  verstanden  werden,  die  Geometrie  betrachte  den  Raum 
als  leer. 

IV.  Jeder  Körper  läfst  sich  so  bewegen,  dafs  ein 
Teil  desselben  mit  einem  Teile  eines  beliebigen  Raumes 
zur  Deckung  gelangt. 

M  sei  der  gegebene  Raum ;  a  sei  der  bewegte  Körper,  A  der 
Raum,  welchen  er  nach  der  in  diesem  Grundsatz  geforderten 
Bewegung  deckt;  dann  sind  vier  Fälle  möglich:  A  und  M  sind 
vollständig  identisch,  oder  A  ist  ein  Teil  von  M,  oder  M  ist  ein 
Teil  von  A,  oder  viertens  A  und  M  haben  einen  Teil  gemein- 
schaftlich, während  ein  Teil  von  A  nicht  zu  M  und  ein  Teil  von 
M  nicht  zu  A  gehört.  Wenn  einer  dieser  vier  Fälle  angenommen 
wird,  ohne  dafs  entschieden  werden  soll,  welcher  es  ist,  wollen 
wir  sagen,  der  Körper  a  sei  mit  dem  Räume  M  in  teilweiser 
Deckung. 

A  sei  eine  Lage  eines  Körpers  a,  welche  mit  einem  Räume 
keinen  Teil  gemeinschaftlich  hat;  dagegen  soll  a  auch  eine  Lage 
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Ai  erhalten  können,  welche  ganz  ein  Teil  von  M  ist;  dann  giebt 
es  für  denselben  Körper  a  auch  eine  Lage  A'  von  der  Beschaffen- 
heit, dafs  ein  Teil  von  A'  dem  Räume  M  angehört,  ein  anderer 
Teil  von  A'  aber  nicht;  bei  jeder  Bewegung,  welche  den  Körper 
a  von  A  nach  Ai  überführt,  erlangt  er  eine  Lage,  wie  sie  fiir  A 
angegeben  wurde.   Diesem  Satze  geben  wir  folgenden  Ausspruch: 

V.  Wenn  ein  Körper  vor  seiner  Bewegung  keinen 
Teil  mit  einem  Räume  gemeinschaftlich  hat,  aber  nach 
derselben  diesem  Räume  ganz  angehört,  so  erlangt  er 
bei  seiner  Bewegung  eine  Lage,  in  welcher  nur  ein  Teil 
von  ihm  dem  Räume  angehört. 

Der  Raum  A  sei  beliebig  in  die  beiden  Teile  M  und  N 
zerlegt;  dann  läfst  sich  immer  ein  Körper  k  bestimmen  und  mit 
demselben  eine  Bewegung  ausfuhren,  welche  folgenden  Bedingungen 
genügt:  bei  Beginn  der  Bewegung  soll  k  einen  Teil  von  M,  am 
Ende  derselben  einen  Teil  von  N  decken,  und  während  der  Be- 
wegung soll  k  und  jeder  Teil  von  k  immer  dem  Raum  angehören. 
Dies  liefert  den  Grundsatz: 

VL  Wenn  ein  (zusammenhangender)  Raum  A  in 
irgend  zwei  Teile  M  und  N  zerlegt  ist,  so  läfst  sich 
immer  ein  Körper  k  bestimmen,  welcher  so  bewegt 
werden  kann,  dafs  während  der  ßew^egung  kein  Teil 
des  Körpers  den  Raum  A  verläfst,  und  k  bei  Beginn  der 
Bewegung  einen  Teil  von  M  und  am  Schlufs  derselben 
einen  Teil  von  N  deckt. 

Wenn  ein  Raum  A  in  zwei  Teile  M  und  N  zerlegt  ist,  so 
nennen  wir  diese  beiden  Teile  zusammenhangend.  Überhaupt 
bezeichnen  wir  zwei  Räume,  die  keinen  Teil  gemeinschaftlich 
haben,  als  zusammenhangend,  wenn  sie  nach  dem  vorangehenden 
Grundsatze  als  die  Teile  eines  einzigen  Raumes  betrachtet  werden 
können. 

VU.  Sobald  ein  Teil  a  eines  festen  Körpers  wieder 
in  eine  solche  Lage  kommt,  dafs  jeder  Teil  von  a  in 
teilweise  Deckung  mit  seiner  Anfangslage  gelangt,  so 
erhält  jeder  Teil  des  Körpers  seine  Anfangslage  wieder. 

Hiernach  nimmt  der  Begriif  der  Lage  eine  genauere  Bedeutung 
an,   als  demselben  durch  den  dritten  Grundsatz   gegeben  wurde. 
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Zwei  Lagen  desselben  Körpers  sind  nur  dann  als  identisch  zu 
bezeichnen,  wenn  nicht  nur  der  Körper  als  Ganzes,  sondern  auch 
jeder  beliebige  Teil  desselben  beidemal  denselben  Raum  deckt. 

Wir  haben  jetzt  nachzuweisen,  dafs  die  aufgestellten  Grund- 
sätze von  einander  unabhängig  sind.  Dafs  keiner  der  späteren 
in  einem  hüheren  enthalten  ist,  ergiebt  sich  daraus,  dafs  die 
früheren  Sätze  auch  für  solche  Vorstellungen  gelten,  welche  mit 
den  folgenden  nicht  vereinbar  sind.  »Einen  Raum  einnehmen« 
ist  verbunden  mit  dem  »Bestehen  aus  einem  Stoffe«;  ebenso  zer- 
legt die  Teilung  eines  Körpers  auch  den  StoflF;  aber  die  Mög- 
lichkeit, denselben  Raum  zu  decken,  erfordert  nicht  die  Gleich- 
artigkeit des  Stoffes;  daher  folgt  der  Grundsatz  III  nicht  aus  den 
Sätzen  I  und  II.  Im  zweiten  Satze  könnte  »teilen«  durch  '>zu- 
sammenfügen«  und  »einen  Teil  bilden«  durch  »in  sich  fassen« 
ersetzt  werden;  aber  diese  Vorstellung  fäUt  bei  IV  weg.  Während 
in  und  IV  nur  das  Ergebnis  einer  Bewegung  betrachten,  stellt  V 
den  Verlauf  derselben  dar,  indem  ihr  die  Stetigkeit  beigelegt 
wird.  Alle  diese  Sätze  bleiben  bestehen,  wenn  man  einen  ein- 
zelnen Körper  durch  eine  Zusammenstellung  mehrerer  Körper  und 
einen  Raum  durch  eine  Zusammenstellung  getrennter  Räume  er- 
setzt, eine  Vorstellung,  welche  durch  VI  ausgeschlossen  wird. 
Ebenso  kann  man  mit  den  sechs  ersten  Sätzen  die  Vorstellung 
von  flüssigen  und  luftförmigen  Körpern  verbinden;  erst  VII  fügt 
die  feste  Verbindung  der  einzelnen  Teile  hinzu.  Umgekehrt  sieht 
man  aber  auch,  dafs  die  ersten  Grundsätze  nicht  durch  die  späteren 
überflüssig  gemacht  werden;  ich  will  den  Nachweis  nicht  im 
einzelnen  durchführen,  sondern  nur  bemerken,  dafs  die  späteren 
Sätze  fast  immer  einen  von  den  früheren  bereits  voraussetzen. 

Ob  aber  diese  Sätze  für  den  Aufbau  hinreichend  sind,  möchte 
ich  jetzt  nicht  mehr  fest  behaupten;  im  Gegenteil  will  es  mir  in 
der  letzten  Zeit  scheinen,  der  Begriff  der  Stetigkeit  müsse  schärfer 
entwickelt  werden,  als  es  hier  durch  den  fünften  Grundsatz  ge- 
scliieht.  Indessen  ist  es  mir  bisher  nicht  gelungen,  hierüber  zur 
Klarheit  zu  kommen;  noch  weniger  kann  ich  bereits  jetzt  eine 
etwa  vorhandene  Lücke  in  genügender  Weise  ausfüllen. 
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§  11. 
Die  allgemeinen  Banmformen. 

1.  Dafs  die  aufgestellten  Begriffe  und  Urteile,  die  wir  als 
Grundbegriffe  und  Grundsätze  der  Geometrie  bezeichnen,  für  die 
im  ersten  Bande  behandelten  dreidimensionalen  Raumformen 
Gültigkeit  besitzen,  braucht  gar  nicht  erwähnt  zu  werden.  Wir 
können  aber  auch  leicht  zeigen,  dafs  diese  Begriffe  und  Urteile, 
wenn  auch  nicht  die  mit  ihnen  verbundenen  Vorstellungen,  fiir 
die  mehrdimensionalen  Raumformen  gelten.  Im  Anschlufs  an  die 
im  ersten  Bande  (S.  191 — 205)  durchgeführte  analytische  Behand- 
lung des  n-dimensionalen  Euklidischen  Raumes  bezeichnen  wir 
wieder  die  Gesamtheit  der  Wertsysteme  (xi,  X2  .  .  .  Xn),  wobei 
die  einzelnen  Veränderlichen  alle  reellen  Werte  annehmen  können, 
als  den  Raum  und  nennen  ein  stetiges  endliches  Gebiet  dieser 
Mannigfaltigkeit  einen  Raumteil;  dabei  setzen  wir  voraus,  dafs 
sich  die  in  Betracht  gezogenen  Wertsysteme  nicht  durch  eine 
geringere  Zahl  von  Variabein  darstellen  lassen.  Demnach  be- 
zeichnet hier  das  Wort  Raumteil  dasselbe,  was  wir  im  vorigen 
Paragraphen  kurz  Raum  genannt  haben. 

Ein  Gebiet  von  Wertsystemen  (yi ,  y^  .  .  .  y„),  welches  eben- 
falls endlich  und  stetig  ist  und  dessen  Bestimm ungsgröfsen  nicht 
durch  stetige  eindeutige  Beziehungen  auf  eine  geringere  Zahl  von 
Veränderlichen  zurückgeführt  werden  können,  möge  ein  Körper 
genannt  werden.  Um  den  Begriff  der  Deckung  einzuführen,  sollen 
zu  n  willkürlichen  reellen  Gröfsen  bi  .  .  .  bn  weitere  n*  Gröfsen 
a/x  für  £,  X  =  1  .  .  .  n  hinzugenommen  werden,  welche  den  Be- 
dingungen genügen: 

(1)     ^^iQ'  =  1,  2£.\iQ^xQ  =  0  für  L  ^  X, 

iii  1   ai  2   •  •  •  ai  n 
/'.-jN  a2i    a22   •   •   •  a2n      !   ^ 

•^nl    an2    •    •    •    ann        , 

Lassen  sich  bei  dieser  Festsetzung  die  Gröfsen  b«  und  a^x  so 
wählen,  dafs  jedem  Wertsysteme  (x)  des  Raumteiles  A  ein  Wert- 
system (y)  des  Körpers  k  vermittelst  der  Gleichungen: 

(3)     x/  =  ^ZiQ  y(>  +  b/  (i  =  1  .  ,  .  n) 

9 
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entspricht,  so  sagen  wir,  der  Körper  k  decke  den  Raumteil  A. 
Wenn  aber  in  den  Gleichungen  (3)  die  Koefficienten  aix  und  b^ 
stetige  eindeutige  Funktionen  einer  veränderlichen  Gröfse  t  (für 
to  <  t  <C  ti)  sind,  welche  den  Bedingungen  (1)  und  (2)  ge- 
nügen, so  soll  diese  analytische  Operation  die  Bewegung  des 
Körpers  k  vertreten,  falls  wir  die  Wertsysteme  (y)  auf  das  diesem 
Körper  entsprechende  Gebiet  beschränken.  Dies  vorausgesetzt, 
wird,  wie  man  leicht  sieht,  den  aufgestellten  Grundsätzen  genügt; 
mit  anderen  Worten:  Unsere  Grundbegriffe  und  Grundsätze  be- 
halten ihre  Gültigkeit  in  den  Euklidischen  Raumformen  von  be- 
liebig vielen  Dimensionen. 

2.  Um  dasselbe  für  eine  n-dimensionale  Kleinsche  Raumform 
(für  die  Polarform  des  Riemannschen  Raumes)  zu  zeigen,  setzen 
wir  etwa  fest,  dafs  die  n  veränderlichen  Gröfsen  Xi  .  .  .  Xn  nur 
solche  reelle  Werte  annehmen,  für  welche 

(4)     xf  +xi-f  ...  +  xS<;i 

ist.  Zur  Darstellung  eines  Raumteiles  werden  wieder  die  Variabein 
xi  .  .  .  Xn,  für  einen  Körper  die  Variabein  yi  .  .  .  yn  benutzt.  Ent- 
sprechend den  Entwicklungen  des  ersten  Bandes  (S.  205 — 210), 
in  denen  wir  k*  den  Wert  eins  beilegen,  führen  wir  (n  -j-  1)* 
Gröfsen  a<x  für  «,  x  =  0,  1  .  .  .  n  ein  und  verlangen,  dafs  zwischen 
ihnen  die  Beziehungen  bestehen: 


n 


(5)     i:  aiQ  axp  =  rfix  (=  1  oder  =  0) 

aoo     •     •     •     '^on 

(«)  : 1  =  1. 

ano       •       •       •      «^nn 

Dadurch  werden  die  Gröfsen  Zix  von       ^    J" — -^   willkür- 

liehen  Gröfsen  abhängig  gemacht.    Der  Kürze  wegen  führen  wir 
noch  die  Gröfse  vo  ein  durch  die  Festsetzung: 

(7)     yo  =  Kr_^-y2_..   —  V 

Kann  man  jetzt  die  den  Bedingungen  (5)  und  (6)  genügenden 
Koefficienten  ^ix  so  bestimmen,  dafs  nach  passender  Wahl  des 
Vorzeichens  von  yo  jedem  Wertsystem  (x)  des  Raumteiles  A  ein 
Wertsystem  (y)  des  Körpers  vermittelst  der  n  Gleichungen: 
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n 


(8)    xi  =  S  ZiqYq  (£  =  1  .  .  .  n) 

zugeordnet  wird,  so  sagen  wir,  der  Körper  k  decke  den  Raum- 
teil A.  Man  kann  aber  auch  die  Gröfsen  aix  von  einer  veränder- 
lichen Gröfse  t  abhängig  machen  und  dadurch  wiederum  die 
Bewegung  von  k  einfuhren. 

In  ähnlicher  Weise  verfehren  wir  für  eine  Lobatschewskysche 
Raumform.  Neben  den  unbeschränkt  veränderlichen  reellen  Gröfsen 
Xi  .  .  .  Xn  und  den  Gröfsen  yi  .  .  .  yn  benutzen  wir  noch  die 
Gröfse  yo  =  /l  +  yf  +  •  •  •  +  yn>  wo  der  Wurzel  ihr  positiver 
Wert  beizulegen  ist.  An  den  Bedingungen  (5)  ist  eine  kleine 
Änderung  anzubringen;  im  übrigen  bleiben  die  vorigen  Fest- 
setzungen ungeändert. 

Für  den  Riemannschen  Raum  ist  es  am  einfachsten,  zwischen 
n  +  1  veränderlichen  Gröfsen  die  früher  benutzte  Gleichung 
zweiten  Grades  (B.  1.  S.  206)  bestehen  zu  lassen. 

3.  Wir  können  aber  unsere  Grundbegriffe  und  Grundsätze 
auch  auf  die  allgemeine  Projektivität  anwenden.  Zu  dem  Ende 
legen  wir  n  -|-  1  veränderliche  Gröfsen  Xo,  Xi  .  .  .  Xn  zu  Grunde, 
denen  wir  gestatten,  alle  reellen  endlichen  Werte  mit  Ausnahme 
des  Wertsystems  (0,  0  ...  0)  anzunehmen.  Jedes  einzelne  Wert- 
system bestimmen  wir  durch  die  Verhältnisse  dieser  Gröfsen; 
d.  h.  wir  betrachten  alle  Wertsysteme  als  identisch,  welche  aus 
einem  gegebenen,  durch  Multiplikation  mit  einer  beliebigen,  von 
null  verschiedenen  Zahl  erhalten  werden  können.  Zur  Darstellung 
eines  Raumteiles  benutzen  wir  die  Variabein  Xo,  Xi  .  .  .  Xn,  für 
einen  Körper  in  entsprechender  Weise  die  Variabein  yo,  yi  . .  .yn> 
indem  wir  auch  bei  den  letzteren  nur  die  Verhältnisse  in  Betracht 
ziehen.  Wir  sagen  jetzt,  der  eine  gewisse  endliche  und  stetige 
Mannigfaltigkeit  von  Wertsystemen  (y)  enthaltende  Körper  k 
decke  einen  Raumteil  A,  wenn  die  dem  Raumteile  A  angehörenden 
Wertsysteme  (x)  mit  den  Wertsystemen  (y)  des  Körpers  durch 
die  Gleichungen  verbunden  sind: 


II 


(JO      ^«  ==  ^  ila(>V^,  («  =  (),    1  ...  1) 

WO  die  (n  -|-  1)*  Koefficienten   a«^   beliebige   endliche   Gröfsen 
sind.     Auch  wird   die  Bewegung   in   entsprechender  Weise   ein- 
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gefuhrt.    Wie  man  sieht,  ist  in  diesem  Falle  die  Gesamtheit  der 
Bewegungen  von  n  (n  +  2)  willkürlichen  Gröfseti  abhängig. 

4.  Indem  Plücker  neben  dem  Punkte  auch  die  Ebene  und 
die  Gerade  als  Element  in  die  Geometrie  einführte,  hat  er  ein 
Mittel  geschaffen,  welches  zur  Förderung  der  geometrischen 
Wissenschaft  wesentlich  beigetragen  hat.  Manche  Partieen,  welche 
vorher  nur  auf  einem  schwierigen  und  künstlichen  Wege  begründet 
werden  konnten,  lassen  sich  vermittelst  der  nAen  Ideen  sehr 
ein&ch  und  natürlich  beweisen.  Dazu  sind  ganz  neue  wichtige 
Partieen  getreten,  deren  Behandlung  bei  dem  früheren  Standpunkte 
fast  unmöglich  sein  dürfte.  Die  im  vorigen  Paragraphen  auf- 
gestellten Grundlagen  bleiben  aber  auch  in  Gültigkeit,  wenn  wir 
die  Ebene  oder  die  Gerade  als  Raumelement  zu  Grunde  legen, 
und  wir  möchten  hierin  erst  den  vollen  Abschlufs  der  durch 
Plücker  geschaffenen  Auffassung  erblicken.  Um  dies  zu  begründen, 
können  wir  auf  dem  rein  geometrischen  Boden  verbleiben ;  es  sei 
aber  gestattet,  wie  bei  den  besprochenen  Beispielen  den  Nachweis 
durch  die  Analysis  zu  erbringen. 

Für  den  Euklidischen  Raum  gehen  wir  von  vier  Variabein 
Uo,  Ui,  U2,  Ua  aus,  indem  wir  festsetzen,  dafs  jedesmal 

(9)  uf+u|+u2  =  l 
sein  soll.  Zwei  Wertsysteme  (uo,  Ui,  U2,  U3)  und  (— Uo,  — Ui, 
—  Ug,  —  Us),  die  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden, 
betrachten  wir  als  identisch.  Ein  Raumteil  wird  wieder  durch 
eine  endliche  stetige  Mannigfaltigkeit  der  Wertsysteme  (u)  be- 
stimmt. Für  einen  Körper  benutzen  wir  die  Veränderlichen  vo. 
Vi,  vg,  vs,  indem  wir  zwischen  den  drei  letzten  die  der  Gleichung 
(9)  entsprechende  Beziehung  bestehen  lassen.  Jetzt  sagen  wir 
wieder,  ein  Körper  k  decke  einen  Raumteil  A,  wenn  jedem  Wert- 
systeme (v)  des  Körpers  k  ein  Wertsystem  (u)  von  A  durch  die 
Gleichungen  zugeordnet  ist: 

Uo  =  Vo  +  biVt  -f  b,vj  4-  baVs 

ui  =  au  Vi  +  aigVg  -f  2^X9 

u,  =  a,iv,  +  a22V2  -f  aasvs 

Us  =  a3iVi  -f  a82V2  +  asgvs, 
wo  die  KoefEcienten  bi,  bg,  bj  ganz  willkürlich  sind  und  zwischen 
den  KoefEcienten  Zix  diejenigen  Bedingungen  bestehen,  welche 
sich  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  für  n  =  3  ergeben.    Die 
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Bewegung  wird  wieder  in  derselben  Weise  eingeführt  wie  früher. 
Dadurch  sind  die  Grundbegriffe  auf  die  neue  Anschauung  über- 
tragen; dafs  aber  auch  die  Grundsätze  richtig  bleiben,  bedarf 
keiner  Erwähnung.  Die  ersten  Sätze  der  Geometrie  selbst  erleiden 
aber  eine  bedeutende  Änderung.  Wird  der  Raum  so  bewegt,  dafs 
eine  Ebene  in  sich  verschoben  wird,  so  bleiben  auch  alle  zu  ihr 
parallelen  Ebenen  in  Deckung  mit  ihrer  Anfangslage.  Demnach 
können  wir  sa|[en:  Betrachten  wir  im  Euklidischen  Räume  die 
Ebene  als  Element,  so  bleiben  bei  der  Ruhe  eines  Elementes  auch 
die  sämtlichen  Elemente  einer  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit in  Ruhe;  die  Stelle  des  Abstandes  zweier  Punkte  vertritt  bei 
zwei  parallelen  Ebenen  ihr  Abstand,  bei  zwei  sich  schneidenden 
Ebenen  ihr  Winkel. 

Wenn  wir  in  der  Riemannschen  Raumform  die  Ebene  als 
Element  auffassen,  so  gelangen  wir,  wie  wir  bereits  im  ersten 
Bande  (S.  69)  bewiesen  haben,  zu  einer  Geometrie,  die  mit  der 
Kleinschen  identisch  ist;  aus  diesem  Grunde  haben  wir  die  letztere 
die  Polarform  des  Riemannschen  Raumes  genannt.  Sehen  wir 
aber  in  einer  Kleinschen  Raumform  die  Ebene  als  Element  an, 
so  erhalten  wir  wieder  eine  Kleinsche  Raumform. 

5.  Den  Nachweis,  dafs  man  die  Gerade  als  Raumelement 
betrachten  darf,  ohne  dafs  unsere  Grundbegriffe  und  Grundsätze 
ihre  Gültigkeit  verlieren,  brauchen  wir  wohl  nicht  zu  führen. 
Wir  möchten  nur  auf  die  Verschiedenheit  hinweisen,  welche 
zwischen  der  gewöhnlichen  Geometrie  des  Punktes  und  der  der 
Geraden  besteht.  Zunächst  bildet  die  Gesamtheit  der  Geraden 
des  Raumes  nicht  mehr  eine  dreifach,  sondern  eine  vierfach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit.  Ferner  hat  man  zwischen  zwei  Ele- 
menten jetzt  jedesmal  zwei  feste  Beziehungen,  den  Abstand  und 
den  Winkel.  Mit  jedem  Elemente  ist  eine  (aus  den  parallelen 
Geraden  bestehende)  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  von 
Elementen  verbunden,  deren  Gesamtheit  in  sich  verbleibt,  wenn 
eines  ihrer  Elemente  in  Ruhe  verbleibt  (wenn  eine  ihrer  Geraden 
in  sich  verschoben  wird).  Bei  der  Ruhe  eines  Elementes  be- 
schreibt jedes  Element,,  das  dem  genannten  Gebilde  angehört,  nur 
eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit;  dagegen  kann  jedes 
andere  Element  in  einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
bewegt  werden.    Sobald  zwei  Elemente  in  Ruhe  gehalten  werden, 
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die  nicht  beide  demselben  Gebilde  der  besonderen  Art  angehören, 
ist  keine  Bewegung  möglich. 

6.  Aus  den  angeführten  Beispielen,  die  noch  bedeutend  ver- 
mehrt werden  können,  läfst  sich  eine  wichtige  Folgerung  ziehen. 
Gleichwie  wir  im  ersten  Abschnitt,  von  den  Voraussetzungen 
Euklids  ausgehend,  zu  verschiedenen  Möglichkeiten  gelangt  sind, 
die  unter  einander  gleiche  Berechtigung  haben,  ebenso  werden 
sich  auch,  wenn  wir  aus  unseren  Grundsätzen  weitere  Folgerungen 
herleiten,  sehr  viele  einzelne  Systeme  ergeben,  die  sämtlich  mit 
unserer  Grundlage  vereinbar  sind,  aber  in  ihrem  weiteren  Ausbau 
wesentlich  von  einander  abweichen.  Es  liegt  nahe,  allen  diesen 
Systemen  einen  gemeinsamen  Namen  beizulegen  und  jedes  unter 
ihnen  eine  Raumform  im  allgemeinsten  Sinne  oder  auch 
eine  uneigentliche  Raumform  zu  nennen.  Ein  gemeinsamer 
Name  ist  deshalb  notwendig,  weil  alle  diese  Wissenszweige  auf 
derselben  Grundlage  aufgebaut  sind  und  in  der  Forschungsmethode 
übereinstimmen.  Der  Name  selbst  mufs  aber  von  dem  wichtigsten 
System  hergenommen  werden,  das  zu  ihrer  Gruppe  gehört.  Er 
ist  aber  auch  berechtigt,  weil  die  einzelnen  Zweige  fast  aus- 
nahmslos zur  Theorie  des  Raumes  in  irgend  einer  Beziehung 
stehen:  manche  werden  gewonnen,  indem  man  die  Kongruenz 
durch  gewisse  projektive  Verwandtschaften  ersetzt;  bei  anderen 
ist  der  Raum  selbst  das  wahre  Objekt  der  Untersuchung,  hur 
wird  statt  des  Punktes  ein  anderes  Gebilde  als  Element  zu  Grunde 
gelegt;  bei  anderen  erweitert  man  die  Zahl  der  Dimensionen, 
betrachtet  also  Mannigfaltigkeiten,  in  denen  gewisse  Grenzgebilde 
ganz  die  Eigenschaften  des  Raumes  haben.  Diese  Bemerkungen 
mögen  vorläufig  genügen;  der  folgende  Abschnitt  wird  die  Über- 
einstimmung zwischen  den  einzelnen  Raumformen  noch  mehr 
hervortreten  lassen. 

7.  Die  enge  Beziehung,  in  welcher  die  Theorie  des  Raumes 
zu  zahlreichen  weiteren  Zweigen  des  Wissens  steht,  drängt  uns 
die  Überzeugung  auf,  dafs  eine  strenge  und  natürliche  Begründung 
von  den  angeführten  Grundsätzen  aus  grofsen  Schwierigkeiten 
unterliegen  mufs.  Wir  müssen  es  uns  deshalb  versagen,  hier 
näher  auf  die  allgemeinen  Raumformen  einzugehen,  um  die  Stellung 
zu  erforschen,  welche  der  Raum  selbst  unter  den  verwandten 
Wissenszweigen  einnimmt.  Es  sei  jedoch  gestattet,  die  Definitionen 
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der  Grenzgebilde  in  aller  Kürze  mitzuteilen;  daraus  wird  hervor- 
gehen, dafs  an  den  Darlegungen  des  §  5  keine  wesentliche 
Änderung  angebracht  zu  werden  braucht. 

8.  Zerlegen  wir  'einen  Raum  A  in  zwei  Teile  B  und  C,  so 
läfst  sich  jeder  Körper  k  in  gleichzeitige  teilweise  Deckung  mit 
B  und  C  bringen.  Für  unsern  Zweck  genügt  es,  anzunehmen, 
dafs  jeder  Teil  von  k  in  der  geforderten  Lage  dem  Räume  A 
angehört.  Sollte  das  nämlich  nicht  der  Fall  sein,  so  können  wir 
erreichen,  dafs  ein  Teil  k'  von  k  ganz  im  Räume  A  liegt  und 
zugleich  in  teilweiser  Deckung  mit  B  und  C  ist;  dann  betrachte 
man  statt  des  Körpers  k  den  Köfper  k.  Mit  diesem  Körper 
nehme  man  weitere  Zerlegungen  vor.  Eine  solche  könnte  darin 
bestehen,  dafs  wir  den  dem  Räume  B  angehörenden  Teil  von  k 
als  den  einen  und  den  dem  Räume  C  angehörenden  als  den  an- 
deren Teil  betrachten.  Bei  jeder  anderen  Teilung  wird  man 
mindestens  einen  Teil  erhalten,  welcher  mit  B  und  C  zugleich 
in  teilweiser  Deckung  liegt.  Aus  diesem  Grunde  sagen  wir,  der 
Körper  k  liege  auf  der  Grenze  von  B  und  C.  Ebenso  sagen 
wir,  zwei  Räume  B  und  C  grenzten  an  einander  oder  hingen 
mit  einander  zusammen,  wenn  sie  selbst  keinen  Teil  gemein- 
schaftlich haben,  es  aber  einen  Raumteil  A  giebt,  von  dem  jeder 
Teil  entweder  dem  Räume  B  oder  dem  Räume  C  oder  beiden 
angehört,  mit  anderen  Worten,  wenn  es  einen  Raum  A  giebt, 
der  in  die  beiden  Teile  B  und  C  zerlegt  werden  kann. 

Von  B  können  wir  solche  Teile  abtrennen,  welche  nicht  mit 
C  zusammenhangen;  ebenso  können  wir  von  C  solche  Teile 
entfernt  denken,  die  nicht  an  B  grenzen.  So  sei  B  in  die  beiden 
Teile  B'  und  B  derartig  zerlegt,  dafs  B''  nicht  an  C  grenzt,  und 
C  bestehe  aus  den  Teilen  C'  und  C',  von  denen  der  letztere 
keinen  Zusammenhang  mit  B  hat.  Jeder  Körper,  der  auf  der 
Grenze  von  B  und  C  liegt,  ist  auch  mit  B'  und  C'  in  gleich- 
zeitiger teilweiser  Deckung;  die  Grenze  der  Raumteile  B  und  C 
ist  also  mit  der  Grenze  der  Raumteile  B'  und  C'  identisch. 

Während  aber  die  Raumteile  B  und  C  einen  einzigen  Raum 
bilden,  ist  es  möglich,  dafs  bei  der  angegebenen  Operation  der 
von  A  übrig  bleibende  Teil  in  mehrere  getrennte  Raumteile  zer- 
fällt. Geschieht  dies,  so  wird  auch  B  in  mehrerere  Teile  Bi  , 
Bi    .  .  . ,    C'  in  die  gleiche  Anzahl  Teile  Ci ',   C2 '  ...   derartig 
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zerfallen,  dafs  jedesmal  B|'  und  Ci'  die  beiden  Teile  eines  .einzigen 
Raumes  sind  und  es  auch  bleiben,  wenn  man  von  jedem  unter 
ihnen  Gebiete  abtrennt,  welche  mit  dem  andern  nicht  in  Zu- 
sammenhang stehen.  Wir  sagen  jetzt,  die  Grenze  (Bi',  Ci)  be- 
stehe aus  einem  einzigen  Grenzgebilde  erster  Ordnung.  Die 
Grenze  der  Raumteile  B  und  C  besteht  demnach  aus  einem  ein- 
zigen Grenzgebilde,  wenn 

a)  die  Räume  B  und  C  keinen  Teil  gemeinschaftlich  haben, 

b)  wenn  sie  einen  einzigen  Raum  bilden,  und 

c)  wenn  auch  immer  ein  einziger  Raum  übrig  bleibt,  indem 
man  von  jedem  der  beiden  Räume  solche  Gebiete  abtrennt,  welche 
mit  dem  andern  keinen  Zusammenhang  haben. 

Dieselbe  Teilung,  welche  hier  für  einen  Raum  durchgeführt 
ist,  läfst  sich  auch  mit  einem  Körper  vornehmen;  wir  können 
daher  die  Definition  der  Grenzgebilde  erster  Ordnung  auf  Körper 
übenragen,  dementsprechend  auch  ein  solches  Grenzgebilde  be- 
wegen und  den  Begriff  der  Kongruenz  auch  für  Grenzgebilde 
gelten  lassen. 

9.  Wenn  durch  die  beiden  Räume  B  und  C  ein  einziges 
Grenzgebilde  erster  Ordnung  (ß,  C)  bestimmt  wird,  so  sind  mit 
unseren  Voraussetzungen  zwei  einander  ausschliefsende  Möglich- 
keiten vereinbar:  entweder  wird  jede  Teilung  von  C  nur  einen 
einzigen  Teil  ergeben,  welcher  mit  B  in  Zusammenhang  steht, 
oder  man  kann  C  so  in  zwei  Teile  zerlegen,  dafs  jeder  mit  B 
einen  zusammenhangenden  Teil  bildet.  Im  ersten  Falle  wird  jeder 
Körper,  welcher  auf  dem  Grenzgebilde  liegt,  in  teilweiser  Deckung 
sein  mit  dem  Räume,  den  irgend  ein  anderer  Körper  bei  einer 
früheren  derartigen  Lage  eingenommen  hat.  Demgemäfs  fallen 
zwei  Räume,  die  dem  Grenzgebilde  (B,  C)  angehören,  jedesmal 
zum  Teil  zusammen;  das  Grenzgebilde  kann  also  nicht  mehr  ge- 
teilt werden.  Durch  Vermittkmg  eines  bewegten  Körpers  ergiebt 
sich,  dafs  jeder  Raum,  in  den  ein  Körper  gebracht  werden  kann, 
dieselbe  Eigenschaft  hat;  der  Raumform,  der  ein  solcher  Raum 
als  Teil  angehört,  legen  wir  in  diesem  Falle  eine  einzige  Dimen- 
sion bei. 

.  Läfst  sich,  indem  man  wieder  unter  (B,  C)  ein  Grenzgebilde 
erster  Ordnung  versteht,  B  in  zwei  Teile  D  und  E  zerlegen, 
welche  beide  mit  C  zusammenhangen,  so  wird  dadurch  das  Grenz- 
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gebilde  (B,  C)  in  die  beiden  Grenzgebiide  (C.  D)  und  (C,  E) 
zerlegt.  Um  dementsprechend  den  B^rtff  der  Teilung  auf  Grenz- 
gebilde erster  Ordnung  zu  übertragen,  stellen  wir  folgende  Defi- 
nitionen auf:  Ein  Grenzgebilde  q  ist  ein  Teil  des  Grenzgebüdes  jr, 
wenn  jeder  Körper,  der  dem  ersten  angehört,  auch  auf  dem 
zweiten  liegt,  während  man  einem  Körper  auch  eine  Lage  geben 
kann,  in  der  er  auf  dem  Gebilde  jr,  aber  nicht  auf  dem  Gebilde 
Q  liegt;  ein  Grenzgebilde  jr  ist  in  die  zwei  Teile  q  und  c  zerlegt, 
wenn  jeder  Körper,  der  auf  jr  liegt,  entweder  dem  Teile  g  oder 
dem  Teile  c  oder  den  beiden  Teilen  q  und  o  zugleich  angehört, 
ohne  dafs  q  und  0  selbst  einen  Teil  gemeinschaftlich  haben;  zwei 
Grenzgebilde  erster  Ordnung  grenzen  an  einander,  wenn  sie  als 
die  beiden  Teile  eines  einzigen  Grenzgebildes  erster  Ordnung 
betrachtet  werden  können.  In  diesem  Falle  sagen  wir  auch,  sie 
hätten  eine  gegenseitige  Grenze,  und  wir  lassen  einen  Körper 
dieser  Grenze  angehören,  wenn  er  nicht  nur  auf  beiden  Gebilden 
liegt,  sondern  auch  jede  Teilung  desselben  mindestens  einen  Teil 
liefert,  der  beiden  Gebilden  gleichzeitig  angehört  Wiederum 
trennen  wir  von  jedem  der  an  einander  grenzenden  Gebilde  solche 
Teile  ab,  welche  mit  dem  andern  keinen  Zusammenhang  haben; 
der  übrig  bleibende  Teil  wird  dann  entweder  stets  ein  einziges 
Grenzgebilde  erster  Ordnung  bilden  oder  in  mehrere  derartige 
Gebilde  zerfallen.  Im  ersten  Falle  nennen  wir  ihre  Grenze  ein 
Grenzgebilde  zweiter  Ordnung. 

10.  Wird  ein  Grenzgebilde  zweiter  Ordnung  (a,  ß)  durch 
zwei  mit  einander  zusammenhangende  Grenzgebilde  erster  Ord- 
nung a  und  ß  bestimmt,  so  wird  entweder  jede  Teilung  von  a 
nur  einen  Teil  ergeben,  der  mit  ß  zusammenhängt,  oder  man 
kann  «  so  zerlegen,  dafs  jeder  Teil  an  ß  grenzt.  Im  ersten  Falle 
müssen  alle  Räume,  mit  denen  das  Gebilde  (a,  ß)  in  teilweiser 
Deckung  ist,  selbst  in  teilweiser  Deckung  sein;  eine  Teilung  des 
Grenzgebildes  (a,  ß)  und  damit,  wie  man  leicht  zeigt,  eines  jeden 
Grenzgebildes  zweiter  Ordnung  ist  nicht  möglich;  wir  legen  daher 
der  Raumforni,  der  das  Gebilde  angehört,  zwei  Dimensionen  bei. 
Wenn  aber  verschiedene  Körper  gleichzeitig  auf  der  gegenseitigen 
Grenze  von  a  und  ß  liegen  können,  so  läfst  sich  das  Gebilde 
(a,  ß)  noch  teilen.  Wir  können  die  früheren  Definitionen  wön- 
lich  auf  diese  Gebilde  übertragen  und  gelangen  zu   der  Grenze 
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zweier   Grenzgebilde   zweiter   Ordnung   und   damit  zum   Grenz- 
gebilde dritter  Ordnung. 

In  derselben  Weise  können  wir  aber  unbegrenzt  fortfahren. 
Dabei  dürfen  wir  jedoch  jedesmal  nur  Gebilde  gleicher  Ordnung 
zusammenstellen;  nur  von  solchen  Gebilden  wollen  wir  sagen, 
dafs  sie  Teile  eines  einzigen  Gebildes  sind  und  dafs  sie  an 
einander  grenzen.  Wir  sagen,  eine  Raumform  habe  n  Dimen- 
sionen, wenn  in  ihr  Grenzgebilde  erster  bis  nter  Ordnung,  aber 
nicht  solche  von  einer  höhern  Ordnung  enthalten  sind,  wenn  also 
das  Grenzgebilde  nter  Ordnung  unteilbar  ist.  In  diesem  Falle 
legen  wir  auch  dem  Grenzgebilde  mter  Ordnung  n  —  m  Dimen- 
sionen bei. 

11.  Vielleicht  wäre  es  angebracht,  die  vorstehenden  Ent- 
wicklungen so  umzugestalten,  dafs  von  der  Teilung  der  Grenz- 
gebilde kein  Gebrauch  gemacht  wird.  Indessen  tritt  der  Weg, 
auf  dem  sich  dies  Ziel  erreichen  läfst,  in  §  5  genugsam  hervor. 
Wir  möchten  uns  daher  damit  begnügen,  noch  in  einer  zweiten 
Weise  anzugeben,  was  es  heifst,  der  Raum  habe  n  Dimensionen. 
Zu  dem  Ende  treffen  wir  folgende  Festsetzung: 

»Wenn  von  n  + 1  Raumteilen  jeder  mit  jedem  anderen  zu- 
sammenhängt und  dieser  Zusammenhang  bestehen  bleibt,  nachdem 
von  jedem  Teile  solche  Gebiete,  beliebig  abgetrennt  sind,  welche 
mit  einem  anderen  nicht  zusammenhangen,  so  bezeichnet  man 
die  gröfste  Zahl  n,  die  in  dieser  Hinsicht  möglich  ist,  als  die  Zahl 
der  Dimensionen.« 

Wir  zerlegen  also  irgend  einen  Raumteil  in  zwei  Teile  und 
untersuchen,  ob  durch  Abzweigung  solcher  Gebiete  des  einen, 
welche  nicht  mit  dem  anderen  zusammenhangen,  das  Gebiet  zer- 
fällt; trifft  dies  ein,  so  betrachten  wir  nur  ein  Gebiet,  bei  dem 
dies  nicht  der  Fall  ist;  den  einen  der  beiden  Teile  zerlegen  wir 
wieder  so,  dafs  jeder  der  beiden  neuen  Teile  mit  dem  anderen 
zusammenhängt,  und  sehen  zu,  ob  eine  Abtrennung  solcher  Ge- 
biete, in  denen  kein  Zusammenhang  aller  drei  Teile  statthat,  zu 
einer  Zerlegung  führt;  in  derselben  Weise  fahren  wir  fort,  bis 
eine  weitere  derartige  Teilung  unmöglich  ist;  wenn  dies  nach 
n  Zerlegungen  eintritt,  so  legen  wir  der  Raumform  n  Dimen- 
sionen bei. 

Um  diese  Definition  als  berechtigt  nachzuweisen,  müssen  wir 

Ki Hing:,  Grundlagen  der  Geometrie.    \l.  2G 
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zeigen,  dafs  es  auf  die  Wahl  des  Raumteiles  und  die  An  der 
Zerlegung  nicht  ankommt.  Dafs  wir  dabei  die  Bcw^ong  nicht 
entbehren  können,  darf  uns  nicht  wundem;  denn  die  Bew^ung 
in  dem  vorhin  beschriebenen  Sinne  ennö^cht  es  uns  erst,  ver- 
schiedene Raumteile  mit  einander  zu  vergleichen. 

Die  letzten  Entwicklungen  zeigen,  da(s  die  Zahl  der  Dimen- 
sionen von  unseren  Voraussetzungen  ans  ganz  willkuriich  ist 
Solange  wir  uns  nur  darauf  beschränken,  aus  unseren  Grundsätzen 
weitere  Folgerungen  zu  ziehen,  ist  es  nicht  gestattet,  eine  Zahl 
vor  der  anderen  zu  bevorzugen.  Dadurch  sind  auch  die  Unter- 
suchungen des  dritten  Abschnitts  zum  vollen  Abschlufs  gelangt, 
indem  wir  erkennen,  dafs  die  geometrischen  Grundbegriffe  und 
Gnmdsätze  für  jede  Zahl  von  E>imensionen  volle  Gültigkeit  be- 
sitzen. 


Achter  Abschnitt. 

Anwendung  der  Transforniations-tTruppen. 


§1- 

Überblick  über  die  Theorie  der  TransformationB-Grappen. 

Da  es  nicht  möglich  ist,  die  Theorie  der  Transformations- 
Gruppen,  von  der  wir  im  folgenden  eine  wichtige  Anwendung 
machen  wollen,  an  dieser  Stelle  vollständig  zu  entwickeln,  müssen 
wir  für  die  Theorie  selbst  auf  Lies  Werk*^)  verweisen  und  uns 
hier  mit  einem  Überblick  begnügen.  Dabei  werden  wir  uns  einer- 
seits ganz  auf  diejenigen  Lehrsätze  beschränken,  die  im  folgenden 
benutzt  werden,  andererseits  aber  gerade  diese  Sätze  mit  einer 
gewissen  Ausführlichkeit  behandeln.  Von  der  Mitteilung  der  Be- 
weise müssen  wir  jedoch  abstehen;  wenn  wir  in  dieser  Richtung 
zuweilen  einige  Andeutungen  machen,  so  bezwecken  wir  damit 
nur,  den  Inhalt  des  Satzes  selbst  dem  Leser  näher  zu  bringen. 

1.  Wir  gehen  aus  von  n  unbeschränkt  veränderlichen  Gröfsen 
xi ,  xg  .  .  .  Xn  und  transformieren  sie  so,  dafs  jedem  Wertsystem 
(xi  .  .  .  Xn)  ein  Wertsystem  (xi ' .  .  .  Xn')  entspricht.  Dabei  be- 
schränken wir  uns  auf  stetige  Transformationen;  demnach  soll 
die  Gesamtheit  der  Wertsysteme  (x),  welche  einer  stetigen  Mannig- 
faltigkeit von  Wertsystemen  (x)  entsprechen,  jedesmal  eine  stetige 
MannigfSaltigkeit  bilden.  Die  neuen  Variabein  (xi'  .  .  .  Xn)  sollen 
aber  nicht  blofs  von  den  n  Variabein  xi  .  .  .  Xn,  sondern  auch 
von  r  willkürlichen  Parametern  Ui  .  .  .  u,  abhangen;  somit  setzen 
wir  die  Gleichungen  in  der  Form  voraus: 

X|'  =  fi  (xi  .  .  .  x„;  Ui  .  .  .  Ur) 

^    V       X2     =  f2   (Xi    .  .  .  Xn;    Ui    ...  Ur) 

Xn    =^  In  \^i    .  .  .  Xn;    Uj    ...  UrJ. 

10* 
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Diese  Gleichungen  stellen  für  jedes  Wertsystem  der  Para- 
meter eine  gewisse  Transformation  dar;  ihre  Gesamtheit  bildet 
also  ein  System  von  Transformationen. 

Nun  sollen  die  Funktionen  fi ,  f»  .  .  .  fn  nicht  blofs  in  Bezug 
auf  die  Variabein  xi  .  .  .  Xn,  sondern  auch  in  Bezug  auf  die  Para- 
meter Ui  .  .  .  Ur  stetig  sein;  die  Transformationen  (1)  erleiden 
also  stetige  Veränderungen,  wenn  man  die  Parameter  sich  auf 
stetige  Weise  ändern  läfst. 

Die  r  Parameter  Ui  .  .  .  Ur  sind  entweder  wesentlich  oder 
lassen  sich  auf  eine  geringere  Zahl  zurückführen.  Im  zweiten 
Falle  kann  man  (für  p<C  r)  p  Funktionen  ti  .  .  .  tp  von  ui  . . .  Uy 
so  bestimmen,  dafs  die  Gleichungen  (l)  nur  von  ti  .  .  .  tp  ab- 
hangen. Im  folgenden  soll  stets  angenommen  werden,  dals  die 
Parameter  auf  ihre  geringste  Zahl  zurückgeführt,  dafs  sie  also 
wesentlich  sind. 

Mit  der  Transformation  (1)  für  ein  festes  System  von  Para- 
metern stellen  wir  die  Transformation  zusammen: 

(2)  \x  =  fx  (xi'  .  .  .  Xn';  Vi  ...  Vr),  (x  =  1  .  .  .  n) 
wo  auch  den  Parametern  V|  .  .  .  Vr  feste  Werte  beigelegt  sind. 
Indem  wir  in  (2)  für  Xi '  .  .  .  x,,'  ihre  aus  (1)  fliefsenden  Werte 
einsetzen,  machen  wir  die  Variabein  x» '  ...  Xn'  abhängig  von  den 
Variabein  Xi  .  .  .  x„  und  den  2r  Parametern  Ui  .  .  .  Ur,  Vi .  .  .  Vp 
Wir  bevorzugen  jetzt  den  Fall,  dafs  bei  jeder  Wahl  von  Ui  . . .  Ur 
und  Vi  .  .  .  Vr  die  neuen  Gleichungen  die  Form  erhalten: 

(3)      Xx    =  fx  (Xi    ...  Xn;    Wi    ...  Wr), 

wo  die  Gröfsen  Wi  .  .  .  Wr  von  Xi  .  .  .  x„  unabhängig,  also  blofse 
Funktionen  von  Ui  .  .  .  Ur,  Vi  .  .  .  Vr  sind.  Dieser  Fall  ist  des- 
halb von  ganz  hervorragender  Wichtigkeit,  weil  alsdann  die  aus 
irgend  zwei  Transformationen  des  Systems  zusammengesetzte 
Transformation  wieder  dem  System  angehört.  Jedes  System  von 
Transformationen,  welches  dieser  Bedingung  genügt,  welches  also 
auch  jedesmal  die  aus  irgend  zwei  seiner  Transformationen  zu- 
sammengesetzte Transformation  enthält,  nennt  Lie  eine  Trans- 
formations-Gruppe. Im  vorHegenden  Falle,  wo  die  Zahl  der 
Parameter  endUch  ist  und  dieselben  eine  stetige  Mannigfaltigkeit 
bilden,  heifst  die  Gruppe  eine  stetige  endliche  Transformations- 
Gruppe.  Ist  die  Zahl  der  wesentlichen  Parameter,  wie  wir  hier 
annehmen,  gleich  r,  so  wird  die  Gruppe  als  r-gliedrig  bezeichnet. 
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2.  Wir  setzen  voraus,  dafs  die  Gruppe  die  identische  Trans- 
formation enthält,  d.  h.  dafs  für  ein  gewisses  System  ai  .  .  .  ar 
der  Parameter  die  n  Gleichungen  erfüllt  sind: 

X|  -— --  ij  i '^i  •  •  •  Xfi ,  ai  •  •  •  a^  j  •  •  •  X|1  ■     In  IX]  •  •  •  Xn ,  a^  •  •  •  a  r J» 

(Dafs  diese  Forderung  keine  Beschränkung  herbeiführt,  hat 
zuerst  Lie  und  später  Schur  bewiesen.)  Dann  kann  man  die 
Parameter  Ui  .  .  .  Ur  durch  r  von  einander  unabhängige  Funktionen 
dieser  Gröfsen  (z.  B.  durch  Ui  —  ai,  u^  —  a»  .  .  .  Ur  -  ar)  der- 
artig ersetzen,  dafs  die  identische  Transformation  zu  dem  Para- 
metersystem (0,  0  ...  0)  gehört.  Diese  Form  soll  im  folgenden 
immer  vorausgesetzt  werden;  es  sollen  also  die  Gleichungen  be- 
stehen : 

(4)     xi  =  fi  (xi  . . .  x„ ;  0  . . .  0)  . . .  Xn  =  fn  (xi  . . .  Xn ;  0,  0  ...  0). 

Nun  haben  wir  angenommen,  dafs  die  Funktionen  fx  sowohl 
in  den  Variabein  xi  .  .  .  Xn  wie  in  den  Parametern  Ui  .  .  .  Ur  stetig 
sind.  Geben  wir  also  den  Parametern  unendlich  kleine  Werte, 
so  mufs  auch  jede  Differenz  ix  —  xx  unendlich  klein  sein.  Mit 
anderen  Worten:    Wenn  wir  setzen: 

Ux  =  eidt,  U2  =  Qidt  .  .  .  Ur  =errft, 

W'O  6t  eine  unendlich  kleine  Gröfse  sein  soll,  so  wird  unter  Berück- 
sichtigung der  Gleichungen  (4): 

(5)  fx  (xi  .  .  .  Xn;  eidt,  e^dt .  .  .  erdt)  =  xx 

wo  für  X  =  1 . . .  n,  p  =  1 . . .  r  die  gox  Funktionen  von  xi  . . .  x„ 
sind  und  zwar 
,^x      [dfx  (xi  . .  .  x„;  Ui  . . .  Ur)-l  _  ,      ,  X 

Jede  Transformation,  die  man  aus  (1)  erhält,  wenn  man  die 
Funktionen  fi  .  .  .  fn  durch  die  rechten  Seiten  von  (5)  ersetzt, 
nennt  Lie  eine  unendlich  kleine  oder  eine  infinitesimale 
Transformation. 

Da  die  r  Parameter  Ui  .  .  .  Ur  von  einander  unabhängig  sind, 
darf  man  auch  den  Konstanten  ei  .  .  .  e,  ganz  beliebige  Werte 
beilegen.  Speciell  kann  man  jedesmal  r  —  1  unter  ihnen  gleich 
null  und  die  rte  gleich  eins  setzen.  Dadurch  erhält  man  r  infini- 
tesimale Transformationen,  von  denen  jede  durch  n  Funktionen 
^(»i>  §92  •••§(>n,  die  Komponenten  der  Transformation,  bestimmt 
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wird.    Jede  Gruppe,  in  welcher  die  q  unendlich  kldncn  Tians- 
fonnationen  vorkommen: 


(7) 


Sil»  Sit    •   •   •  SlD 

11»    S«2    •    •    •    §tm 


Sql»  St«    •   •   •    St»> 

enthalt  fiir  beliebige  konstante  Gröisen  ei,  e^  .  .  .  e^  auch  die|cnige 
infinitesimale  Transformation,  deren  Komponenten  sind: 

Cisii  +  etsfi  +  •  •  -  +  c«$«i» 

^iSl«  +  ^ini  +  •  •  •  +  ^i  •  -  -  Cili«  +  ef§|B  +  -  -  -  +  ^tS«a- 

Dem  entsprechend  nennen  wir  die  q  infinitesimalen  Trans- 
formationen (7)  unabhängig  von  einander,  wenn  man  iur  kon- 
stante Werte  ei  .  .  .  eq  die  n  Gleichungen 

e'sii  +e,&,  +...  +  c,s„  =0 


eisi«.  +  ^itn  +  . .  .  +  e^s*.  =  '• 
nur  dadurch  befiiedigen  kann,  dafs  man  ei  =  e«  == ^»e^  =  i> 

setzL  Jede  r-gliedrige  Gruppe  enthält  hiemach  genau  r  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen. 

Umgekehrt  fuhren  r  von  einander  unabhängige  infinitesimj.c 
Transformationen  auf  ein  r-gliedriges  S\-stem  (1).  Gehen  wir 
nämlich,  entsprechend  den  Gleichungen  (5),  von  den  n  DidPerentia:- 
gieichungen  aus: 

so  müssen  sich  die  Lösungen  in  der  Form  darstellen: 

tx  =  y X  (xi  .  .  .  X» ;  ei  .  .  .  er ,  t)  (ac  =  1  .  .  .  n), 

indem  die  weiteren  Integrations-Konstanten  durch  die  Forderung 
(4)  vollständig  bestimmt  werden.  Nun  luden  sich  das  Gleichungs- 
s\-stem  (>>)  nicht,  wenn  man  t  durch  eine  beliebige  Konstante  c 
dividien,  aber  zugleich  alle  Gröiscn  ei,  e»  .  .  .  er  mit  demselben 
c  multipiiziert.  Demnach  können  auch  die  Lösungen  auiser  von 
den  Variabein  Xi  ...  Xb  nur  von  den  r  Produkten  eit  e-t. .  .Crt 
abhangen;  sie  nehmen  also  fiir  e:t  =  Uj,  e*t  ^  u^  .  .  .  ert  =  u.- 
die  Gcsuit  (1)  an. 

3.  Wenn  durch  eine  unendlich  kleine  Transformation  jede 
einzelne  Varlabeic  x*  die  Veränderung  ^<H   erleidet,  wenn  also 
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§1  .  .  .  sn  die  Komponenten  der  unendlich  kleinen  Transformation 

df 
sind,  so  wird  eine  beliebige  Funktion  f  (xi...Xn)  um  6t2§x  ^— 

X  ^^' 

verändert.  Demnach  bezeichnet  Lie  eine  infinitesimale  Trans- 
formation symbolisch  durch 

«    X(f)  =  ^|.|^. 

wo  statt  X(f)  vielfach  Xf  oder,  wo  kein  Mifsverständnis  be- 
fürchtet werden  kann,  auch  kurz  X  geschrieben  wird.  Ein  Vorzug 
dieser  Bezeichnung  besteht  in  der  Leichtigkeit,  mit  der  neue 
Variabele  eingeführt  werden.  Ersetzt  man  nämlich  die  Variabein 
xi  .  .  .  Xn  durch  die  Variabein  yi  .  .  .  yn ,  wo  yx  =  yx  (x)  ist, 
so  ist: 

«       ^x«      ^J  dyß    dx«       ^     ^^''^dy^  ^^ 

Ihre  gröfste  Bedeutung  erlangt  diese  Bezeichnung  aber  da- 
durch, dafs  sie  erlaubt,  schwierige  Operationen  mit  einem  Blick 
zu  übersehen. 

Wir  wollen  davon  sofort  ein  Beispiel  geben.     Für 

X(0-£|.^>.irdX(J.)=^|.?f;;, 

x(xt«)=i-(»,^'t.  +«"£  *f )  "•  »•  - 

Jetzt  stellen  für  et  =  1  ...  n  die  n  Gleichungen : 

( 10)  X«  =  X«  +  *  I«  +  ^j  X  (I«)  +  ^',  X  (X[|«])  +  . . . 

entsprechend  den  Gleichungen  (1)  ein  System  von  Transforma- 
tionen mit  dem  Parameter  t  dar.  Verbindet  man  mit  einer  hieraus 
hervorgehenden  Transformation  die  weitere: 

t  ..  ,      t'* 

Xa   =  Xa'  +  j  ga'  +  2!  ^  (^«  )  +  •  •  •  > 

WO  §a  =  g«  (xi'  .  .  .  Xn)  sein  soll,  so  gelangt  man  durch  Zu- 
sammensetzung dieser  beiden  Transformationen  zu  der  neuen 
Transformation : 

X«   —  \a-\ 7 —  J«  -\ ä",        -^  (.S«J  +  •  •  • 
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Die  Transformationen  (10)  bilden  also  eine  eingliedrige 
Gruppe;  wir  sagen  mit  Lie,  zu  dieser  eingliedrigen  Gruppe  ge- 
höre die  infinitesimale  Transformation  X(f)  und  umgekehrt  werde 
durch  X(f)  die  eingliedrige  Gruppe  (10)  erzeugt. 

4.  Das  Zeichen  X«  (X^f)  bedeutet,  daf<  in  der  rechten 
Seite   von    (1>)    an   die    Stelle    von    f   gesetzt   wird    H  §ßx  j- ; 

demnach  ist: 

Da  hier  die  zweiten  Ableitungen  von  f  für  Xaf  und  Xßi 
gleichmäfsig  vorkommen,  so  heben  sie  sich  weg,  wenn  man  noch 
Xß  (Xa  f)  bildet  und  von  dem  vorigen  Ausdruck  abzieht.  Dem- 
nach stellt: 

(11)     (Xa  X,0  =  X«  (X^f)  -  X^  (X«  f) 

~TA^      ax.    -  ^'''  dx  Jdx. 

ebenfalls  eine  unendlich  kleine  Transformation  dar,  von  der  wir 
sagen,  sie  werde  durch  Kombination  der  Transformationen 
X«f  und  X/?f  erhaken.  Damit  dieser  Ausdruck  gestattet  ist,  mufs 
das  Ergebnis  der  Operation  (XaX^)  von  der  Wahl  der  Variabein 
unabhängig  sein;  mit  anderen  Worten:  w^enn  für  die  neuen 
Variabein  Vi  .  .  .  Vn  die  Formen  X«f  und  X^f  in  Yaf  und  Y^t 
übergehen,  so  mufs  auch  die  Form  (XaX^)  in  (¥«¥/?)  ver- 
wandelt werden.     Das  nachzuweisen  ist  sehr  leicht. 

Nun  sagt  einer  der  wichtigsten  Sätze  aus  der  Theorie  der 
Transformations -Gruppen,  dafs  in  jeder  Gruppe,  welche  zwei 
unendhch-kleine  Transformationen  enthält,  auch  die  durch  ihre 
Kombination  erhaltene  Transformation  vorkommt.  Wir  haben 
aber  erkannt,  dafs  jede  unendlich  kleine  Transformation  der  durch 
die  r  infinitesimalen  Transformationen  XJ,  Xgf.-.Xrf  bestimmten 
Gruppe  in  der  Form  2Jc()Xpf  dargestellt  werden  kann.  Somit 
mufs  für  jede  Kombination  «,  ß  der  Marken  1  ...  r  ein  System 
von  r  Konstanten  Ca/^i  .  .  .  Caßr  bestehen,  so  dafs  die  Gleichung 

ilt: 

(12)     {XaX^)  =  2:ca,^oXoL 


5-^ 
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Umgekehrt  beweist  man,  dafs  diese  Bedingungen  auch  hin- 
reichend sind,  wenn  die  infinitesimalen  Xif .  .  .  Xrf  eine  Gruppe 
bestimmen  sollen;  mit  anderen  Worten:  Wenn  die  rn  Funktionen 
i(tx  so  gewählt  sind,  dafs  unter  Zugrundelegung  der  Gleichungen 

(D)  und  (11)  die    -     ^~      Gleichungen  (12)  für  ein  gewisses 

System  von  Konstanten  Cix(*  erfüllt  sind,  so  erzeugen  die  r  infini- 

df 
tesimalen   Transformationen   X«  f  =  -Tgai  t—    für   a  =  1  .  .  .  r 

eine  r-gliedrige  Transformations-Gruppe. 

Wenn  in  der  Gleichung  (12)  die  r  Koefficienten  Ca^i...ca^r 
sämtlich  gleich  null  sind,  so  ist  jede  von  Xaf  erzeugte  Trans- 
formation mit  jeder  aus  Xßf  hervorgehenden  vertauschbar.  Führen 
wir  nämlich  entsprechend  den  Gleichungen  (10)  die  Transfor- 
mation aus:  xx  =  xx  -}-  tgax  +  ....,  und  verbindet  damit  die 
Transformation:  xx  =  xx'  -j-  ug^x'  -[-...,  so  gelangt  man  bei 
Vertauschung  der  Reihenfolge  zu  demselben  Resultate;  d.  h.  wenn 
man  setzt: 

Xx  =  x;f  -|-  u^fix  +  .  .  . ,  so  wird  xx   =  xx  -f  t§ax  +  .  .  . , 

wo    ist  ^ß'x  =  g/?x  (xi'  .  .  .  Xn),   sax  —  1««  (^l   •  •  •  X„). 

5.  Die  Konstanten  cafig  sind  nicht  willkürlich.  Zunächst  ist 
offenbar : 

Caßp  •+-  CßaiJ  =  0. 

Die  Definition  (11)  zeigt  aber  auch,  dafs  die  Gleichung  be- 
steht : 

(X«   IX^Xy])   +  (X^  \XyXa  j)  +  (Xy  [X«  X^ J)  =  0. 

Demnach  mufs  infolge  von  (12)  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

(13)     i;  {  CßYQ  (Xq  Xa  )  +  CyaQ  (Xp  X.^)  +  Caßg  (Xp  Xy  )j  =  0. 

Wir  wollen  diese  Gleichung,  welche  sehr  häufig  benutzt  wird, 
kurz  die  Relation  (Xa,  Xß^  Xy)  nennen.  Setzen  wir  hierin  für 
(XpXa)  ...  die  Werte  aus  (12)  ein,  so  folgt: 

(14)       S  j  Cßyg  Cfiöf  -}-  CyaQ  C(iße  +  ^«ff(^  W^yf  I   =  <> 

für  irgend  vier  Marken  a,  p/,  7,  f. 

Hiermit  sind  alle  Bedingungen  erschöpft,  denen  die  Koerii- 
cienten  caßQ  genügen  müssen,  und  Lie  hat  nachgewiesen,   dafs 
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zu  jedem  derartigen  System  von  Koefficienten  auch  wirklich  eine 
Gruppe  gehört. 

6.  Gehen  die  n  Funktionen  fx  (xi . .  .x»;  Ui  . .  .Ur)  dadurch, 
dafs  ich  die  Parameter  Ui  .  .  .  Ur  von  p  <  r  Gröfsen  Vi  —  Vp 
abhängig  mache,  in  die  n  Funktionen  gx  (xi  .  .  .  Xo;  vi  ...  Vp) 
über  und  bildet  das  durch  diese  Gleichungen  bestimmte  System 
eine  Gruppe,  so  gehört  offenbar  jede  Transformation  der  letzten 
Gruppe  auch  der  ursprünglichen  Gruppe  an;  die  neue  Gruppe 
heifst  demnach  eine  Untergruppe  der  ersten. 

Man  kann  auch  von  den  infinitesimalen  Transformationen 
einer  Gruppe  aus  zu  ihren  Untergruppen  gelangen.  Zu  dem  Ende 
setze  man  für  p  <  r : 

Yif=knX,f+...  +  ki,Xrf 


l|it  =  kpiA|t  -f-  .  .  .  4"  kprXri, 

und  bestimme  die  pr  Konstanten  kn  .  .  .  kpr  so,  dafs  für  jede 
Kombination  a,  ß  der  Marken  1  ...  p  die  Gleichung 

für  konstante  Werte  von  ea^yi  .  .  .  ea^r  erfüllt  wird.  Dann  er- 
zeugen offenbar  die  p  infinitesimalen  Transformationen  Yi  . . .  Vp 
eine  Gruppe,  deren  sämtliche  Transformationen  in  der  aus  Xi...Xr 
hervorgehenden  Gruppe  enthalten  sind;  die  neue  Gruppe  ist  also 
eine  Untergruppe  der  gegebenen. 

Dafs  jede  Gruppe  eingliedrige  Untergruppen  besitzt,  haben 
wir  bereits  oben  gesehen.  In  der  That  ist  diejenige  Gruppe» 
welche  bei  beliebigen  konstanten  Werten  von  ei  .  .  .  er  von  der 
infinitesimalen  Transformation  CiXif-j-  ...+  CfXff  erzeugt  wird, 
eine  eingliedrige  Untergruppe  der  aus  Xif.  ..Xrf  hervorgehenden 
Gruppe. 

Sobald  man  komplexe  Transformationen  zuläfst,  hat  jede 
Gruppe  auch  zweigliedrige  Untergruppen.  Davon  überzeugt  man 
sich  durch  folgende  Überlegung.  Bestimmen  Yf  und  Zf  eine 
zweigliedrige  Gruppe,  so  mufs  sein  (YZ)  =  mYf  +  nZf  für  kon- 
stante Werte  von  m  und  n.  Wenn  hier  n  nicht  verschwindet, 
so  setze  man  niY  +  nZ  =  U  und  bestimme  die  Gruppe  durch 
die  beiden  Transformationen  Y  und  U.  Dann  mufs  die  Gleichunii 
gelten:    (YU)  =  coU.     Hierin   ist  auch  der  Fall  eingeschlossen, 
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dafs  m  und  n  verschwinden,  dafs  also  alle  Transformationen  der 
zweigliedrigen  Gruppe  mit  einander  vertauschbar  sind. 

Jetzt  gehen  wir  von  einer  beliebigen  infinitesimalen  Trans- 
formation Srii  Xt  f  der  gegebenen  Gruppe  aus;  soll  sie  einer  zwei- 
gliedrigen Untergruppe  angehören,  so  mufs  es  möglich  sein,  eine 
zweite  Transformation  ]SC,i  X«  f  derartig  zu  bestimmen ,  dafs  ist : 

Da  nun  offenbar  die  linke  Seite  gleich  2f}i  ^x  (Xi  Xx)  ist, 
so  fuhrt  die  voranstehende  Gleichung  auf  die  r  Relationen: 

(15)      S7}iC,x  Cixa  =  fl'ga. 

Demnach  wird  co  als  Wurzel  einer  Gleichung  rten  Grades 
bestimmt,  deren  Koefficienten  von  den  Konstanten  Caßy  und  von 
den  Gröfsen  7}i  ,  .  .  tjt  abhangen.  Da  jedenfalls  eine  Wurzel 
dieser  Gleichung  gestattet,  die  Koefficienten  gi  .  . .  gr  unseren 
Forderungen  entsprechend  zu  bestimmen,  so  gelangen  wir  min- 
destens zu  einer  zweigliedrigen  Untergruppe,  der  die  infinitesimale 
Transformation  -ii'?//Xif  angehört. 

Die  angegebene  Gleichung  gestattet  aber  auch,  die  mehr- 
gliedrigen  Untergruppen  zu  bestimmen,  in  denen  eine  gegebene 
Transformation  vorkommt.  Dabei  kommt  es,  wie  die  Gleichungen 
(15)  zeigen,  nicht  auf  die  Gruppe  selbst,  sondern  nur  auf  die 
Koefficienten  caßy  an.  Demnach  ist  es  gestattet,  zwei  Gruppen, 
in  denen  dieselben  Koefficienten  c  zu  Grunde  gelegt  werden 
können,  gleichen  Bau  oder  gleiche  Struktur  beizulegen. 
(Der  früher  von  Lie  eingeführte  und  auch  von  mir  gebrauchte 
Ausdruck,  sie  hätten  gleiche  Zusammensetzung,  wird  am  besten 
ganz  vermieden.) 

7.  Wenden  wir  die  sämtlichen  Transformationen  einer  Gruppe 
auf  ein  Wertsystem  (xj  .  .  .  xj)  an,  so  bildet  die  Gesamtheit  der 
Wertsysteme,  in  welche  dasselbe  übergeführt  wird,  entweder  eine 
n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  oder  eine  Mannigfaltigkeit 
von  weniger  Dimensionen.  Wenn  das  letztere  für  alle  Wert- 
systeme gilt,  so  nennen  war  die  Gruppe  intransitiv.  Sobald 
wir  nur  von  einem  einzigen  Wertsystem  wissen,  dafs  es  in  alle 
Wertsysteme  seiner  Umgebung  übergeführt  werden  kann,  mufs 
dasselbe  für  alle  Wertsysteme  möglich  sein,  die  nicht  besonderen 
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Bedingungen  genügen;  in  diesem  Falle  nennen  wir  die  Gruppe 
transitiv. 

Gehen    wir   z.   B.    von    den   r   infinitesimalen   Transforma- 
tionen aus: 

WO  Fl  (x),  ...  Fr  (x)  ganz  beliebige  Funktionen  von  x  sind,  so 
erkennen  wir  sofon,  dafs  sie  eine  Gruppe  bestimmen.  Die  end- 
lichen Transformationen  sind  offenbar: 

x'  =  x,  y'  =  y +  UiFi  (x)  +  u,F2  (x)  -f  . . .  +  UrF,-  (x); 

es  bleibt  also  der  Wert  von  x  ungeändert.  Betrachten  wir  x 
und  y  als  die  rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten,  so  werden 
alle  zur  y-Achse  parallelen  Geraden  in  sich  verschoben. 

Dagegen  wird  bei  gleicher  Auffassung  der  Werte  x  und  y 
durch  die  Transformationen  der  viergliedrigen  Gruppe: 

df     d{        df        2  ^£    I         ^f 
^^  dy'  dx'  ""  dx'  ""     dx  ^'^^'dy 

zwar  jeder  Punkt  der  Linie  y  =  0  in  dieser  Linie  belassen;  aber 
jeder  andere  Punkt  der  Ebene  kann  in  alle  Punkte  übergeführt 
werden,  welche  mit  ihm  auf  derselben  Seite  der  x-Achse  liegen; 
die  Gruppe  ist  also  transitiv. 

Sind  die  Komponenten  der  r  infinitesimalen  Transformationen, 
durch  welche  eine  transitive  Gruppe  bestimmt  wird, 

Si  1    •   •   •  ^i  11 


/* 


*?2l     •    •    •    >2n 


!?rl     •    .    •    ^rn  j 


SO  mufs  zunächst  r  >  n  sein;  zugleich  mufs  unter  Jen  (      j  De- 
terminanten, welche  man  aus  der  Matrix 


21     •    •    •    ^rl 


'       S12S22     •    •    •    l?r2 

I 


Mn^2n    •    •    •    Srn 


durch  Auswahl  von  n  Vertikalreihen  bilden  kann,  mindestens  eine 
sein,  welche  nicht  identisch  verschwindet. 
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Beispiele  von  Tranaformationa-Grappen. 

1.     Die  Bewegungen  des  euklidischen  Raumes  von 

n  Dimensionen. 

df 
Wir  wollen  im  folgenden  immer  das  Symbol  r—  durch  p;^ 

ersetzen.     Bei  Benutzung  der  n  Variabein  Xi  .  .  .  Xn  gehen  wir 

von  den  '^  '  infinitesimalen  Transformationen  aus: 

2 

(1)      p/,  p/Xx  -  -  pxX(  =  Uix. 

Dafs  diese  eine  Gruppe  bestimmen,  erkennt  man  sehr  leicht, 
indem  man  je  zwei  von  ihnen  kombiniert.  Sind  nämlich  /,  x, 
iL,  ^  vier  ungleiche  Marken  aus  der  Reihe  1  .  .  .  n,  so  ist  offenbar 
unter  Anwendung  der  durch  die  Gleichung  (11)  des  vorigen 
Paragraphen  gegebenen  Vorschrift: 

(2)      (p,,  px)  =-  0,  (p.,  Uix)  =  -  p;r,   (p.,  U;r;.)  =  0, 
(U,x,   UiA)  =  U;r/,  (U.X,  U;,«)  =  0. 

Zugleich  sehen  wir,  dafs  sowohl  die  n  Transformationen  p^, 

wie  die  -    Transformationen    Uix   für   sich    eine   Unter- 

gruppe  bestimmen.  Die  letztere  ist  intransitiv,  da  sie  die  Form 
^  =  xf-|-x|  +  ---  +  Xn  ungeändert  läfst.  Die  infinitesimale 
Transformation  Uix  führt  nämlich  *  über  in 

*  +  U"^-ä7x"';^^' 
wo  der  Klammerausdruck  verschwindet.     Aus  dieser  Eigenschaft 
der  Gruppe  kann  man  bereits  schliefsen,  dafs  die  endhchen  Trans- 
formationen der  Gruppe  sind: 

yx  =  axiXj  +  ax«xj  +  ...-[-  axiiXn  -[-  bx      (x  =  1  .  .  .  n), 

wofern  zwischen  den  n*  Koefficienten  aa^y  die  Beziehungen  be- 
stehen : 

^xi    1    ^x2  "f"  •  •  •  4-  ^i„  =  1 
(4)    axia/.i  +  ax2a;.2  +  .  .  .  +  axna;.n  =  0        für  x^>l, 

an    ,  .  .  ai  n 

am    .    .    .    Llnn 
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Wir  wollen  dies  noch  in  anderer  Weise  zeigen.  Angenommen, 
irgend  eine  Auswahl  aus  den  Transformationen  (1)  habe  zu  einer 
durch  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  charakterisierten  Transformation 
gefuhrt;  dann  zeigen  wir,  dafs  die  Hinzunahme  irgend  einer  an- 
deren Transformation  (1)  wieder  eine  Lösung  derselben  Form 
liefert.  Die  infinitesimale  Transformation  p^  vertritt  die  Diffe- 
rentialgleichungen : 

dxi  ==..,  =  dx/_i  =  dxi ;  1  =  .  .  .  =  dxn  ■■  0,  dxi  =  dt; 

ihre  Anwendung  auf  die  Variabein  yi  ...  y«  führt  zu  der  Trans- 
formation : 

Zi  =  yi  .  .  .  Z/_i  =  y*— 1,  Z/  =  y«  -\-  t,  z«  ■  i  =  yi  ,1  .  .  .,  Zn  =y,.. 

In  den  Gleichungen  (3)  ändert  sich  also  nur  der  Koeffi- 
cient  hl,  der  in  b«  -}-  t  übergeht,  während  alle  anderen  ungeändert 
bleiben. 

In  entsprechender  Weise  vertritt  das  Symbol  p*  x«  —  p^x  / 
die  n  Differentialgleichungen: 

dxt  =  xxdu,  dxx  =  —  xi  du,  dx;.  =  0  für  jl  ^  1,  x. 

Indem  wir  diese  auf  die  Variabein  yi  .  .  .  yn  anwenden,  erhalten 
wir  die  Transformationen: 

Zi  =  y£  cos  u  -|-  yx  sin  u,  Zx  =«  —  y*  sin  u  +  >>  *^os  u,  z;.  =  V/.. 

Für  yi  .  .  .  yn  führen  wir  die  in  den  Gleichungen  (3)  an- 
gegebenen Werte  ein  und  erhalten: 

Za  =  aaiXj   +  •  •  •  -f-  a«  nXn  +  b«  («  =«  1  .  .  .  n)  für 

an==aiv  cos  u  4- ^xj' sin  u,  axv=  —  an-  sin  u  +  ^xv  cos  u,  a;.v==  aAi-, 

bi  =  b/  +  hl  cos  u  -f  bz  sin  u,  bi  =  bx  —  b*  sin  u  -f  bx  cos  u,  b;. =b/. 

Wir  gelangen  also  wieder  zu  einer  Transformation  von  der 
Form  (3),  und  für  die  neuen  Koefficienten  gelten  offenbar  wieder 
die  beiden  ersten  Gleichungen  (4).  Dafs  aber  auch  die  aus  den 
neuen  Koefficienten  gebildete  Determinante  ungeändert  bleibt, 
braucht  man  nicht  einmal  aus  dem  Multiplikations-Theorem  her- 
zuleiten; es  genügt,  wenn  man  in  der  neuen  Determinante  die 
Elemente  der  xten  Reihe  mit  tgu  multipliziert  und  von  denen  der 
iten  Reihe  subtrahiert. 

Nun  genügt  die  identische  Transformation  xx  =  Xx  offenbar 
den    Bedingungen   (3)   und  (D);    somit    darf   man    die   aus    den 
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infinitesimalen  Transformationen  (1)  hervorgehenden  endlichen 
Transformationen  in  beliebiger  Reihenfolge  und  beliebig  oft  mit 
einander  verbinden  und  erhält  stets  eine  Transformation  von  der 
durch  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  angegebenen  Form. 

Die  Zahl  der  willkürlichen  Parameter  beträgt  aber 
n  J-  n2       "  (^  +  ^)        »  (n  +  1) 

und  da  dies  auch  die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen  ist,  so  erkennen  wir,  dafs  durch  die 
Transformationen  (1)  wirklich  die  angegebene  Gruppe  erzeugt 
wird. 

Man  kann  auch  die  Koefficienten  aix  in  der  von  Cayley  ge- 
fundenen Weise,  die  man  u.  a.  in  Baltzers  Theorie  der  Deter- 
minanten findet,  vermittelst  —  von  einander  unabhängigen 
Gröfsen  darstellen  und  erkennt  wiederum,  dafs  die  Zahl  der 
Parameter  gleich  n  -f-    -  — ^ —    ist. 

Von  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  wir  ausgegangen,  als 
wir  im  ersten  Bande  (S.  205—210)  die  Bewegungen  des  n-dimen- 
sionalen  euklidischen  Raumes  untersucht  haben;  wir  sehen  jetzt, 
dafs  diese  Bew^egungen  durch  diejenige  Transformations-Gruppe 
dargestellt  werden,  welche  durch  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen (1)  erzeugt  wird. 

2.  Die  Bewegungen  der  nicht-euklidischen  Raum- 
formen von  n  Dimensionen. 

n  in     I     1 \ 

Für  die  n  -j-  1  Variabein  xo,  xi  ...  Xq  legen  wir  die  -^  ~ 
infinitesimalen  Transformationen  zu  Grunde: 

(5)     Vx  =  k%px  —  Xz-po,  Uix—  p/Xx  —  pxX/. 

Diese  bestimmen  eine  Gruppe,  wie  man  aus  den  Gleichungen 
erkennt : 

(V,,  Vx)  =  k^ü.x,  (V.,  U,x) Vx,  (V,,  Ux;.)  =  0, 

(U,x,  Vü)  =  Ux;.,  (U,x,  Ua//)  =  0, 

wo  /,  X,  Xy  fjt  vier  verschiedene  Marken  der  Reihe  1,  2  .  .  .  n 
sind. 
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Die  auf  diese  Weise  erhaltene  Gruppe  ist  intransitiv,  da  die 
quadratische  Form 

k  Xy  — p  Xj  -j-  ...  -p  X|j 
von  allen  infinitesimalen  Transformationen  (5)  und  infoige  dessen 
auch  von  den  endlichen  Transformationen  der  Gruppe  nicht  ge- 
ändert wird.    Beschränken  wir  uns  aber  etwa  auf  die  n-fach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit: 

(G)     k^xg  +  xf  +  .  .  ,  +  xj  =  kS 

so  ist  für  diese  die  Gruppe  transitiv.  Um  das  zu  erkennen,  stellen 
wir  folgende  Erwägung  an.  Wir  betrachten  einen  gewissen  Be- 
reich der  Mannigfaltigkeit  (G),  der  in  der  Umgebung  des  Wert- 
systems (0,  0  ...  0)  liegt;  zur  Bestimmung  aller  Wertsysteme 
dieses  Bereiches  genügen  die  n  Gröfsen  xi,  x^  .  .  .  Xn.  Um  die 
Veränderungen  zu  übersehen,  welche  diese  Gröfsen  erleiden,  be- 
nutzen wir  die  Gröfse  Xo,  welche  wir  durch  die  Gleichung 


/' 


v2    x' 

^X   4  •        •        •  ^ml 


k2 

und  die  Festsetzung  definieren,  dafs  für  Xi  =Xi  = . . .  =  Xn  =  <* 
zugleich  Xo  =  1  sein  soll.    Hiernach  lege  man  den  Umgestaltungen 

des  Gebildes  (G)  die  -       7"        infinitesimalen  Transformationen 

zu  Grunde: 

Die  letzten  n  Transformationen  für  sich  führen  bereits  das 
Wertsystem  (0,  0  .  .  .  0)  in  jeden  Punkt  der  Umgebung  über;  die 
Gruppe  ist  also  transitiv. 

Für  die  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  ist  die  Gröfse  x„ 
blofse  Hilfsgröfse,  deren  Benutzung  nur  den  Zweck  hat,  die  For- 
meln einfach  und  übersichtlich  zu  machen.  Da  das  Gebilde  ((>) 
des  (n  -f-  l)-dimensionalen  Raumes  bei  der  aus  (5)  hervorgehenden 
Gruppe  in  sich  verbleibt,  so  dürfen  wir  auch  auf  die  Untersuchung 
des  Gebildes  (G)  diejenigen  endlichen  Gleichungen  anwenden, 
welche  durch  die  infinitesimalen  Transformationen  (5)  erzeugt 
werden.  Diese  Gleichungen  sind  aber,  wie  wir  auf  dem  in  der 
vorigen  Nummer  entwickelten  Wege  erkennen,  homogen  linear, 
und  zwischen  den  Koefficienten  bestehen  die  Bedingungs-Glei- 
chungen, welche  wir  im  ersten  Bande  (S.  205  u.  20G)  angegeben 
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haben.  Die  aus  (6)  hervorgehende  Gruppe  stellt  demnach  die 
Bewegungen  eines  n-dimensionalen  nicht-euklidischen  Raumes  dar, 

für  den  das  Riemannsche  Krümmungsmafs  gleich  ,-  ist. 

Für  manche  Zwecke  eignen  sich  folgende  Variabele  besser: 

(7)    y,  =-,  y»  =  -  .  .  .  y..  = -. 

Xo-  Xo  Xo 

Die  Forderung  (6)  verlangt  jetzt,  dafs  das  quadratische  Gebilde 

k*  +  yf  +  y|  +  . . .  +  yi  -  0 

durch  die  Transformationen  der  Gruppe  nicht  geändert  wird. 
Wendet  man  die  durch  die  Gleichung  (q)  des  vorigen  Paragraphen 
gegebene  Vorschrift  auf  die  Transformation  p/Xx  —  pxXi  an,  so 

erhalten  wir  für  ^^  =  qx  das  Symbol  qiyx  —  qxy*;   ebenso  geht 

Ötx 

Vx 

das  Symbol  Xopx  über  in  qx  +  f^  ^Yq^q-      I^   den  Variabein 

yi  .  .  .  yn  wird  also  die  Gruppe  durch  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugt: 

(8)   qx  +  S  ^YQ^Q»  q^y*  —  ^^yh 

wo  die  Marken  £,  x  der  Reihe  1,  2  .  .  .  n  angehören.  Für 
k*  =  OO  geht  die  Gruppe  (8)  auch  ihrer  äufsern  Form  nach  in 
die  Gruppe  (l)  der  vorigen  Nummer  über. 

3.    Die  allgemeine  projektive  Gruppe. 

Wir  machen,  entsprechend  den  in  III  §  7  (B.  1.  S.  182) 
getroffenen  Festsetzungen,  die  Transformationen  der  n  Variabein 
xi  .  .  .  Xn  abhängig  von  den  n  (n  +  2)  Verhältnissen  der  (n  -}-  1)' 
Gröfsen  a^x  für  i,  x  =  0,   1  .  .  .  n  vermittelst  der  Gleichungen : 

^^>     ^"-^^+-£z-^.  («,»'-1.  2...n). 

Setzen  wir 

hao  +  Shavyy 


Za 


hoo  +  ^bovyv 


so  folgt :   Za  —   ^^  T  ^  ,  wofern  gesetzt  wird : 


n 


Cfjiv  =  2J  b^rarv. 
Killing,  Grundlagen  der  Geometrie.    II.  ij 
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Die  Transformationen  (9)  gehören  also  einer  n  (n  —  2)- 
gliedrigen  Gruppe  an. 

Soll  sich  die  Transformation  (9)  von  der  identischen  Trans- 
formation ya  =  xa  unendlich  wenig  unterscheiden,  so  darf  aoo 
nicht  verschwinden,  kann  also  gleich  eins  gesetzt  werden;  zu- 
gleich mufs  sein: 

aaa  =  1  +  Cccadt,  aao  =  Caodt,  2Laß  =«  Caßöty  Zoa  =    —  Coadt 

für  a  ^  ^  und  einen  unendlich  kleinen  Wert  von  dt.  Alsdann 
wird  für  ya  =  x«  +  öxa : 

—TT  =  Cöü  +  CaiXi   +  .  .  .  CanXn  +  Xa  (c^Xi  -}-•••+  ConXn). 

Da  die  n  (n  +  2)  Gröfsen  c  noch  willkürlich  gewählt  werden 
können,  gelangen  wir  zu  den  infinitesimalen  Transformationen: 

(10)      p(,  pi  Xx  =  Vix,   X^  (x,pi   +  .  .  .  +  XnPn)  =  Wi, 

wo  £,  X  =  1  .  .  .  n  zu  nehmen  sind  und  auch  i  =^  x  gesetzt 
werden  kann.  Indem  wir  das  bekannte  Zeichen  öix  benutzen, 
welches  =1  oder  =0  ist,  jenachdem  die  Marken  i,  x  gleich 
oder  verschieden  sind,  können  wir  die  Resultate  aus  der  Kom- 
bination je  zweier  unendlich  kleiner  Transformationen  leicht  in 
folgender  Weise  angeben: 

(p^  p;.)  =  0,  (Wx  Wa)  =  0,  (px  V;.^)  =  dxÄp//, 
(p^,  W;.)  =  VxA  +  (JxA  (Vu  +  V,,  +  .  .  .  +  V„0, 

(VxA,  V^r)  ==  dx.V^;.  -  dA^Vxr,  ( Vxa,  W^)  =  dx//W;.. 

Führt  man  die  neuen  Variabein  yo,  yi  .  .  .  yn  ein  durch  die 
Forderung: 

Xi  ==a     ,  .  .  .  Xn  =     ,  yl  +  yf  +  •  •  •  +  yü  =  1, 

so  kann  man  setzen: 

-^    =  ^CtQy^j  —  yi  i:ccjoy(jyo         (t,  (>,  a  =  0,  1  .  ,  .  n). 

Läfst  man  hierin  die  sämtlichen  Koefficienten  c^x,  deren 
Marken  ungleich  sind,  verschwinden  und  setzt  die  übrigen  ein- 
ander gleich,  so  wird  jedes  dy*  gleich  null;  also  hangen  auch  die 
neuen  Transformationen  von  n  (n  +  2)  Parametern  ab. 

4.  Die  Bewegungen  der  in  einem  dreidimensionalen 
euklidischen  Räume  gelegenen  Ebenen. 
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Sind  Xi,  X2,  X3  die  rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten, 
so  kann  die  Gleichung  jeder  Ebene  auf  die  Form  gebracht  werden 

(11)    UiXi    +  U2X1,   +  UsXs   —  Uo   =  0 

mit  der  Bedingung: 

(12)     uf  +  u|  +  uj  -  1. 

Umgekehrt  sind  diese  vier  Gröfsen  Uo,  Ui,  uj,  Us,  zwischen 
deren  drei  letzten  die  angegebene  Relation  besteht,  für  metrische 
Zwecke  als  Koordinaten  der  Ebene  sehr  geeignet. 

Da  die  Gleichung  (11)  die  Bedingung  dafür  angiebt,  dafs  der 
Punkt  (x)  in  die  Ebene  (u)  fällt,  so  mufs  auch  sein: 

(ui  +  rfu,)  (xi  +  dxi)  +  (u2+du8)  (x,+dx«)  +  (u3+(Ju3)  (X3+dXs) 

—  (uo  +  duo)  =  0, 
wofern  durch  irgend  eine  unendlich  kleine  Bewegung  der  Punkt 
(xi,  X2,  Xs)  in  (xi  +dxi,...)  und  gleichzeitig  die  Ebene  (U0...U3) 
in  (uo  +  duo  .  .  .)  übergeht. 

Ferner  mufs  wegen  der  Gleichung  (12)  die  Bedingung  be- 
stehen : 

UidUi    +  U2dU2  +  U3dU3  =0. 

Nun  gelten  nach  1.  für  die  unendlich  kleinen  Veränderungen 

der  Variabein  x  die  Gleichungen: 

dxj  ,  dxa  , 

^^-  =  ai  —  asXa  +  aßXj ,  -^  =  ag  —  a^Xj  +  aiXa , 

dx3  , 

-T-  =  as  —  a4X2  +  asXi. 

Indem  wir  diese  Werte  für  dxi,  dx2,  dxs  einsetzen  und  berück- 
sichtigen, dafs  die  auf  diese  Weise  sich  ergebende  Gleichung  für 
alle  Punkte  gelten  mufs,  finden  wir: 

(13)     dui  =  (asUs  —  aeUa)  dt,  du,  =  (aßUi  —  a4U8)  dt, 

dus  =  (a4Ui  —  ajuj  dt,  duo  =  (aiUi  +  a2U2  +  a8U3)  dt. 

Als  Symbole  für  die  sechs  unendlich  kleinen  Transforma- 
tionen ergeben  sich,   wenn  wir  noch  qx   für  -^   schreiben,  die 

folgenden : 

(14)  Uiq«,  Ugqo,  U3qo,  u^qs  —  Usqa,  Usq^  —  Uiq3,   Uiq2  —  Ugqi. 

Eine  leichte  Rechnung  zeigt,    dafs  diese  Gruppe  genau  so 

gebaut  ist  wie  die  für  die  Umwandlung  der  Punkte  geltende  Gruppe : 

Pl,    P2,    P3,    P2X3     -   P3X2,    P3X1    —   PiXs,    P1X2    —   PiXj. 

17* 
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5.  Der  euklidische  dreidimensionale  Raum  mit  der 
Geraden  als  Element. 

Wenn  man  die  Geraden  des  Raumes  durch  den  Schnitt  zweier 
Ebenen  (u)  und  (v)  bestimmt,  so  ist  es  oflFenbar  für  metrische 
Zwecke  am  geeignetsten,  vorauszusetzen,  dafs  die  Ebenen  auf 
einander  senkrecht  stehen,  dafs  also  zu  der  Bedingung  (12)  und 
zu  der  entsprechenden  Gleichung  zwischen  Vi,  V2,  vj  noch  die 
Bedingung  hinzutritt: 

UiVi  +  U2V8  -f-  U3VS  —  0. 

Unter  dieser  Annahme  setzen  wir: 

(15)    UoVi  —  UiVo  =  yi,  upv,  —  ugvo  =  y2,  UoVs  —  U3V0  =  ys, 
U2V3  —  U3V2  =  y4,  U3V1  —  UiVs  =»  y-oy  uiv,  — U2V1  =  ye- 

Alsdann  bestehen  zwischen  den  sechs  Gröfsen  yi  .  .  .  y6  die 
beiden  Gleichungen: 

(16)    yiy4  +  y«y6  +  ysye  =  o,  yj  +  yf  +  y|  —  i. 

Bildet  man  die  Variationen  öyx  für  Vi  .  .  .  ye  und  setzt  für 
(Jux  die  Werte  aus  (13)  und  für  rfvx  die  entsprechenden  Werte 
ein,  so  wird: 

-^-  =  —  ^iYe  +  aays  +  aey«  —  a5y3 


-^  =  a5y6  -  aey^ 


Die  Gruppe  wird  also,  wenn       -  =  rx  gesetzt  wird,  durch 

die  infinitesimalen  Transformationen  bestimmt: 

(17)  r^ye  —  rayo,  r3y4  —  r,y6,  riy..  —  r«y4, 

r«y3  —  r^y«  —  rsye  +  uy^,  rsyi  —  riy»  —  r6y4  +  riye, 
hy^  —  rjyi  -  r4y5  +  r5y4. 

Auch  für  diese  Gruppe  läfst  sich  leicht  zeigen,  dafs  sie  gleichen 
Bau  mit  der  Gruppe  der  Punkttransformationen  eines  dreidimen- 
sionalen euklidischen  Raumes  besitzt. 

Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  einige  weitere  Bemerkungen 
gestattet  sein. 
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a)  Die  sechs  eingeführten  Gröfsen  haben  eine  einfache  geo- 
metrische Bedeutung.  Es  bezeichnen  nämlich  y4,  ys,  ye  die 
Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Gerade  mit  den  positiven  Rich- 
tungen der  Koordinatenachsen  bildet;  yi,  y^,  ys  liefern  die  Mo- 
mente der  Geraden  gegen  diese  drei  Achsen,  also  z.  B.  yi  das 
Produkt  aus  dem  kürzesten  Abstand  der  gegebenen  Geraden  von 
der  Xi -Achse  in  den  Sinus  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels. 
Die  drei  Gröfsen  yi,  yj,  ys  können  auch  in  folgender  Weise 
definiert  werden :  Man  ziehe  durch  den  Anfangspunkt  eine  Strecke, 
welche  mit  der  gegebenen  Geraden  einen  rechten  Winkel  bildet 
und  gleich  ist  der  Senkrechten,  welche  von  diesem  Punkte  auf 
die  Gerade  gefällt  wird;  die  Koordinaten  ihres  Endpunktes  sind 
yi>  72 >  ys«  Es  läfst  sich  zudem  leicht  eine  allgemeine  Vorschrift 
angeben,  nach  welcher  Richtung  die  Strecke  gezogen  werden 
müsse,  damit  die  sechs  Gröfsen  yi  .  .  .  y«  nicht  nur  die  Gerade 
selbst  bestimmen,  sondern  auch  die  Richtung  angeben,  in  der 
ihre  Punkte  auf  einander  folgen  sollen.  Dies  ergiebt  sich  bei 
der  ersten  Erklärung  der  Gröfsen  yi  . . .  yc  ganz  von  selbst.  '  Auch 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  jeden  Punktes  (x)  der  Ge- 
raden (y)  lassen  sich  leicht  ausdrücken.  Soll  nämlich  der  Punkt 
(x)  auf  der  Geraden  (y)  liegen  und  vom  Fufspunkte  der  Senk- 
rechten, die  man  vom  Anfangspunkte  auf  sie  fällt,  den  Abstand 
r  haben,  so  ist: 

xi  =  y«y6  -  ysyr,  +  ryi 
X«  =y8y4  —  yiyo  +  ry» 
xs  —  yiy5  —  y«y4  +  rye- 

Wenn  die  Gerade  nicht  durch  den  Anfangspunkt  geht,  so 
sind  die  Gleichungen  zweier  durch  die  Gerade  zu  legender  Ebenen : 

xiyi  +  x,y2  +  xsys  =  0, 

xi  (y»y6  —  ysys)  +  x,  (ysy^  —  yiyc)  +  xs  (yiys  —  y2y4) 

-y?  +  y|+y|. 

Eine  dritte  Ebene  möge  dargestellt  werden,  indem  man  die 
erste  Gleichung  mit  A,  die  zweite  mit  ß  multipliziert  und  addiert ; 
indem  man  die  Bedingung  stellt: 

A«  -f  B»  =  1, 

wird  A  gleich  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  die  dritte  Ebene 
mit  der  ersten  bildet. 
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b)  Will  man,  ausgehend  von  zwei  Punkten  (x)  und  (x), 
welche  in  der  zu  bestimmenden  Geraden  liegen,  zu  den  Gröfeen 
(y)  gelangen,  so  wählt  man  die  Punkte  so,  dafs  ihr  Abstand 
gleich  eins  ist;    dann  wird: 

yi  =  XjXs   —  X3X2',  yj  =  xsXi    —  XgXi  ,  ys  "  XiXj    —  X2X1', 

y4  =-  Xi    —  Xi',   ys  =-  X2  —  Xg',   Ys  =-  xs  —  Xs'. 

c)  Es  sei  gestattet,  darauf  hinzuweisen,  dafs  die  eingefiihrten 
Koordinaten  zur  Ermittlung  metrischer  Beziehungen  sehr  geeignet 
sind.  In  dieser  Hinsicht  erinnere  ich  daran,  dafs,  wenn  (y)  und 
(y')  die  Koordinaten  zweier  Geraden  sind,  der  Ausdruck 

viy*'  +  y4yr  ♦  yiys'  +  y5y2'  +  ysye'  +  ysys' 

ihr  Moment  und  y4y4'  +  y5y6  +y6y«'  den  Cosinus  des  Winkels 
darstellt,  den  die  Geraden  mit  einander  bilden.  Auch  möge  noch 
ein  Satz  über  die  allgemeinen  (reellen)  Komplexe  ersten  Grades 
mit  Hilfe  dieser  Koordinaten  bewiesen  werden. 

Soll  der  durch  die  Gleichung  2ai  yi  —  0  dargestellte  Kom- 
plex kein  specieller  sein,  so  mufs  der  Ausdruck  «104  +  a2«6  +«8ö6 
einen  von  null  verschiedenen  Wert  haben.  In  diesem  Falle  darf 
man  bei  der  Annahme  reeller  Konstanten  voraussetzen,  dafs 

«1  +  «1  +  «8  =  1 
ist.     Setzt  man  jetzt 

/^4   =  «l,    l^h   =  «2,    /t/ß    =  «8,    ^1    =  04    +  001,    //2   =  «5    +  öaj, 

i^s  =  «6  +  öors, 
so  stellen  für 

—  0  =  «104    +  «2«5    +   «3«6 

die  Gröfsen  (ii  ,  ,  ,  fi^  die  Koordinaten  einer  Geraden  dar.  Da- 
durch geht  die  Gleichung  des  Komplexes  über  in: 

(^iy4+//4yi +/"2y5+it^5ys{+jt/3y6  — //oy3)=cf(//4y4+iM5y5+i^yfi)• 
Hiernach  steht  das  Moment  einer  jeden  Linie  (y)  des  Kom- 
plexes mit  einer  festen  Geraden  (jx)  in  einem  konstanten  Ver- 
hältnis zum  Cosinus  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels;  mit 
anderen  Worten:  Hat  eine  Linie  des  Komplexes  von  der  festen 
Geraden  (//)  den  Abstand  r  und  bildet  sie  mit  ihr  den  Winkel  9?, 
so  ist  das  Produkt  rrggo  konstant,  und  zwar 
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6.  Die  Geraden  des  dreidimensionalen  Raumes  in 
projektiver  Beziehung. 

Sind  xi  .  .  .  X4  und  xi'  .  .  .  X4'  die  homogenen  Koordinaten 
zweier  Punkte,  so  wird  durch  das  Verhältnis  der  sechs  Gröfsen 
Pix  =»  xi  xx'  —  xxx  i  (für  /,  X  =  1  ...  4)  diejenige  Gerade  be- 
stimmt, welche  durch  die  beiden  Punkte  hindurchgeht.  Dabei 
gilt  die  Beziehung: 

PiaP84  +  P13P42  +  PiiPss  =  0. 

Jede  projektive  Umgestaltung  des  Raumes  ändert  die  Gröfsen 
Pix  vermittelst  homogener  linearer  Gleichungen  um,  deren  Koeffi- 
cienten  so  gewählt  werden  müssen,  dafs  die  angegebene  quadra- 
tische Form  in  sich  transformiert  wird.  Man  kann  aber  auch 
mit  Klein 

Zi  =  P12  ^-  P34,  izg  —  P12  —  P34,  u.  s.  w. 
setzen;  dadurch  geht  die  Bedingungsgleichung  über  in 

zf  +  z|  +  z§  +  z|+  z|  +  z|  =  0. 

Alsdann  wird  die  Gruppe,  durch  welche  die  bei  beliebiger 
projektiver  Umgestaltung  des  Raumes  eintretenden  Veränderungen 
der  Geraden  dargestellt  werden,  aus  den  15  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

Ti  zx  —  TxZi  (für  £,  X  =«■  1  .  .  .  6) 

erzeugt,  wo  n  =  ^—  sein  soll. 

ÖZi 

§  3. 

Invarianten  von  Tranaformations-Gruppen. 

1.  Eine  intransitive  Gruppe  führt  einen  beliebigen  Punkt  nicht 
in  jeden  Punkt  seiner  Umgebung  über,  sondern  beläfst  ihn  auf 
einem  gewissen  Gebilde  A,  welches  durch  eine  oder  mehrere 
Gleichungen  zwischen  den  Variabein  bestimmt  wird.  Dies  Ge- 
bilde wird  dann  aber  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  in 
sich  transformiert;  denn  sobald  irgend  einer  seiner  Punkte  a  in 
einen  Punkt  b  übergeführt  werden  könnte,  der  dem  Gebilde  A 
nicht  angehört,  könnte  jeder  Punkt  des  Gebildes,  da  er  die  Über- 
führung nach  a  gestattet,  auch  in  die  Lage  des  Punktes  b  gebracht 
werden;  das  Gebilde  A  würde  also  nicht  die  Gesamtheit  aller 
Punkte  enthalten,  in  die  man  den  zuerst  gewählten  Punkt  trans- 
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formieren  kann.  Hiernach  hat  jede  intransitive  Gruppe  Invarianten^ 
d.  h.  gewisse  Funktionen  der  Variabein  bleiben  bei  allen  ihren 
Transformationen  ungeändert. 

Umgekehrt  ist  eine  Gruppe  intransitiv,  sobald  sie  eine  In- 
variante in  den  Variabein  xi  .  .  .  Xn  enthält,  denn  wenn  die 
Funktion  4^  (xi  .  .  .  Xn)  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe 
ungeändert  bleibt,  so  kann  der  Punkt  (x)  nur  in  solche  Punkte 
umgewandelt  werden,  für  welche  ^  (xi ' . . .  Xn')  =  *  (xi  . .  .Xn)  ist. 

2.  Dies  Resultat  gilt  aber  nur,  solange  man  sich  auf  ein 
einziges  Wertsystem  beschränkt;  dagegen  bleiben  bei  jeder  Gruppe»^ 
wie  wir  nachher  zeigen  werden,  Beziehungen  zwischen  mehreren 
Wertsystemen  ungeändert;  solche  Beziehungen  mögen  Invarianten 
im  weiteren  Sinne  genannt  werden.**)  Es  wird  gut  sein,  dies 
zunächst  an  einigen  Beispielen  zu  erläutern. 

Sind  (x)  und  (x)  zwei  verschiedene  Punkte  in  einer  n-dimen- 
sionalen  euklidischen  Raumform,  so  bleibt  die  Form 

(Xi    —  Xi  y  4-  (Xg    —  Xg')»  4-  .  .  .  +  (Xn  —  Xn')> 

bei  allen  ihren  Transformationen  ungeändert.  Ebenso  wenn  wir 
die  Punkte  einer  n-dimensionalen  nicht-euklidischen  Raumform 
mit  dem  Riemannschen  Krümmungsmafs  =  1  :  k*  in  der  vorhin 
(§  2,  2)  angegebenen  Weise  durch  die  n  -|-  1  Gröfsen  Xo,  Xi . . .  x« 
darstellen,  so  besteht  zwischen  je  zwei  Punkten  die  invariante 
Beziehung: 

k*XoXo     -f"  ^1^1     ~}~  •  •  •     I     XflXn  . 

Nimmt  man  in  einem  dreidimensionalen  Euklidischen  Räume 
die  Ebene  als  Element  und  benutzt  die  oben  eingeführten  Variabein 
Uo  .  .  .  U3,  so  haben  je  zwei  Elemente  die  Invariante 

UlUi     +  U2U2'  +  U3U3', 

und  für  je  vier  Elemente  tritt  hinzu: 


Uo 

Ul 

u, 

Us 

,     u,,' 

Ui 

u,' 

U3' 

i     Uo" 

u,' 

II 

U3' 

!     u,,- 

u," 

ur 

U3'" 

Dagegen  giebt  es  für  je  zwei  Gerade  eines  dreidimensionalen 
euklidischen  Raumes  bereits  zwei  Invarianten,  nämlich: 

7474'  +  ysys'  +  yeye'  und 

yiy4'  +  y4yi'  +  y%yh  +  y^y^'  +  ysy«'  +  yeys'. 
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während  bei  der  projektiven  Umgestaltung  des  Raumes  zwischen 
zwei  Geraden  nur  eine  Beziehung  ungeändert  bleibt. 

3.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  dafs  auch  jede  transitive  Gruppe 
Invarianten  im  weiteren  Sinne  besitzt.  Zu  dem  Ende  denken  wir 
ihre  sämtlichen  Transformationen  auf  zwei  verschiedene  Wert- 
systeme angewandt;  wir  setzen  also: 

y«=  g>i  (xi  . . . Xn;  Ui  . . .  Ur),  y* '  —  9)1  (x/  =»  Xn';  Ui  . . .  Ur). 
Hier  haben  wir,  da  die  Variabein  Xi' . . .  Xn'  von  den  xi  . .  .Xn 
ganz  unabhängig  sind,  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  2n  Variabein; 
diese  kann  intransitiv  sein,  ohne  dafs  es  die  ursprüngliche  ist; 
sie  kann  also  Invarianten  besitzen,  oder  es  ist  möglich,  dafs  ge- 
wisse Beziehungen  zwischen  (xi  .  .  .  Xn)  und  (xi '  .  .  .  Xn')  durch 
die  Transformationen  der  Gruppe  nicht  geändert  werden.  Man 
kann  aber  in  gleicher  Weise  pn  Variabele  einführen: 

X|    •  .  .  Xq,    X)     ...  Xq  ,    X|     ...  Xq     ...  Xi  ^*^      '  .  •  .  Xn  y 

und  sie  durch  die  Transformationen 

yi  =  gPi  (xi  ...  Xn;  Ui  .  .  .  Ur),  yi '  =  9)1  (xi'  .  .  .  Xn';  Ui  .  .  .  Ur)> 

yT  =  g)i  (xi"  .  .  .  Xn";  Ui  .  .  .  Ur)  .  .  . 
in  die  Variabein 

yi  . . .  yn,  yi' . . .  yn',  yi' . . .  Vn" . . .  yi^^"^^ . . .  yn<p-^^ 

umwandeln.  Diese  letzte  Gruppe  ist  ganz  gewifs  intransitiv,  wenn 
pn  >  r  ist;  die  gegebene  Gruppe  hat  also  Invarianten  im  wei- 
teren Sinne. 

4.  Dieser  Weg  liefert  für  jede  Gruppe  unendlich  viele  In- 
varianten. Indessen  sind  dieselben  nicht  unabhängig  von  einander, 
kommen  vielmehr  auf  eine  gewisse  endliche  Zahl  hinaus,  die 
höchstens  gleich  der  Zahl  n  der  Variabein  ist.  Wir  finden  dies 
bei  den  vorhin  angeführten  Beispielen  bestätigt,  können  es  aber 
auch  sehr  leicht  beweisen.  Zu  dem  Ende  setzen  wir  voraus^ 
zwischen  v  Punkten  bestehe  keine  Invariante;  gäbe  es  jetzt  zwischen 

V  -|-  I .  Punkten  mehrere  unveränderliche  Beziehungen,  deren  Zahl 
m  >  n  wäre,  so  könnte  man  zwischen  den  m  Gleichungen : 

Ji  (xi  x'  .  .  .  x^^>)  =  Gl ,  Ja  (xi  x'  .  .  .  x<^>)  =  Cj  .  .  . 

Jm  (XiX'  .  .  .  X<^>)  —  Cm, 

wo  X  statt  Xi  .  .  .  Xn  gesetzt  ist,  die  Variabein  Xi  .  .  .  Xn  elimi- 
mieren;   man   erhielte   also   eine   invariante   Beziehung  zwischen 

V  Punkten. 
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Nimmt  man  jetzt  einen  v  +  2ten  Punkt  Xo  hinzu,  so  bestehen 
selbstverständlich  die  Gleichungen: 

Ji  (xO,  X»  .  .  .  x<-))  —  Ci'  .  .  .  J«  (xO,  X»  .  .  .  x(^0  —  Cm'. 

Giebt  es  jetzt  zwischen  den  v  +  2  Punkten  eine  weitere  in- 
variante Beziehung ,  so  kann  man  für  m »» n  die  2  n  Variabein 
xj  .  .  .  xj ,  Xi  .  .  .  Xn  aus  den  niedergeschriebenen  Gleichungen 
eliminieren  und  in  die  neue  Gleichung  einsetzen.  Diese  mu(s 
jetzt  identisch  befriedigt  werden,  oder  die  neue  Beziehung  ist  eine 
Folge  aus  den  vorangehenden. 

Ganz  ähnliche  Überlegungen  stellt  man  für  m<n  an;  in 
allen  Fällen  überzeugt  man  sich,  dafs  sich  die  Invarianten  höchstens 
auf  n  von  einander  unabhängige  zurückführen  lassen. 

5.  Um  die  Invarianten  zu  finden,  kann  man  einmal  von  den 
endlichen  Transformationen  ausgehen  und  aus  den  (p  -\'  l)  .  n 
Gleichungen : 

(I)  yx=9)  (xi  .  .  .  Xn;  Ui  .  .  .  Ur),  yx'=q)  (xi'  .  .  .  Xn';  Ui  .  .  .  Ur) 

.  .  .  yx  W  =  9)  (xi(>')  .  .  .  XnW;  Ui  .  .  .  Ur) 

die  r  Parameter  Ui  .  .  .  Ur  eliminieren.    Dadurch  erhält  man  eine 
oder  mehrere  Gleichungen  von  der  Form: 
F  (yi  .  .  .  yn;  y/  .  .  .  yn ;  •  .  .)  ^*  ^  (^i  •  •  •  ^n;  xi   .  .  .  Xn  . .  .). 

Sind  die  Funktionen  F  und  *  identisch,  so  stellt  F  eine 
Invariante  der  Gruppe  dar.  Wenn  aber  F  und  *  verschiedene 
Funktionen  sind,  so  beachte  man,  dafs  man  in  den  Gleichungen 
(1)  die  Variabein  x  mit  den  Variabein  y  vertauschen  kann,  wofern 
man  nur  die  Parameter  Ui  .  .  .  Ur  durch  geeignete  Parameter 
Vi  .  .  .  Vr  ersetzt.  Da  aber  die  Parameter  ganz  entfernt  sind,  so 
mufs  auch  die  Gleichung  befriedigt  werden: 
r  (xi  ...  Xn;  Xi  ...  Xn  ;...)==  #  (yi  . . .  yn;  yi  . . .  yn  ;  .  .  •)> 
demnach  ist  jede  symmetrische  Funktion  von  F  und  ^  eine  In- 
variante. 

Wenn  nur  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
gegeben  sind: 

Xi  f  = -^^  gi()  (x)         , 

SO  findet  man  die  Invarianten  durch  Auflösung  von  partiellen 
Differentialgleichungen ;  für  jede  Invariante  J  (x,  Xi  ...  xM)  gelten 
nämlich  die  Gleichungen: 
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oder  wenn  man 


X  / '  (f)  =  -S  ^iQ  (x )  ^,  u.  s.  w. 


setzt: 

(3)    X,  (J)  +  X/  (J)  +  .  .  .  +  X.  W  (J)  =  0. 

6.  Es  ist  aus  mancherlei  Gründen  vorteilhaft,  die  in  derselben 
Invariante  vereinigten  Wertsysteme  unendlich  nahe  bei  einander 
anzunehmen.     Wir  setzen  also  an: 

X;f'=»Xx+  diX;tf,   Xx"  =»  Xx  +  d^Xx  .  .  .  X;f(v)  =  Xx +dvXx  (x  =  l..  .n) 

und  machen  die  Annahme,  dafs  die  Gröfsen  do  Xx  unendlich  klein 
sind.  Die  Invariante  J  (x,  x'  .  .  .  xW)  möge  hierdurch  in  einen 
Ausdruck  K  (x,  dix  .  .  .  d>'x)  übergehen.  Allerdings  mufs  zu- 
nächst bewiesen  werden,  dafs  dieser  Ausdruck  nicht  identisch 
verschwindet.  Das  würde  uns  aber  hier  zu  weit  fuhren;  für 
V  =  1  ist  dieser  Nachweis  in  aller  Strenge  von  Lie  geliefert 
(Transformations-Gruppen  III  S.  500). 

Aus  den  Gleichungen  ötlq  =  §i(>dt  (für  (>  =»  I  .  .  .)  folgt 

ddx(i  =  2  ^^  dxa  dt. 

y(*',  d8X(»  =  y/  .  .  .  , 


uua;^  — 

a  ^X" 

Setzt  man  etwa: 

dix^  — 

y(>. 

,  d,X(, 

=  yc'. ' 

so  wird  hiernach: 

dyp  — 

a  ^X(7 

yadt. 

Demnach  stellen  sich  die  unendlich  kleinen  Änderungen  der 
Differentiale  yi  .  .  .  yn  in  ihnen  selbst  durch  homogene  lineare 
Funktionen  dar,  deren  Koefficienten  Funktionen  der  Variabein 
Xi  .  .  .  Xn  sind.  Da  dasselbe  von  den  Gröfsen  y^',  y^  .  .  .  gilt, 
so  geht  die  Gleichung  (2)  über  in 

eine  Gleichung,  welche  sich  dadurch  vor  der  Gleichung  (2)  aus- 
zeichnet, dafs  die  Gröfsen  yp,  yg  .  .  ,  darin  nur  linear  vor- 
kommen. 


lineare  Funktionen  2  c  —  va  dieser  Differentiale  über. 
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Gewinnt  hierdurch  schon  der  Ausdruck  für  die  Invariante 
besondere  Einfachheit,  so  kommt  noch  hinzu,  dafs  auch  die  äufsere 
Form  bei  Einführung  von  neuen  Variabein  im  wesentlichen  un- 
geändert  bleibt.  Wenn  man  nämlich  die  Variabein  x^  durch  be- 
liebige von  einander  unabhängige  Funktionen  q)^  (xi . . .  Xn)  ersetzt, 
so  gehen  die  Differentiale  y^  (und  ebenso  yp» .  .  .)  in  homogene 

Ein  besonders  wichtiger  Vorteil,  den  die  Benutzung  von 
unendlich  nahen  Wertsystemen  gewährt,  besteht  aber  darin,  dafs 
die  Gesamtheit  der  Transformationen,  welche  einen  DiflFerential- 
ausdruck  unverändert  lassen,  jedesmal  eine  Gruppe  bildet.  Diese 
Eigenschaft  folgt  unmittelbar  aus  einem  allgemeinen  Satze,  den 
Lie  für  DiflFerential-Gleichungen  bewiesen  hat.  Da  sie.  aber  für 
die  folgenden  Untersuchungen  sehr  wichtig  ist,  dürfte  es  passend 
sein,  sie  für  den  einfachsten  Fall,  dafs  die  Invariante  nur  die 
Gröfsen  xi  . .  .  Xn  und  die  Differentiale  yi  =  dxi  ...  yn  —  dxn 
enthält,  zu  verifizieren. 

Sind  öxp  =  §p  dt  ud  öxp  ==»  yg  rft  zwei  infinitesimale  Trans- 
formationen, welche  der  Invariante  J  (xi  . .  .  Xn;  yi  . .  .  yn)  ge- 
nügen, so  mufs  sein: 

(5)   ^'^  g,  +  :.  1^ dg,  =  «'  ^ax^  '^^  +  ^äyi'^^  =  '• 

Indem  ich  die  beiden  Gleichungen  nach  xx  differentiiere,  die 
erste  auf  diese  Weise  erhaltene  Beziehung  mit  t}x,  die  zweite  mit 
gx  multipliziere,  beide  nach  x  summiere  und  von  einander  sub- 
trahiere, folgt  die  Relation: 


2: 


Ebenso  differcntiiere  ich   die  Gleichungen  (5)  nach  y«  und 
finde  in  ähnlicher  Weise: 
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Durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  vorangehenden 
folgt,  wenn  ich 

setze,  die  neue  Beziehung: 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs,  wenn  zwei  infinitesimale  Trans- 
formationen den  Differential-Ausdruck  J  (x,  y)  ungeändert  lassen, 
die  durch  ihre  Kombination  erhaltene  Transformation  dieselbe 
Eigenschaft  hat,  dafs  also  alle  der  Forderung  genügenden  Trans- 
formationen eine  Gruppe  bilden. 

Allerdings  darf  man  keineswegs  schliefsen,  dafs  der  Invariante 
notwendig  eine  endliche  Transformations-Gruppe  genügt.  Über 
die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen haben  wir  nichts  bewiesen;  diese  kann  auch  unendlich 
grofs  sein. 

Auch  mufs  man  sich  davor  hüten,  die  Wichtigkeit  des  letzten 
Satzes  zu  überschätzen.  Legen  wir  nämlich  einen  beliebigen 
Differential-Ausdruck  zu  Grunde,  so  wird  man  vielfach  keine  in- 
finitesimale Transformation  und  darum  auch  keine  Gruppe  finden, 
die  ihm  genügt.  Wenn  man  zu  einer  Gruppe  gelangt,  so  ist  es 
eine  seltene  Ausnahme,  dafs  der  gewählte  Ausdruck  ihre  einzige 
Invariante  ist.  Im  allgemeinen  wird  die  Gruppe  mehrere  In- 
varianten besitzen,  und  dann  kann  der  gegebene  Differential- 
Ausdruck  zwar  als  Funktion  der  Invarianten  dargestellt  werden, 
steht  aber  zu  der  Gruppe  selbst  nur  in  loser  Beziehung. 

§4. 
Die  Invariante  in  einem  besonderen  Falle. 

1.  Wir  suchen  die  verschiedenen  Formen,  welche  eine  zwischen 
zwei  unendlich  nahen  Wertsystemen  bestehende  Invariante  einer 
transitiven  Gruppe  unter  der  Bedingung  annehmen  kann,  dafs  es 
zwischen  je  zwei  Wertsystemen  nur  eine  einzige  Invariante  giebt; 
dabei  wollen  wir  es  als  zulässig  betrachten,  dafs  zur  Gruppe  wei- 
tere Invarianten  gehören,  die  von  der  hier  zu  ermittelnden  un- 
abhängig sind;   nur  verlangen  wir  in  diesem  Falle,  dafs  für  die 
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weiteren  die  Zahl  der  mit  einander  verbundenen  Wertsystemc 
gröfser  ist  als  zwei.  Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  beschränken 
wir  uns  auf  drei  Variabele  xj ,  X2 ,  X3,  wobei  die  Differentiale 
dxi,  dxj,  dxs  mit  yi,  ye,  ys  bezeichnet  werden  sollen.**) 

Da  die  Gruppe  transitiv  sein  soll,  so  giebt  es  keine  Funktion 
der  Gröfsen  x,,  xj,  X3,  welche  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  ungeändert  bleibt.  Dagegen  verlangen  wir,  dafs  es  eine 
einzige  Funktion  der  sechs  Gröfsen  Xi,  x»,  X3,  yi,  yj,  ys  giebt, 
welche  allen  Transformationen  der  Gruppe  genügt.  Hiernach  hat 
die  Gruppe  mindestens  fünf  Parameter;  denn  1.  mufs  es  min- 
destens drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen geben,  welche  ein  behebig  gewähltes  Wertsystem  in  alle 
benachbarten  überführen;  2.  wenn  man  Xi,  X2,  X3  ungeändert 
läfst,  so  müssen  die  Gröfsen  yi,  y^,  y3  noch  einer  zweifach  un- 
endlichen Schar  von  Veränderungen  unterworfen  werden  können. 
Umgekehrt  kann  man  stets  fünf  von  einander  unabhängige  un- 
endlich kleine  Transformationen  so  auswählen,  dafs  sich  aus  ihnen 
die  Invariante  J  (xj,  Xg,  X3,  yi,  y2,  ys)  bestimmen  läfst.  Es 
seien  nämlich  für  (>  =  1,  2,  3;  t  =  1,  2  .  .  .  r,  wo  r  die  Glieder- 
zahl der  Gruppe  angiebt,  r  von  einander  unabhängige  Trans- 
formationen 

Alt  —  2.  st(> 

gegeben.  Dann  mufs  die  Invariante  den  r  Dift'ercntial-Gleichungen 
genügen : 

(1)    v;g.,^+  vdg.,^  =0. 

Giebt  man  der  Marke  i  fünf  verschiedene  Werte  aus  der 
Reihe  1  .  .  .  r,  läfst  jedesmal  einen  der  sechs  Koefficienten 
5/1  ...  dg/  3  weg  und  bildet  vermittelst  der  übrigen  die  fünt- 
reihigen  Determinanten,  so  dürfen  diese  nicht  sämtlich  bei  jeder 
Wahl  der  fünf  Marken  i  identisch  verschwinden.  Dementsprechend 
stellen  wir  die  Matrix  auf: 

Sil    5P12   §13    "Sil    d^^^    dgjg 

fO^  ^21     5-2  2    S23     ^^2  1     ^^2  2     ^§2  3 

',.      1-,1     S.>2     §5  2     ^55  1     ^§5  2     J§5  3 
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und  nehmen  an,  dafs  die  fünf  Determinanten,  welche  man  hieraus 
durch  Weglassung  einer  Vertikalreihe  erhält,  nicht  sämtlich  ver- 
schwinden. Diese  sind,  je  mit  abwechselndem  Zeichen,  den  Ab- 
leitungen der  Invariante  nach  den  sechs  Gröfsen  Xi ,  xg,  X3, 
yi>  Yiy  y»  proportional.     Demnach  mufs  sein: 


(3)     P-  :  ^:  P-  =  A,   :  A,  :  A 


dy^      öy^      By 


8> 


8 


WO  Ai  aus  (2)  durch  Weglassung  der  vierten,  —  Aj  durch  Weg- 
lassung der  fünften  und  A»  durch  Weglassung  der  sechsten  Ko- 
lonne erhalten  wird. 

Die  Gleichungen  (3)  können,  wie  die  Elemente  der  Integral- 
rechnung lehren,  bekanntlich  nicht  für  beliebige  Funktionen  Ai, 
Aj,  A3  bestehen,  sondern  müssen  gewissen  Bedingungen  unter- 
liegen. Um  diese  anzugeben,  nehme  man  a,  j?,  /  als  gerade 
Permutation  der  Marken  1,  2,  3  an  und  bilde  die  Funktionen  Bi, 
Bi,  Ba  vermittelst  der  Festsetzung: 

(4)     B„=^-,^-; 
■^         .       afyy  dyß 

dann  mufs  die  Gleichung: 

(5)     AjB, +A3B3+A,B, -0 

identisch  befriedigt  werden.  Zugleich  führt  die  Definition  (4) 
auf  die  Gleichung: 


Da  ist 


B^lQ  .      dglX  ,     d§ 


IX 


^'^       dx/^^ax/^^axg^«' 


so  geht  aus  der  Bildung  sofort  hervor,  dafs  die  Ausdrücke  Ai, 
Aj,  A3  vom  zweiten  Grade  in  yi,  yg,  y^  sind;  demnach  sind 
Bi,  Bj,  B3  lineare  Funktionen  der  Differentiale. 

2.  Um  die  Beziehung,  in  der  die  drei  in  yi,  72,  Vs  quadra- 
tischen Formen  Aj,  A^,  A3  zu  einander  stehen,  noch  deutlicher 
zu  erkennen,  wählen  wir  die  obigen  fünf  Transformationen  so, 
dafs  ein  gewisses  Wertsystem  (x')  durch  die  sämtlichen  Trans- 
formationen ajX^  +  «2^2  +  "3^8  ^"  *'^"^  benachbarten  über- 
geführt wird,  während  es  bei  den  Transformationen  a^\^  +  «5X5 
unverändert  gelassen   wird.     Setzen   wir  also  in   die  Funktionen 
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^iQ   (für  ^  =  1  . . .  5,  ()  =  1,  2,  3)  die  Werte  x^',  x,',  Xj'  ein, 
so  wird 

Setzen  wir  noch 

so  wird 

(7)  Aa  =  A.  {Mß  Ny  —  My  N/?), 
wo  J=  igipfl  für  t,  x=  1,  2,  3  ist,  und  wo  die  Ausdrücke 
Ma,  Na  lineare  Formen  von  y^,  y,,  y^  sind.  Da  das  Verhältnis 
der  Ausdrücke  A^,  A^,  A3  sich  nicht  ändert,  wenn  man  andere 
fünf  geeignete  Transformationen  zu  Grunde  legt,  so  darf  man  in 
den  Gleichungen  (7)  die  Gröfsen  x^,  Xj,  Xg  auch  als  veränderlich 
voraussetzen,  wofern  man  nur  die  Verhältnisse  berücksichtigt. 

3.  Für  die  drei  in  y^,  y^,  yg  linearen  Formen  Bj,  B,,  B, 
haben  wir  vier  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden:  entweder 
verschwinden  sie  identisch,  oder  sie  unterscheiden  sich  nur  durch 
einen  von  y^,  y^,  yg  unabhängigen  Faktor,  oder  sie  lassen  sich 
durch  zwei  von  einander  unabhängige  lineare  Formen  darstellen; 
oder  sie  sind  ganz  unabhängig  von  einander.  Mit  anderen  Worten : 
zwischen  diesen  drei  Formen  bestehen  entweder  keine  oder  eine 
oder  zwei  oder  drei  von  einander  unabhängige  Beziehungen,  deren 
Koefficienten  blofse  Funktionen  von  x^,  x^,  Xg  sind.  Giebt  es 
keine  derartige  Beziehung,  so  sind  die  Formen  unabhängig  von 
einander;  dagegen  kommt  die  Existenz  von  drei  wesentlich  ver- 
schiedenen Beziehungen  darauf  hinaus,  dafs  die  Formen  identisch 
verschwinden. 

Die  Frage,  ob  diese  Eigenschaft  der  Formen  B^,  B^,  Bg  für 
die  Invariante  und  damit  für  die  Gruppe  charakteristisch  ist,  braucht 
uns  nicht  zu  beschäftigen;  es  genügt^  dafs  die  Einteilung  zu  allen 
Formen  für  die  Invariante  führt. 

4.  Wir  nehmen  an  erster  Stelle  an,  dafs  die  drei  Formen 
B^,  Bg,  Bg  identisch  verschwinden.  Dann  sind  die  Ausdrücke 
Aj,  Ag,  Ag  die  Ableitungen  einer  homogenen  Funktion  dritten 
Grades.  Die  Invariante  ist  also  in  den  Differentialen  y^,  y^,  yg 
homogen  vom  dritten  Grade. 

Da  aber  die  Ableitungen  A^,  Ag,  Ag  von  J  die  in  (7)  an- 
gegebene Form  haben,  wo  M^  .  .  .  Ng  lineare  Funktionen  von 
Ji^  y2>  Ys  s^^^>  so  giebt  es  für  jedes  beliebige  Wertsystem  (x) 


Anwendung  der  Transformalions-Gruppen.  273 

mindestens  drei  Verhältnisse  der  Differentiale,  für  welche  die 
Ableitungen  sämtlich  verschwinden.  Denn  so  oft  man  die  DifFe* 
rentiale  und  einen  von  x^,  x^,  Xg  abhängigen  Faktor  derartig 
bestimmen  kann,  dafs  die  Gleichungen  bestehen: 

erhalten  die  drei  Gröfsen  A^,  A„  Ag  den  Wert  null.  Die  Ab- 
leitungen einer  Form  dritten  Grades  können  aber  diese  Eigenschaft 
nur  haben,  wenn  die  Form  selbst  in  das  Produkt  dreier  linearer 
Faktoren  übergeht.  Im  angenommenen  Falle  hat  also  die  In- 
variante die  Form: 

(8)    J  =  LiL,L„ 
WO  Lj,  Lj,  Lg  lineare  Funktionen  von  y^,  y^,  yg  sind,  deren 
KoefScienten  von  den  Variabein  x^,  x,,  Xg  abhangen. 

5.  An  zweiter  Stelle  setzen  wir  voraus,  dafs  die  Formen  B^, 
B„  Bg  nicht  identisch  verschwinden,  dafs  sie  sich  aber  nur  durch 
einen  Faktor  unterscheiden,  der  von  den  Differentialen  unabhängig 
ist.     Demnach  soll  sein: 

(9)    B,  =  a^C,  B,  =  a,C,  Bg  -  agC, 

wo  C  eine  (von  null  verschiedene)  lineare  Form  von  y^,  y^,  y, 
ist  und  die  Koefficienten  a^,  a,,  ag  nur  von  den  Variabein  x^, 
Xg,  Xg  abhangen.     Die  Gleichung  (5)  geht  über  in: 

aiAi  +  ajAg  +  agAs  =  0, 

und  daraus  folgt  unmittelbar: 

öA^  BA^  dAg 

^^  öya  "^  ""*  dy«  +  ^«  dy«  "  "* 

Setzt  man  die  Werte  (9)  in  die  Gleichung  (4)  ein,  elimi- 
niert aus  je  zweien  die  Form  C  und  berücksichtigt  die  letzte 
Gleichung,  so  folgt: 

öAp  ÖAp  BAp 

Man  kann  zwei  von  einander  unabhängige  lineare  Formen 
M  und  N  von  y^,  y,,  yg  bestimmen,  welche  den  Bedingungen 
genügen : 

dM    .      dM   ,       dM      ,,       dN    ,       aN    ,       dN 

'^yi      '^Yi      '^Ys         '^Yi      *^y«      '^ys 

Da  diese  denselben  Differential-Gleichungen  genügen,  wie  die 

Kl  11  in 9,  Grundlafl^en  der  Geometrie.    II.  18 
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Funktionen  A^,  so  mössen  sich  diese  letzteren  ¥crnüttclst  der 
beiden  linearen  Fonkrionen  darstellen  lassen;   es  mah  also  sdn: 

A^  -.  b^M*  +  2qiMX  +  e^X«. 
Kon  ist  wegen  der  Gleidmngen  (9)  and  (6)  aadi 

dQ  &C  dC        ^ 

demnach  kann  man  die  Form  M  dnrcfa  die  Form  C  ersetzen. 
Alsdann  zciicgt  sich  die  Gleichung  (4)  Ar  jede  gerade  Pernm- 
tation  a^  ßs  j  der  Marken  1»  2,  3  in  die  beiden  Qeichangen: 

d  (b^C  +  C;?K)    _  S  (byC   -f   Cyli)  ^ 

(IQ)  ^r  hß  '^ 

^^       ^  (SßC  +   e;?N)    ^  9   (CyC  +  CyN) 

dyy  ~  ^^  ■ 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dafe  CjC  +  c^N,  c,C  +  c,N, 
CgC  -|-  e,N  die  Ableitungen  einer  quadratischen  Form  nach  y^, 
y,,  yg  sind.  Da  sich  diese  wieder  durch  C  und  N  darstellen 
läfst,  zudem  C  noch  mit  einem  von  y^,  y,,  y,  unabhängigen 
Faktor  multipliziert  und  N  durch  mN  -f-  nC  ersetzt  werden  kann, 
so  darf  man  diese  Form  gleich  \  (C*  +  N*)  setzen.  Daraus 
folgt : 


(H) 


Da  ajCj  +ajC,  +  ^8^8'™^  ^^^  ^i^i+  a,e,-|-a3e3=0ist, so 
folgt  aus  der  für  A(j  angegebenen  Form,  dafs  auch  a^bj  +  a^b, 
-j-  a^bj  — »  0  sein  mufs.     Daraus  ergiebt  sich 

(12)  b(,  =  pc(>  +  qe(>,  a«  =  2s  {cßty  —  Cyeß). 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  ersten  Gleichungen  (10)  ein, 
so  folgt: 

(12*)     q  +  s=l. 
Zugleich  geht  der  obige  Ausdruck  für  Ap  über  in: 

(13)  Ap  =  (pc(,  +  qe^)  C*  +  2c(,RN  +  e^N«. 

Nun  zeigen   die   Gleichungen   (7),   dafs   es  lineare   Formen 
M(>,  N(>  für  ()  =  1 ,  2,  »3  giebt,   für  welche  die  Gleichungen  er- 
füllt sind: 
MjA^  +  M,A,  +  M3A3  =  0;  N,A,  +  N,A,  +  N3A3  =  0. 
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Indem  wir  etwa  in  die  erste  Gleichung  die  Werte  aus  (13) 
einsetzen  und  beachten,  dafs  die  Formen  C  und  N  von  einander 
unabhängig  sind,  erkennen  wir,  dafs  für  C  =  0  auch  jedesmal 
e^Mj  +  CjM,  +  CjMg  =  0  sein  mufs,  und  dafs  ebenfalls  mit 
N  auch  p  (c^M,  +  c^M,  +  c^N«)  +  q  (ejM^  +  e^M,  -f  ejNj) 
verschwinden  mufs.     Wir  dürfen  daher  setzen: 

p  (c^Mj  +  c,M,  +  C3M,)  +  q  (e^M,  +  e,M,  +  e,M,)  -  IN. 

Hiernach  geht  die  aus  MjA^  -{-  M^A^  +  M3A3  —  0  ge- 
wonnene Gleichung  über  in 

plC  +  21N  —  2qkC  +  kpN  =  0, 

welche  verlangt,  dafs  pl  —  2qk  =  0,  21  +  kp  =  0  oder  dafs 

pi  -j_  4q  =«  0 

ist.     Es  geht  somit  der  Ausdruck  für  Ap  über  in: 

4A(,  =  4cp  (2CN  +  pC«)  +  ep  (4N>  —  p«C>). 

Die  drei  quadratischen  Formen  Ap  haben  also  den  Faktor 
pC  +  2N  gemeinschaftlich.  Beachten  wir  die  Gleichungen  (11) 
und  berücksichtigen  noch,  dafs  die  Ableitungen  von  J  nach  y^, 
y^,  yg  den  Funktionen  A^,  A^,  A3  proportional  sind,  so  zeigt 
sich,  dafs  J  eine  blofse  Funktion  von  C  und  N  ist,  welche  durch 
Integration  einer  homogenen  linearen  Differential-Gleichung  mit 
linearen  Koefficienten  gefunden  wird.  Die  Theorie  einer  solchen 
Differential-Gleichung  darf  hier  wohl  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden.     Indem  wir  das  thun,  gelangen  wir  zu  dem  Resultate: 

»Wenn  zwischen  den  drei  Formen  B^,  B,,  Bg  zwei  lineare 
Bedingungen  bestehen,  so  hat  die  Invariante  entweder  die  Form 

oder  die  Form 

wo  Lj    und  Lg   homogen  linear  in   den  Differentialen  y^,  y^, 
y3  sind.« 

6.  An  dritter  Stelle  kann  zwischen  den  drei  Formen  Bj> 
Bj,  B3  eine,  und  zwar  eine  einzige  Bedingung: 

(14)    a,B,  +a,B,  +  a3B3  =  0 

18* 
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bestehen.  Diese  führt  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (5)  zu 
den  Relationen: 

Bj  B,  Bg 

Wenn  hierin  nicht  jeder  Zähler  durch  seinen  Nenner  teilbar 
ist,  so  ist  R  ein  Bruch,  dessen  Zähler  vom  zweiten  und  dessen 
Nenner  vom  ersten  Grade  in  y^,  y,,  yg  ist.  Von  diesem  Nenner 
sind  Bj,  Bg,  Bg  nur  durch  Faktoren  verschieden,  welche  von  y^ 
Yfy  Ys  unabhängig  sind.  Dieser  Fall  ist  aber  soeben  erledigt; 
er  erfordert,  dafs  zwischen  B^,  B^,  Bg  noch  eine  zweite  lineare 
Beziehung  besteht.  Demnach  müssen  wir  hier  voraussetzen,  dafs 
jeder  Zähler  durch  seinen  Nenner  teilbar  ist,  und  dafs  infolge 
dessen  R  eine  Funktion  ersten  Grades  in  y^,  y^,  yg  ist. 

An  erster  Stelle  dürfen  wir  annehmen,  dafs  R  identisch  ver- 
schwindet.    Dann  verhält  sich 

^  '  >      '  IT-  =  a.  :  a«  :  a«,  oder  es  ist: 

^yi    ^y«    ^y^r      '     '     ' 

J  =  m  (a^y^  +  a,y,  +  agyg). 
Dieser  Fall  ist  in  der  vorhin  erhaltenen  Form  für  specielle  Fälle 
der  Exponenten  eingeschlossen. 

Wenn  aber  die  Form  R  eine  eigentliche  Form  ersten  Grades 
ist,  so  diffierentiiere  man  die  Gleichung: 

(15)     2ißky  —  ayA/?  =  Bö  R 

nach  ya  und  addiere  die  drei  auf  diese  Weise  erhaltenen  Glei- 
chungen. Dadurch  gelangt  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
(4),  (5),  (6)  zu  der  Relation: 

Weil  aber  R  vom  ersten  Grade  in  y^,  y^,  yg  ist,  so  stellt 
diese  Gleichung  eine  lineare  Beziehung  zwischen  Bj,  Bg,  Bg  dar. 
Bei  der  hier  gemachten  Annahme  mufs  diese  auf  die  Gleichung 
(14)  hinauskommen,  oder  es  ist: 

(16)     R  =  j  (a^y^  +  agy^  -f  agyg). 

Beiläufig  zeigt  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  (15),  dafs 
die  Ableitungen  der  Invariante  nach  den  Differentialen  bis  auf 
einen  von  y^,  y,,  yg  unabhängigen  Ausdruck  bezw.  gleich  sind 
R'Pj,  R'P„  Rip,. 
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Der  partiellen  Differential-Gleichung: 

^^Yi  ^^y»  ^Ys 

genügt,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Form  R.    Um  ihre  weiteren 

Lösungen  zu  finden,    gehen  wir  in  bekannter  Weise  von  dem 

System  gewöhnlicher  Differential-Gleichungen  aus: 

Bi         Bg         ßg ' 
Diese  Gleichungen  ersetzen  wir  durch  die  folgenden: 

ü  Gl  dyi  2Jgi  dyi        2hi  dy< 

~^~ei~B7  ~  "i:gi  Bi    ^  Hhi  Bi  • 
Kann  man  die  Koefficienten  so  wählen,  dafs  ist: 

-Sex  yi  =  coj  2 et  Bi,  2^gi  y^  =  cOg  2 gi  Bi, 
2  hl  \i  =  CÖ3  2  hl  Bi, 

so  sind  die  Lösungen: 


Ca  ^hiyi  +  h^yg+hgyaj'^« 


In  unserem  Falle  möge  sein: 

Ba  =  JShapyp, 

Dann  ist  die  aus  den  Koefficienten  hag  gebildete  Determi- 
nante gleich  null,  während  die  Unterdeterminanten  nicht  sämtlich 
verschwinden;  zudem  ist  infolge  der  Gleichung  (6) 

Von  den  Wurzeln  der  Gleichung 
I     b^— CD     bi2  bi3 

•  ^tl  b,j—     CO  bgg 


•^81  ^82  •^83—«^ 


0 


ist  also  eine  gleich  null,  und  die  beiden  anderen  sind  entgegen- 
gesetzt gleich.  Wenn  diese  also  nicht  ebenfalls  verschwinden, 
so  hat  man,  weil  die  verschwindende  Wurzel  zu  der  Lösung 
#  ™  R  führt,  nur  das  zu  den  beiden  anderen  Wurzeln  gehörende 
Verhältnis  zu  berücksichtigen.  Da  diese  Wurzeln  entgegengesetzt 
gleich  sind,  führen  sie  auf  die  Lösung: 

S  =  (Ciyi  +  e.y^  +  ejyg)  (g^y^  +  g^y,  +  gaya). 
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Wenn  aber  die  drei  Worzeln  verschwinden,  so  kann  man 
zu  der  Form  R  zwei  lineare  L^  nnd  L,  so  hinznfugen,  da&  zo 
der  Gleichung  dR  =  0  hinzukommt: 

dL^  dL, 

nL,  +nR~   pR" 
Somit  ist  die  zweite  Lösung  in  diesem  Falle: 

*  —  pRLj  —  i  mL,*  —  nRL,. 
Jeden£dls  genügt  der  obigen  partiellen  Differential-Qeichuog 
neben  der  linearen  Form  R  noch  eine  quadratische  Form  S.   Aus 
den  drei  Gleichungen: 

0')   Qt;^+Q,^+Q.f-  =  ^ 


ergiebt  sich: 


(18)    P«  =  a«  V  +  W  ^^ 


9\a 

Nun  liefern  die  beiden  ersten  Gleichungen  (17)  die  Relation: 

Da  man  aber  die  Funktion  S  mit  einem  beliebigen  von  y^, 
y,,  y^  unabhängigen  Faktor  multiplizieren  kann,  ohne  dafs  sie 
aufhört,  der  zweiten  Gleichung  (17)  zu  genügen,  so  kann  man 
diesen  so  wählen,  dafs  ist: 

(19)     Q„=a,|-a,|^. 

Eliminien  man  aus  zwei  Gleichungen  (18)  die  Funktion  V 
und  berücksichtigt  die  Gleichungen  (15)  und  (19),  so  folgt 
W  =  R.  Indem  man  die  so  erhaltenen  Werte  (18)  in  (4)  ein- 
setzt, ergeben  sich  im  Hinblick  auf  die  Gleichungen  (16)  und 
(19)  die  drei  Beziehungen: 

d    /..       1  +  1^\  d    /..       1  +  1^\ 

Nun  ist  nach  (18)  V  eine  quadratische  Form  von  y^,  Vj,  y,, 

also  auch  V —    "T     S.    Die  Ableitungen  dieser  letzten  Funktion 
verhalten  sich  aber  wie  die  Koefficienten  von  R,  also  ist: 

V  —  ^-"'■-  S  +  hR«. 
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Die  quadratische  Form  S  behält  aber  die  durch  die  zweite 
Gleichung  (17)  und  die  Gleichung  (19)  geforderte  Eigenschaft 
bei,  wenn  man  das  mit  einem  beliebigen  Faktor  multiplizierte 
Quadrat  von  R  hinzufugt.  Demgemäfs  darf  man  S  so  bestimmt 
denken,  dafs 

wird.     Alsdann  wird 

1  dya        ^  "^     Bya  Bya 

oder 

PaRj  =  -^  (Ri+iS); 

es  ist  also 

J  =  R 1 H  S, 

wo  R  eine  Form  vom  ersten,  S  vom  zweiten  Grade  in  y^,  y^, 

Ys  ist. 

Nun  haben  wir  stillschweigend  angenommen,  dafs  1  +  1  von 
null  verschieden  ist.  Wird  aber  1  =- — 1,  so  sehen  wir,  dafs 
wir  V  =  0  setzen  dürfen;  es  ist  daher  gestattet,  im  Schlufsresultat 
1  +  1  =  0  zu  setzen  oder  die  Invariante  wird  eine  quadratische 
Form  der  Ditferentiale. 

Den  Fall,  dafs  R  ein  Faktor  von  S  ist,  brauchen  wir  nicht 
zu  berücksichtigen,  da  er  bereits  vorher  erledigt  ist.  Demnach 
bleiben  nur  die  Fälle  zu  unterscheiden,  dafs  die  beiden  Gleichungen 
R  =»  0  und  S  =  0  entweder  durch  zwei  getrennte  (reelle  oder 
imaginäre)  Wertsysteme  y^,  y,,  y,  oder  durch  ein  einziges  der- 
artiges Wertsystem  befriedigt  werden.  Im  ersten  Falle  können 
wir  setzen:  S  — GH  +  kR*,  wo  G  und  H  (reelle  oder  komplexe) 
lineare  Formen  sind.  Ist  jetzt  noch  G^-Sgxyx,  H="2^hxyjf, 
so  wird  für  J  =»  RA  Sa* 

(20)  Aa  —  k  (A  +  2^)  a«  R«  +  Jla«  GH +/iga  RH  +  /iha  GR. 

Nun  existieren  nach  (7)  drei  von  den  Formen  B^,  Bj,  Bj 
verschiedene  lineare  Formen  M^,  Mg,  Mg,  für  welche  2^MxAx^=0 
ist.     Indem  wir  für  die  A«  die  Werte  (20)  einsetzen,  folgt: 

[k  (;i  +  2^)  R»  +  ;iGH|  2;a;,Mx  +itiHR  i;gxMx 

-fiuGHJ^hxMx  =0. 
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Diese  Gleichung  lehrt,  dafs  fiir  R  »■  0  iedesmal  27a«  M«  <»  0 
oder  dais  Szx  Mx  =»  pR  ist.  Die  Einsetzung  dieses  Wertes  in 
die  vorstehende  Gleichung  führt  auf  die  Beziehung: 

k  (A  +  2(i)  pR«  +  JlpGH  +  ^H  IfexM,  +  ^G  -Th^Mx  —  0. 
Für  p  =  0  müfste  IJgxMx  =  öG,  ^hxM«  =  öH  sein;  wir 
würden  also  bis  auf  einen  gewissen  Faktor  für  M^,  M,,  Mj  auf 
dieselben  Werte  gelangen,  die  sich  für  Bj,  B,,  B,  aus  den  Formen 
(20)  für  Aj,  Aj,  Ag  ergeben.  Dieser  Fall  ist  auszuschlieisen. 
Ist  aber  p  von  null  verschieden,  so  mufe  entweder  für  G«-H««0 
auch  R  =«  0  sein,  oder  es  mufs  k  (A  +  2(i)  =  0  sein.  Im  ersten 
Falle  erkennen  wir  unmittelbar,  dafs  die  quadratische  Form  S  in 
das  Produkt  zweier  Formen  ersten  Grades  zerfällt,  im  zweiten 
Falle  folgt  dasselbe  aus  der  Gestalt,  welche  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (20)  annimmt.  Die  Invariante  ist  also  J  =  RA  Ga«  H". 
Wenn  aber  den  Gleichungen  R  =  0  und  S  =  0  ein  einziges 
Wertsystem  genügt,  also  S  =  RG  +  H^  gesetzt  werden  kann; 
und  wenn  dann  die  Differentiale  y^,  yg,  y^  in  G  wieder  die 
Koefficienten  gi,  g,»  gs»  in  H  die  Koefficienten  h^,  h,,  hg  haben, 
so  wird 

Aa  =  aa  (il  +  (i)  RG  +  jla«  H«  +  2^vha  RH  +  ^gR». 
Jetzt  geht  die  Gleichung  -SAxMx^-O  über  in 
\(X-\-ii)  HR  +  ;iH«]  i;ax  Mx  +  2^RH  JSh^  Mx  +it/R»  2:gx  Mx  —  U. 
Hieraus  ergiebt  sich  wieder 

^ax  Mx  =  pR, 
und  demnach: 

p  (;i+^)RG  +  ;ipH*  +  2^H  i;hxMx  +  ^R  2;gxMx=  o. 

Da  der  Wert  p  =  0  aus  demselben  Grunde  wie  vorher  aus- 
geschlossen ist,  mufs 

;ipH  +  2fiv  2:hxMx=qR 
(X-li)  pG  +  /i  ^gx  Mx  =  -  qH, 
sein,  woraus  sich  in  Verbindung  mit  (21)  nach  beliebiger  Wahl 
von  p  und  q  die  Werte  von  M^,  Mg,  Mg    eindeutig  ergeben. 
Wir  erhalten  demnach  für  die  Invariante  auch  noch  die  Form: 
J  =  (GR  +  H2)i"RA. 

7.  Es  erübrigt  jetzt  noch,  den  Fall  zu  betrachten,  dafs  die 
Formen  Bi ,  B2 ,  B3  von  einander  unabhängig  sind.  Da  die 
Gleichung  (5)   identisch  befriedigt  wird,   so  mufs  für   dasjenige 
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Verhältnis  der  Differentiale  yi,  yj,  ys,  für  welches  B^  und  By 
verschwinden,  auch  jedesmal  Aa  gleich  null  werden.  Demnach  ist : 

Ai  =  L2B3 — Ls'B^>  A2=L3Bi — Lios,  Ajs^LxBj — Lj'Bi, 

wo  Li,  Lj,  Ls,  Li',  L»',  L3'  lineare  Formen  von  yi,  y2,  ys  sind. 
Hiernach  geht  die  Gleichung  (5)  über  in 

(Li-L,)  B,B3+(L,-L,')  B3B,+(L,-L3')  BiB^-O, 

aus  welcher  Gleichung  hervorgeht,  dafs  mit  Ba  auch  jedesmal 
La  —  La'  verschwindet,  oder  dafs  ist: 

La  -La'  =  q«  Ba, 

WO  qi,  qs,  qs  blofse  Funktionen  von  Xi,  x^,  Xs  sind.  Die  Ein- 
setzung dieser  Werte  in  die  vorangehende  Gleichung  liefert  noch 
die  Beziehung: 

qi  +  q«  +  qs  —  o. 

Zugleich  wird: 

Ai  =  LjBs  —  LsBj  -|-  qsBjBs, 
Aj  =  L3B1  —  L1B3  -\-  qdBsBi, 
As  «=  LiB»  —  L2B1  +  qiBiBi. 

Jetzt  bestimme  man  drei  Faktoren  n,  r»,  r^  durch  die  For- 
derung: 

r«  —  rj,  =  qj,  rs  —  ri  =  qi,  ri  —  r»  =  qi, 

was  infolge  der  zwischen  qi,  q«,  q^  bestehenden  Gleichung  mög- 
lich ist,  und  setze: 

La  =  Ma  —  ra  Ba. 

Dadurch  erhält  man  folgende  Darstellung  der  Formen  Aa: 

(22)    Aa  =  MßBy  —  My  Bft, 

Da  die  Formen  Bi,  B^,  B3  von  einander  unabhängig  sind, 
können  wir  auch  die  Formen  Mi,  M2,  M3  durch  B|,  B2,  B«  dar- 
stellen; wir  setzen: 

Ma  =  2^agBg, 
9 

Indem  wir  diese  Werte  in  die  Gleichungen  (22)  einsetzen 
und  dann  nach  der  Vorschrift  (4)  die  Formen  Bi,  B^,  Bj  bilden, 
ergeben  sich  zwischen  ihnen  lineare  Beziehungen.  Nun  sollen 
diese  Formen  Ba  von  einander  unabhängig  sein;  also  müssen  die 
einzelnen  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten  der  erhaltenen  Gleichungen 
dieselben  Koefficienten  haben. 
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Demnach  ergeben  sich  die  Relationen: 

1  =  2(  2ißQ  ^  +  ayp  ^  +  apa  ^— -  1 

Die  erste  Gleichung  kann  man  auch  in  der  Form  schreiben  : 

-        „       dBp        _^/      dBp  dBa  \ 

1  =  i;  apa  ^  -^  —  ^   aap  ^  ^  —  apa  ^ —  1. 

p,a     ^y^     pV     <^y«         ^yp/ 

Demnach  hat  die  letzte  Summe  für  a  »»  1,  2,  3  denselben 
Wert^  und  da  die  Addition  der  drei  so  erhaltenen  Summen  den 
Wert  null  liefert,  so  mufs  jede  für  sich  verschwinden.    Es  ist  also: 

(24)     2;a«p   /-^ap«.-—. 

p      ^y«  ^^9 

Setzt  man  noch  Ba  =>  27bapyp,  so  gehen  die  letzten  Glei- 

9 

chungen  über  in: 

ä23b82  —  ^S2b93  =  a3ibi3  —  ai^bai  ="ai2b8i  —  a^ibis  =  p. 

In  zwei  Gleichungen  (23)  kommt  die  Differenz  ^ßß  —  ayy 
vor;  indem  man  diese  eliminien,  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

pbaa  +  ^yß\>ßük>ay  —  a^ybyabay?  =  q, 

WO  die  Gröfsen  p  und  q  von  der  Wahl  der  Marken  a,  ft  y  un- 
abhängig sind.  Die  letzten  sechs  Gleichungen  gestatten,  falls  die 
Differenz  b2,b3ibj2  — '^32'^2i'^i3  ^^^  "^^  verschieden  ist,  die 
Koefficienten  zßy  durch  p  und  q  darzustellen.  Indem  man  die 
(nicht  verschwindende)  Determinante  der  b«x  mit  ^  und  den 
Koefficienten  von  b/x  in  dieser  Determinante  mit  /^ix  bezeichnet 
und  die  mit  gewissen  Koefficienten  multiplizierten  Ausdrücke  p 
und  q  durch  x  und  n  ersetzt,  gelangt  man  zu  folgender  Dar- 
stellung der  Koefficienten  n«: 

a^  =  Thii  +  ^  bii  +  r,  a/x  =  X\>ix  +  ^  i^x«  (x  ^  /), 

P  P 

und  es  wird: 

(25)     M«  =  ;i  (b«  1  Bi  +  ba  2B2  +  b«  3B3)  +  //y«  +  rBa, 

wo  Jl,  //,  V  blofse  Funktionen  von  x^,  Xg,  Xg  sind. 

Diese  Darstellung   der  Formen  M^,  Mg,  M3  führt   uns  auf 
das  Problem,  eine  Form  N  =  c^Vi  -[-  c^yg  +  Cgyg   zu   suchen, 
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welche  nur  mit  einem  gewissen  Faktor  cd  multipliziert  wird,  wenn 
man  die  y^,  y,,  yg  durch  B^,  B,,  Bg  ersetzt;  dann  weist  die 
vorstehende  Darstellung  darauf  hin,  dafs  die  Form  N  auch  nur 
mit  einem  Faktor  cd'  multipliziert  wird,  wenn  man  y^,  y,,  yg 
durch  Mj,  M,,  Mg  ersetzt. 

Wir  wollen  diesen  Gedanken  durchführen.     Die  Gleichung 

b^i  —  CD    bi,  big  I 


(26) 


b»l  bj,—  CD      b,3  —  0 

^81  bg,  bgg   —  CD 


hat  drei  von  null  verschiedene  Wurzeln  cd^,  cd,,  cDg,  deren  Summe 
wegen  der  Gleichung 

verschwindet.  Wir  behandeln  zunächst  den  Fall,  dafs  die  Wurzeln 
ungleich  sind.  Für  jede  Wurzel  cd«  haben  die  drei  Unterdeter- 
minanten, welche  man  durch  Auslassung  der  in  einer  Horizontal- 
reihe stehenden  Elemente  erhält,  dasselbe  Verhältnis.  Bestimmt 
man  daher  die  Gröfsen  Cx^,  Cx„  Cxg  durch  die  Forderung 

Cxi  :  Cx2  :  Cxs  =  <Ox*  +  biiCDx+  ßn  :  ßi^ 
+  a>xb2i  :  ßis  +  cDxbsi, 
und  setzt 

(27)    Nx  =  cxiyi  +  Cx8y2  +  cxsys, 
so  ist 

CxiBj  -f-  CX2B8  +  CxsBs  =  coxNx. 

Um  die  Beziehung  der  Formen  Ni,  N«,  Ns  zu  den  Formen 
Ma  zu  erkennen,  führe  man  für  den  Augenblick  die  Bezeich- 
nung ein: 

Ma'  =  bffiBi  -f-  bagB«  4"  basBj 

und  bestimme  eine  lineare  Form  N'  =  Ci'Bi  -}-  c^'Be  +  CsBs' 
durch  die  Forderung,  dafs  cd'N'  =  Ci'Mi'  +  CjM^'  +  c^'Mg'  sein 
soll.  Die  Gröfse  cd'  ist  wieder  eine  Wurzel  der  Gleichung  (26), 
und  zu  jeder  gehört  wieder  ein  Verhältnis  der  Gröfsen  c/,  c»', 
Cs',  welches  in  der  angegebenen  Weise  bestimmt  wird.  Setzen 
wir  also 

Nx  =  CxiBi  +  CX2B2  -f  CX3B3, 
so  folgt: 

Nx'  =  coxNx  und  CxiMi'  +  CX2M2'  +.CX3M3'  =  cdv*Nx 
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Demnach  ist: 
c«iMi  +  CjriM,  +  CjcjMs  =  (2a»jr*  +  ^  +  wo»)  N«. 

\mi  ist  es  angebracht,  die  drei  Fonnen  Ni,  Xf,  Ks  der 
DarsteUung  za  Grande  zu  legen.  Vor  allem  kommt  es  darauf 
an,  die  Ausdrücke  At,  As,  As  durch  die  X«  darzoscdlen.  Das 
gelingt  recht  einfach  in  folgender  Weise. 

Indem  man  die  zuletzt  gefundenen  Relationen  benutzt,  bilde 
man  den  Ausdruck: 

\mß  {Imy  '  +  /i  +  w»y )  —  ©y  (kmß*  +  /"  +  w»^)!  N>Ny. 

Dann  ergiebt  sich  unter  Anwendung  der  Gleichungen  (22) 
(mß  —  a>y)  {imßiDy  —  fi)  N^Xy  =  (cß^Cys  —  CjfC^,)  A, 

+  (c^sCy,    —  CyjC^i)  A,   +  (c^lCj*   —  CyiCßf)  A,. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  liefen  unter  Benutzung 
einer  leicht  verständlichen  Abkürzung: 

Aä  =  CiaTiNtNs  +  CfctTjNjXi   -|-  CjaTsNiXs- 

Die  Gröisen  At,  At,  Aj  werden  also  die  Ableitungen  nach 

Vi,  Vf,  Vs,  wenn  man  sie  mit  Ni  *        Xj  *        Xj  *         multi- 
pliziert.    Demnach  hat  die  Invariante  die  Form: 

V  ^'    V   ^-   V   ^^ 

—  Ai         Af         Aj         , 

wo  Xi,  Xi,  Xj  lineare  Formen  von  Vj,  vj,  vj  sind. 

Wenn  die  Gleichung  (26)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat  und  tiur 
sie  alle  Unterdeterminanten  verschwinden,  so  erleidet  das  Resultat 
keine  weitere  Änderung,  als  dafs  einer  der  Exponenten  Ti,  t»,  tj 
verschwindet.     Dieser  Fall  ist  aber  bereits  erledigt  und  kommt 
deshalb  hier  nicht  in  Betracht.     Da  es  unmöglich  ist,  dafs  alle 
drei  Wurzeln  der  Gleichung  (26)  gleich  sind,  so  haben  wir  nur 
noch   den  Fall  zu   untersuchen,    dafs   tur  die  Doppel wurzel  die 
Unterdeterminanten  nicht  sämtlich  verschwinden.  Dann  bestimmen 
^^-ir  die  KoetEcienten  c  so,  dals  die  Gleichungen  bestehen: 
«^iiBi  +  »^liB«  +  M^Bj  =  a>,Xi 
<^i\^i  +  «^i«Bj  +  CjjBj  =  cj>jXj 
•^31  Bj  +  «^sjBä  +  »^sjBj  =  o^Xj  +  pXf. 
Zugleich  wird  jetzt: 

♦^llMl  +  WiMi  +  MsMj  =  COi-Xi 
*^iwll  ~i~  ^ir^l«  ~r  C*j^ls  =  ft>j"N* 
»^SlMl      +  »^3  2  Mi     +   C3  3.\Ij     =  «><*Xj    +  üXj. 
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Mit  diesen  Ergebnissen  operieren  wir  in  der  vorhin  ange- 
gebenen Weise  und  gelangen  zu  dem  Resultate: 

Aa=  CjaTiNj«  +  Ca«  (—  r^NiNg  +  r3NiN,)  +  Cgar^NiNj. 

Demnach  wird  jetzt  die  Invariante: 

8.  Die  vorangehende  Entwicklung  stützt  sich  auf  die  An- 
nahme, dafs  die  Differenz  b^gfagibj^  —  '^sj^ji^is  ^^^  null  ver- 
schieden ist.  Nun  ist  es  zwar  nicht  schwierig,  den  ausgeschlossenen 
Satz  in  ähnlicher  Weise  zu  erledigen.  Indessen  dürfte  eine  Me- 
thode den  Vorzug  verdienen,  welche  uns  nicht  zwingt,  verschie- 
dene Fälle  zu  unterscheiden.  Wir  wollen  daher  die  gewonnenen 
Resultate  auf  einem  zweiten  Wege  herleiten.  Aus  den  Gleichungen 
(23)  und  (24)  folgt  für  beliebige  Gröfsen  c^,  c,,  Cg  ganz  all- 
gemein : 

(28)     JS  Cp  ^gahaa  =  ^  Cp  hpa^iaa. 

Jetzt  bestimme  man  die  Gröfsen  c^,  c,,  Cg  so,  dafs  die  drei 
Gleichungen  bestehen: 

-T  cq  bpa  =  coca  (a  =  1,  2,  3). 

Dadurch  sind  wir  wieder  auf  die  Gleichung  (26)  gefuhrt, 
und  die  Gröfsen  c  ergeben  sich  unter  Beibehaltung  der  firüheren 
Bezeichnung  wieder  aus  dem  Verhältnis: 

Cj  :  Cj  :  Cg  =co»  -f  h^^m  +  ß^^:  obj,  +  ß^i  -  (»^13  +  ßsi- 

In  dem  Falle,  dafs  die  Gleichung  (26)  drei  verschiedene 
Wurzeln  hat,  gehört  zu  jeder  ein  System  von  Koefficienten  c. 
Für  jedes  derartige  System  geht  die  Gleichung  (28)  über  in 

2  Cp  2Lpahaa  ^=*(0  Sca  ^aay  oder 
9,0  o 

S  Ca  Zaa  (haa  —  coi)  -\-  JJca  ^aßhßa  -\-  2ca  Siayhya  =—  0. 
a  a  a 

Die  Bestimmung  der  Gröfsen  Uca^i,  Sca^io^y  HcoZa^ 
fuhrt  also  wieder  auf  die  Gleichung  (26),  und  die  letzten  Gröfsen 
haben  dasselbe  Verhältnis  wie  die  Gröfsen  c^,  Cg,  Cg.  Dem- 
nach ist: 

2  Ca^ai  =»  CDCi,  2  Ca^a %  ^=  Q^  Cg,  ^  Ca aa 3  =  CO Cs. 
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Indem  wir  diese  Gleichungen  mit  Bi,  B^,  B«  multiplizieren, 
und  die  Formen  Ni,  Nj,  Nj  in  der  früheren  Weise  einfuhren, 
folgen  die  Beziehungen: 

CaiMi  +  CaiMj  +  CasMs  «=  CD«'  (CaiBi  +  Ca  2^9  +  CaiBj) 

=a»  (Da  (Da  '  Na  . 

Wir  können  daher  jetzt  auch  die  Formen  A^,  A,,  A,  auf 
die  oben  angegebene  Weise  vermittelst  der  Formen  N^,  N,,  N, 
darstellen  und  gelangen  für  die  Invariante  auf  die  Form: 

J  —  ^J^  n/*  N,""»  . 

Die  Änderungen,  welche  an  dieser  Entwicklung  angebracht 
werden  müssen,  wenn  die  Gleichung  (26)  eine  Doppel wurzel 
besitzt,  für  welche  nicht  sämtliche  Unterdeterminanten  verschwinden, 
sind  so  unbedeutend,  dafs  sie  nicht  erwähnt  zu  werden  brauchen. 
Dagegen  ist  jet2.t  eine  genauere  Untersuchung  für  den  Fall  nötig, 
dafs  für  eine  Wurzel  alle  Unterdeterminanten  gleich  null  werden. 
In  diesem  Falle  benutzen  wir  zur  Darstellung  der  Gröfsen  hix 
drei  Größen  gj,  gj,  gg,  deren  Summe  nicht  verschwindet,  und 
setzen  fest,  dafs 

b,3b3jbij  =  gig,g3 
ist.     Dann  mufs  sein: 

Die  Doppelwurzel  ist  gleich 

a>  =  — ^^"'"^«  +-^-%   und 

1^11     =     81      +     0>>       ^2i     ==82     +     0^»       bgg     =     gg     +     ©. 

Sobald  die  Koefficienten  Cj,  Cj,  Cg  der  Bedingung  genügen: 

(29)     c,  (b,,-a>)  +  c,b,,  +  Cgbg,-0, 

werden  auch  die   beiden  entsprechenden  Gleichungen  befriedigt, 
sowie  die  drei  Gleichungen: 

2J  Ca  (a<7a  (haa  —  Co)  +  ^aßhßa  +  aayCya}  =  0. 

(7 

Genügen  die  Koefficienten  c  jetzt  noch  zwei  von  den  Glei- 
chungen : 

-^  Ca  a<ji  =  o>'Ci,  2ca^at  =  (o'c^y  ^aSiaz  =  0JC3, 
so  genügen  sie  auch  der  dritten.     Nun  ist  die  Gleichung 

ÜCa^ai  :  2Jcaüai  =  Ci  :  C» 
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vom  zweiten  Grade  in  c^^  c,,  c^;  man  genügt  ihr  in  Verbindung 
mit  der  Gleichung  (29)  entweder  durch  zwei  verschiedene  Sy- 
steme Cj,  c,,  C3  oder  durch  ein  einziges.  Dementsprechend 
erhalten  wir  für  die  Invariante  wieder  eine  der  beiden  Formen, 
die  wir  in  Nr.  7  angegeben  haben. 

9.  Die  verschiedenen  Ausdrücke,  welche  wir  durch  die  voran- 
gehende Entwicklung  für  die  Invariante  erhalten  haben,  lassen 
sich  auf  die  wenigen  Typen  zurückführen: 

N 

wo  Q  eine  quadratische  Form,  L,  M,  N  lineare  Formen  in  den 
Differentialen  sind,  und  wo  einzelne  unter  den  Exponenten  auch 
gleich  null  sein  können.  Auch  müssen  im  letzten  Ausdruck,  wenn 
die  Exponenten  X  und  /i  beide  von  null  verschieden  sind,  die 
Formen  L  und  Q  in  der  Beziehung  stehen: 

Q=LM  +  N«, 
wo  M  und  N  noch  zu  bestimmende  lineare  Formen  sind. 

10.  Gehen  wir  jetzt  wieder  auf  die  Matrix  (2)  zurück.  Die 
aus  ihr  gebildeten  Determinanten  liefern  uns  die  Verhältnisse  der 
Ableitungen  der  Invariante  nach  den  Variabein  x^,  Xj,  Xg  und 
nach  den  Differentialen  y^,  y,,  yg.  Dadurch,  dafs  soeben  die 
verschiedenen  Typen  angegeben  sind,  welche  die  Invariante  als 
Funktion  der  Differentiale  annehmen  kann,  sind  die  Ableitungen 
nach  den  Differentialen  selbst  gegeben.  Demnach  kennen  wir 
den  Multiplikator,  mit  dem  wir  die  einzelnen  Determinanten 
multiplizieren  müssen,  wenn  sie  den  Ableitungen  gleich  werden 
sollen.  Somit  sind  auch  die  Ableitungen  nach  den  Variabein  x^, 
Xg,  Xg  bekannt. 

Dieser  Weg  dürfte  besonders  geeignet  sein,  die  verschiedenen 
Formen  zu  bestimmen,  welche  die  Invariante  als  Funktion  von 
Xj,  Xj,  Xg  annehmen  kann.  Indessen  ist  diese  Kenntnis  für  unsern 
nächsten  Zweck  nicht  notwendig.  Demnach  dürfen  wir  uns  mit 
folgender  Bemerkung  begnügen. 

Sind  a  und  ß  zwei  (gleiche  oder  ungleiche)  Marken  aus  der 
Reihe  1,  2,  3  und  setzen  wir: 

*i  •    ^J   -  R«  •  A^ 
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SO  zeigt  ein  Blick  auf  die  aus  der  Matrix  (2)  gebildeten  Deter- 
minanten, dafe  Ra  vom  dritten,  Aß  vom  zweiten  Grade  in  den 
DifTerentialen  ist. 

Legen  wir  für  J  die  soeben  angegebenen  Ausdrücke  zu 
Grunde,  so  erkennen  wir,  dafs  die  Exponenten  X,  fi,  v  auch  von 
den  Variabein  x^,  x,,  Xg  unabhängig,  also  blofse  Konstante  sind. 
Einem  dieser  Exponenten  dürfen  wir,  falls  er  nicht  verschwindet, 
einen  beliebigen  von  null  verschiedenen  Wert  beilegen,  ihn  also 
etwa  gleich  eins  setzen. 

§  ^• 

Über  die  Gruppen,  welche  einer  in  den  Differentialen 

homogenen  linearen  Gleichung  genügen. 

1.  Für  unsern  nächsten  Zweck  ist  es  nicht  notwendig,  alle 
Gruppen  aufzustellen,  zu  denen  die  vorangehende  Untersuchung 
führt;  wir  wollen  aber  an  einer  späteren  Stelle  im  stände  sein, 
aus  den  Gruppen,  zu  denen  eine  Invariante  von  der  angegebenen 
Art  gehört,  diejenigen  auszuscheiden,  für  welche  bei  der  Ruhe 
eines  Punktes  ein  den  Punkt  enthaltendes  Gebilde  in  sich  ver- 
bleibt. Zu  dem  Ende  ist  es  gut,  eine  allgemeine  Untersuchung 
einzuschalten,  deren  Wesen  wir  zunächst  charakterisieren  wollen. 

Ist  die  Gleichung  R  =  0  homogen  in  den  Differentialen,  so 
gehört  zu  jedem  Wertsystem  xi,  x^,  X3  der  Variabein  eine  ein- 
fach unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Ditferentialen  yi,  y?,  ys,  für 
welche  die  Gleichung  erfüllt  ist.  Wenn  jetzt  die  Invariante  einer 
Gruppe  die  Form  hat  RpS,  wo  q  von  null  verschieden  ist,  so 
darf  jene  Mannigfaltigkeit  durch  die  Transformationen  der  Gruppe 
nicht  geändert  werden.  Alle  Transformationen  der  Gruppe,  bei 
denen  ein  Punkt  in  Ruhe  bleibt,  führen  die  von  ihm  ausgehenden 
Differentiale,  welche  der  Gleichung  genügen,  wieder  in  solche 
Differentiale  über;  wenn  aber  ein  Punkt  (x)  in  (x)  übergeführt 
wird,  so  verwandelt  sich  die  angegebene  Mannigfaltigkeit  der  von 
(x)  ausgehenden  Differentiale  in  die  Gesamtheit  derjenigen  Diffe- 
rentiale, welche  der  Gleichung  R  =  0  genügen,  nachdem  noch 
die  Werte  xi,  x^,  X3  durch  Xi',  x/,  xs'  ersetzt  sind.  Dazu  ist 
notwendig  und  hinreichend,  dafs  alle  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  die  Gleichung  R  =  0  befriedigen.    Mit  anderen 
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Werten,  sindgi,  §2,  1$  die  Komponenten  einer  unendlich  kleinen 
Transformation  der  Gruppe,  so  mufs  jedesmal  die  Gleichung  er- 
füllt sein: 

^  (at*  +  ^  '^  )-""<• 

WO  0)  eine  beliebige  Funktion  von  Xi,  X2,  xs  ist. 

Nun  setzen  sich  die  Invarianten  aus  linearen  und  quadra- 
tischen Formen  zusammen;  demnach  fragen  wir  zuerst  nach  den- 
jenigen Gruppen,  welche  einer  Gleichung  ersten  Grades  genügen, 
und  dann  nach  denjenigen,  durch  welche  eine  Gleichung  zweiten 
Grades  befriedigt  wird.  Die  erste  Aufgabe  soll  uns  in  diesem, 
die  zweite  im  folgenden  Paragraphen  beschäftigen. 

2.    In  der  Gleichung 

(I)     Aidxi  +  Aädx^  +  Asdxs  =  0 

mögen  Ai,  A^,  As  beliebige  Funktionen  der  Variabein  Xi,  X2,  xs 
sein.  Soll  diese  Gleichung  durch  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation, deren  Komponenten  §i,  §2,  &  sind,  nicht  geändert  werden, 
so  mufs  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

^A 
(2)     2:  A^o  dg(>  +  2;  ~?  §a  dxg  =<d2;A^  dx^. 

Indem   wir   hierin    d^>   durch    --- dx, -f  f^  dx,-f  ^^-^  dx, 

^^  dxj       ^    '  dxj      *   '    dxg       ^ 

ersetzen  und  die  Koefficienten  von  dxi,  dx2,  dx»  auf  beiden  Seiten 
einander  gleich  setzen,  zerlegt  sie  sich  in  drei  verschiedene.  Um 
diese  recht  übersichtlich  zu  schreiben,  führen  wir  folgende  Be- 
zeichnungen ein,  wobei  wieder  a,  /J,  /  eine  gerade  Permutation 
der  Marken  1,  2,  3  bezeichnet: 

Aisi  +  A2S2  +  A3§3  =(p 

(3)   B«  =  f'^-f->: 

^   ^  dxy  d\ß 

C  =  AxBi  -f  A2B2  +A3B3. 
Offenbar  ist  jetzt  wieder: 

^^        dXi    ^    dX2    ^    (JX3 

Indem  wir  diese  Bezeichnung  anwenden,  können  wir   den 
Bedingungsgleichungen  folgende  Form  geben: 

R  i  1 1  { n  gr ,  Grundlagen  der  Geometrie.    I L  X9 


2JI0  Achter  Abschnitt.    S  6- 

(5)     ^J^^  +  B,,S   --  B,§i  =  «,A, 

1?-  +  B,g,  -  3,1,  =  cA,. 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  multiplizieren  wir  mit  A,,  die 
dritte  mit  A^  und  subtrahieren  sie  von  einander.  In  der  neuen 
Gleichung  addieren  und  subtrahieren  wir  A^g^  und  gelangen, 
indem  wir  je  zwei  der  Gleichungen  (5)  in  entsprechender  Weise 
behandeln  und  die  Bezeichnung  (3)  berücksichtigen,  zu  den  neuen 
Gleichungen : 

Cg,=B.g,  +  A,|f-A,^Jf- 


(6)     Cg,  =  B,9  +  A,  J   -  A3 


Dadurch,  dafs  man  die  Gleichungen  (5)  der  Reihe  nach  mit 
Bi,  Bj,  B3  multipliziert  und  addien,  erhält  man  die  weitere 
Gleichung: 


(7)     Cc.  =  B,  ,:   +  B,  ,:  +  B 


8 


Oxj  '  öx^  dx 


.1 


Wofern  also  die  Gröfse  C  nicht  identisch  verschwindet,  ge- 
statten die  Gleichungen  (0)  und  (7),  die  Komponenten  §1,  gg,  gj 
jeder  infinitesimalen  Transformation  und  die  unbekannte  Gröfse 
(o  durch  eine  willkürliche  Funktion  (p  (xi,  X2,  X3)  der  drei  Va- 
riabein Xi,  X2,  X3  darzustellen.  Wir  sehen,  dafs  unserer  Forderung 
in  diesem  Falle  eine  unendliche  Gruppe  genügt. 

Wenn  die  Komponenten  gi,  g^,  ga  identisch  verschwinden, 
so  mufs  nach  der  ersten  Gleichung  (3)  auch  q)  identisch  gleich 
null  sein.  Demnach  gehören  zu  ungleichen  Funktionen  9)  und 
9i  auch  verschiedene  infinitesimale  Transformationen.  Führten 
nämlich  (p  und  (pi  zu  denselben  Werten  von  gi,  gj}»  gs,  so  lieferte 
die  Funktion  q  (pi  verschwindende  Werte  der  Komponenten, 
was  nicht  möglich  ist. 

Werden    zwei    infinitesimale    Transformationen    durch     die 


1 


c 


A, 
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Funktionen  g>  und  tp  bestimmt,  so  gehört  die  aus  ihrer  Kombi- 
nation erhaltene  Transformation,  wie  wir  beiläufig  bemerken 
möchten,  zu  der  Funktion: 

J(Xi,X8))' 

WO  das  Symbol  z^       -l  die  Funktionaldeterminante  von  (p  und 

1p  nach  xa  und  x^^  bezeichnet. 

3.    Ist  die  Form 

(8)     Ajdxi  +  A,dx2  +  Ajdxa 

die  Invariante  einer  Gruppe,  soll  sie  also  durch  ihre  Transfor- 
mationen nicht  geändert  werden,  so  mufs  a>  =  0  sein.  Bei  einem 
nicht  verschwindenden  Werte  von  C  ist  die  Funktion  9),  von 
der  die  Komponenten  nach  (6)  abhangen,  wegen  der  Gleichung 
(6)  nicht  willkürlich,  sondern  mufs  der  Differentialgleichung  ge- 
nügen : 

Die  Gruppe  ist  wieder  unendlich,  aber  ihre  Transformationen 
hangen  nicht  mehr  von  einer  beliebigen  Funktion  dreier  Variabein, 
sondern  nur  von  denjenigen  Funktionen  ab,  die  einer  Differential- 
gleichung genügen.  Sind  ^  und  x  zwei  wesentlich  verschiedene 
Lösungen,  so  ist  bekanntlich  die  allgemeine  Lösung  eine  beliebige 
Funktion  von  ip  und  Xy  ^Iso 

9)  (Xi,   X2,   X3)  =  *  (ip,  x)' 

Damit  der  Punkt  (x)  durch  die  Transformation  (gi,  gj»,  gs) 
in  Ruhe  gehalten  werde,  mufs,  wie  die  Gleichungen  (3)  und  (5) 
für  CO  =  0  zeigen,  nicht  nur  q>  (x')  =  0  sein,  sondern  es  müssen 

auch  ^ — ,  ^,  ^^  nach  Einsetzung  von  x/,  xj',  X3' verschwinden. 

Nun  werden  die  Gleichungen: 

dip       dtp       dtp         öx       ^x        ^X 

ä^Xj         '        dXg         *        dXg  dXj         '        dXg  t^Xg 

infolge  der  Gleichung  (9)  für  die  Punkte   einer  gewissen  Fläche 

19* 
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erfüllt.  Gehört  der  Punkt  (x)  dieser  Fläche  nicht  an,  hat  er, 
wie  man  sich  ausdrückt,  allgemeine  Lage,  so  mufs  die  Funktion 

4>  so  gewählt  werden,  dafs  für  ihn  ^  =  0,  —  =  0,  ^  =:  0 

ist.  Dann  werden  diese  drei  Gleichungen  aber  auch  für  diejenigen 
Werte  erfüllt,  für  welche  xp  und  x  dieselben  Werte  haben  wie 
für  xi',  X2',  X3';  mit  anderen  Worten,  die  Komponenten  §1,  gj»  §9 
verschwinden  für  alle  Punkte  der  Linie: 

ip  (x)  =  tp  (x),  X  (x)  —  X  (x )• 
Dadurch  haben  wir  folgenden  Lehrsatz  gewonnen: 
»Wenn  die  Invariante  einer  Gruppe  in  drei  Veränderlichen 
für  zwei  unendlich  nahe  Wertsysteme  in  eine  lineare  Form  der 
Differentiale  übergeht,  deren  Koefficienten  die  Eigenschaft  haben, 
dafs  die  durch  die  beiden  letzten  Gleichungen  (3)  definierte  Gröfse 
C  von  null  verschieden  ist,  so  lassen  alle  Transformationen  dieser 
Gruppe,  bei  denen  ein  Wertsystem,  das  nicht  besonderen  Be- 
dingungen unterliegt,  unverändert  bleibt,  auch  die  Wertsysteme 
einer  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  ungeändert,  und  dieser 
Mannigfaltigkeit  gehört  das  gegebene  Wertsystem  selbst  an.  Unter- 
wirft man  den  Raum  den  durch  diese  Gruppe  gegebenen  Um- 
formungen, so  geht  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  Linie 
von  der  Eigenschaft,  dafs  alle  Punkte  dieser  Linie  jedesmal  ihre 
Lage  beibehalten,  sobald  einer  ihrer  Punkte  in  Ruhe  gehalten 
wird.« 

4.  Wenn  identisch  C  =  0  ist,  so  kommen  die  vier  Glei- 
chungen (6)  und  (7)  auf  zwei  von  einander  unabhängige  partielle 
Differentialgleichungen  hinaus.  Hätten  diese  keine  gemeinschaft- 
liche Lösung,  so  würden  nur  solche  Transformationen  der  For- 
derung genügen,  welche  sich  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (5) 
für  g)  =  0  ergeben.  Da  aber  hiernach  zwischen  den  Komponenten 
§i>  §2)  §3  eine  homogene  lineare  Beziehung  bestände,  müfste  die 
Gruppe  intransitiv  sein.  Damit  eine  transitive  Gruppe  der  Be- 
dingung genügt,  müssen  die  angegebenen  Difierentialgleichungen 
eine  Lösung  g)  =  M  (xi,  X2,  X3)  haben.     Jetzt  setze  man 

Aa  =  MNa, 
wodurch  B«  =  M     r— ^  —  --^     +  N/?  ^  -    —  Ny  ^  -   für  eme 

\0\y  Oxß  J  ^  dXy  *  dxß 
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gerade  Permutation  a,  ßy  y  wird.  Indem  wir  in  den  Gleichungen 
(rt)  den  Gröfsen  Aa  und  Ba  diese  Werte  geben  und  9?  durch  M 
ersetzen,  folgt 

oder  es  sind  Ni,  N2,  Ng  die  Ableitungen  einer  Funktion  N  nach 
den  Variabein  xi,  xg,  X3.     Zugleich  wird 

Jetzt  gehen  die  Gleichungen  ((>)  für  ein  beliebiges  gp  über  in 

dx^        dXy  ÖXy        dx^ 

Daraus  folgt,  dafs  der  Quotient  v^  eine  blofse  Funktion  von 

N  ist,  oder  dafs 

9)  =  Mtp  (N) 

sein  mufs.  Umgekehrt  erkennt  man  auch  sofort,  dafs,  wofern  M 
irgend  eine  Lösung  der  gegebenen  Differentialgleichungen  ist  und 
die  Funktion  N  in  der  angegebenen  Weise  daraus  bestimmt  wird, 
die  Funktion  g)  =  Mip  (N)  für  eine  beliebige  Funktion  ip  von  N 
den  Gleichungen  (6)  und  (7)  genügt.  Die  erste  Gleichung  (3) 
geht  jetzt  über  in 

^'''UxJ^+öx,'^+^rJ^  =  'P^^^^ 
und  jede  Gleichung  (5)  nimmt  die  Form  an: 

^'''  ^^^  dx«  +  1^*'  dxj  +  *ä  dx,  +  ^'  HxJ  dxa 

oder  führt  auf  die  Relation: 

(11)     cM  =  M,^.  (N)  +  I,  ^^^  +  g,  ^^-  +  ^3  ^. 

Nachdem  M  und  N  in  der  angegebenen  Weise  bestimmt 
sind,  hangen  die  Gröfsen  gi,  §2>  ä?  co  in  der  durch  die  Glei- 
chungen (10)  und  (II)  dargestellten  Weise  von  einer  beliebigen 
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Funktion  ?p  (N)  von  N  ab.  Wie  wir  sehen,  sind  auch  nach 
Annahme  dieser  Funktion  die  Werte  von  |i,  |t>  &  noch  nicht 
bestimmt;  sie  müssen  nur  so  gewählt  werden,  dafs  sie  der  Glei- 
chung (10)  genügen ;  dann  ist  cd  durch  die  letzte  Gleichung  voll- 
ständig gegeben. 

Nun  stellt  die  linke  Seite  von  (10)  bis  auf  einen  unendlich 
kleinen  Faktor  die  Änderung  dar,  welche  die  Funktion  N  durch 
eine  infinitesimale  Transformation  (gi,  §t>  Ss)  erleidet.  Die  Trans- 
formationen der  Gruppe  ändern  also  den  Ausdruck  N  nicht  be- 
liebig, sondern  verwandeln  ihn  regelmäisig  in  eine  blofse  Funktion 
von  N  selbst.  Demnach  geht  jede  Fläche  der  Schar  N  (xi,  Xf,  xj) 
=  Const.  in  eine  Fläche  derselben  Schar  über.  Alle  Transfor- 
mationen, bei  denen  ein  Punkt  (x)  in  Ruhe  gehalten  wird,  ver- 
schieben demnach  die  Fläche 

N  (xi,  xj,  xs)  =  N  (xi',  xg ,  xs') 

in  sich.     Wir  haben  also  den  Lehrsatz  erhalten: 

»Wenn  die  Koefficienten  Ai,  A«,  A3  der  Bedingung  genügen, 
dafs  die  aus  ihnen  nach  der  Vorschrift  (3)  gebildete  Gröfse  C 
identisch  verschwindet,  so  genügen  der  Gleichung  (1)  nur  solche 
transitive  Gruppen,  bei  denen  eine  gewisse  Flächenschar  in  sich 
transformiert  wird;  alle  Transformationen  dieser  Gruppe,  bei  denen 
ein  Punkt  in  Ruhe  gehalten  wird,  verschieben  eine  durch  den 
Punkt  gehende  Fläche  in  sich.« 

Auf  die  Vereinfachungen,  welche  in  den  Formeln  eintreten, 
wenn  M  eine  blofse  Konstante  ist,  w^oUen  wir  nur  hinweisen; 
es  ist  für  unsern  Zweck  nicht  notwendig,  hierbei  zu  verweilen. 

T).  So  einfach  die  voranstehende  Herleitung  ist,  wird  es  doch 
angebracht  sein,  sie  durch  eine  andere  zu  ersetzen,  bei  der  wir 
aus  den  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  den  Satz  voraussetzen, 
dafs  für  ein  identisch  verschwindendes  C  die  Koefficienten  Ai, 
A^,  A3  den  Ableitungen  einer  Funktion  N  nach  den  Variabein 
proportional  sind.     Setzt  man  also 

Aa  =  M  i-  - 

in  die  Gleichung  (2)  ein  und  benutzt  die  Abkürzungen: 

Vi:     ^^'   _p     V-    ^^  —  n 
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SO  gehen  aus  ihr  nach  Division  durch  M  die  drei  Relationen 
hervor : 

dP    ^  /     _  Q\  ^N 

B\a  V  My  dxa' 

Daraus  folgt,  dafs  P  eine  blofse  Funktion  tp  (N)  von  N  und 

dafs  CO  —  :rj=  =  tp'  (N)   ist.     Dadurch   sind   wir   wieder   auf  die 

Gleichungen  (10)  und  (11)  zurückgeführt. 

6.    Wenn  eine  Gruppe  zwei  Gleichungen 

(12)     A^dx,  +  A,dx3  +  Ajdx,  =  0 
Aj  dxj  +  Ag'dxjj  +  Ag'dxj  =  0 

genügt,  die  in  den  Differentialen  linear  sind,  so  wird  durch  die 
Gruppe  auch  jede  Gleichung  befriedigt: 

(A,  +  KA,0  dx,  +  (A,  +  KA,')  dx3  +  (A3  +  KA3')  dx3  =  0, 

wo  K  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  x^,  x,,  Xg  ist.  Nun 
setze  man  Act"  =  A  +  KA«';.  und  bilde  B«'  und  C'  aus  den  A«', 
sowie  Ba"  und  C  aus  den  Aa  in  derselben  Weise,  wie  die  Aus- 
drücke Ba  und  C  aus  den  A«  gebildet  werden.     Dabei  wird: 

(13)     -  G  =  C  +  K  (AxBi   +  A2B2'  +  AsBs'  +  A^'B^ 
+  A2B,  +  As'Bs)  +  K«C  +  '  Ai      As      A3      j 

Ai       A2      A3 

'  aK    aK    öK    i 

ÖX^       aXg       äx3        i. 

Die  Forderung,  dafs  C  identisch  verschwinden  soll,  führt 
für  die  Funktion  K  auf  eine  panielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  in  welcher  die  Funktion  selbst  im  zweiten  Grade  vor- 
kommt. Dafs  jede  solche  Differentialgleichung  eine  Lösung  hat, 
ist  bekannt.  Wir  überzeugen  uns  aber  leicht,  dafs  es  im  all- 
gemeinen zwei  wesentlich  verschiedene  Lösungen  dieser  Gleichung 
giebt.  Ist  nämlich  Ki  eine  Lösung,  so  ersetze  man  Act'  durch 
Aa  -f-  Kl  Aa' ;  dann  wird  die  aus  den  neuen  Aa'  hergeleitete  Gröfse 
C  gleich  null.  Zur  Bestimmung  von  K  bleibt  aber  jetzt  noch 
eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 

Jetzt  seien  Ki  und  K2  zwei  verschiedene  Funktionen,  für 
welche  die  rechte  Seite  von  (13)  verschwindet.  Dann  werden 
die  drei  Ausdrücke  Aa  +  KiAa    proportional   den   Ableitungen 


29l)  Achter  Abschnitt.    S  6- 

einer  Funktion  Ni,  und  A«  +  K2Aa  proportional  den  Ableitungen 
einer  Funktion  N»  nacli  den  Variabein.  Bei  den  Transformationen 
der  Gruppe  geht  also  der  Ausdruck  Ni  in  eine  Funktion  von 
sich  selbst  über,  und  ebenso  der  Ausdruck  Ng.  Wir  erhalten 
also  den  Satz: 

»Wenn  man  den  Raum  durch  eine  Gruppe  umgestaltet,  welche 
zwei  in  den  Diflferentialen  linearen  Gleichungen  genügt,  so  giebt 
es  zwei  Scharen  von  Flächen,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dafe 
alle  Flächen  der  Schar  nur  in  Flächen  derselben  Schar  übergeftihn 
werden.  Alle  Transformationen  der  Gruppe,  welche  die  Lage 
eines  Punktes  ungeändert  lassen,  verschieben  zwei  Flächen  in  sich.« 

§  6. 

Über  die  G-mppen,  welche  einer  in  den  Differentialen 
quadratischen  G-leiohung  genügen. 

1.  Die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe,  alle  Gruppen  zu 
bestimmen,  welche  der  Gleichung 

(1)     2:A/xdxidxx  =0 

genügen,  wo  die  Koefficienten  A/x  Funktionen  der  Veränder- 
lichen Xj,  Xj,  X3  sind,  bietet  deshalb  besondere  Schwierigkeit, 
weil  die  Koefficienten  einen  wesentlichen  Einflufs  auf  die  Gruppe 
haben.  Indessen  ist  die  Ermittelung  der  Beziehungen,  welche 
zwischen  den  Koefficienten  bestehen  müssen,  falls  überhaupt  eine 
unendlich  kleine  Transformation  der  Gruppe  genügt,  für  uns  ohne 
Interesse.  Für  unsere  späteren  Anwendungen  ist  nur  der  Fall 
wichtig,  dafs  die  Gruppe  nicht  nur  transitiv  ist,  sondern  auch 
noch  Transformationen  enthält,  bei  denen  ein  beliebiges  Wert- 
system ungeändert  bleibt.  Um  diejenigen  Gruppen  zu  finden, 
welche  diese  beiden  Forderungen  erfüllen,  können  wir  uns  im 
wesentlichen  ganz  einem  Verfahren  anschliefsen,  das  Lie*^)  bei 
einer  etwas  verschiedenen  Voraussetzung  eingeschlagen  hat.  Bei 
der  Verschiedenheit  der  Forderungen  werden  wir  aber  noch  zu 
einer  Reihe  von  Gruppen  gelangen,  die  bei  Lie  entweder  ganz 
fehlen  oder  von  einem  anderen  Ausgangspunkte  aus  gewonnen 
werden. 

2.  Den  Fall,  dafs  die  Determinante  der  Koefficienten  Atx 
identisch    verschwindet,    brauchen    wir   nicht   durchzuführen;    es 
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genügt  für  unsem  Zweck,  auf  eine  Eigenschaft  hinzuweisen,  welche 
die  entsprechenden  Gruppen  unter  dieser  Bedingung  besitzen.  In 
diesem  Falle  läfst  sich  nämlich  die  linke  Seite  von  (1)  als  das 
Produkt  zweier  (reeller  oder  komplexer)  linearer  Formen  M  und 
N  darstellen;  die  Gruppe,  welche  der  Gleichung  (l)  genügt,  be- 
friedigt die  beiden  linearen  Gleichungen  M  =  0  und  N  =  0. 
Wir  kommen  demnach  auf  den  Fall  zurück,  den  wir  am  Schlufs 
des  vorigen  Paragraphen  betrachtet  haben.  Wie  wir  dort  ge- 
funden habeö,  giebt  es  alsdann  zwei  Flächenscharen  von  der  Eigen- 
schaft, dafs  die  Flächen  einer  jeden  Schar  nur  in  Flächen  der- 
selben Schar  umgewandelt  werden.  Bei  der  Ruhe  eines  Punktes 
werden  also  zwei  Flächen  in  sich  bewegt. 

3.  Um  so  sorgfältiger  müssen  wir  auf  den  Fall  eingehen, 
dafe  die  Determinante  j  kix  \  nicht  identisch  verschwindet,  die 
linke  Seite  von  (1)  also  eine  eigentliche  Form  zweiten  Grades 
in  den  Differentialen  ist.  Dabei  machen  wir  die  specielle  An- 
nahme, dafs  diese  Determinante  auch  nicht  gleich  null  wird,  wenn 
man  in  ihren  Elementen  für  xi,  X2,  xs  das  Wertsystem  (0,  0,  0) 
einsetzt.  Wofern  diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist,  kann  man 
sie  dadurch  verwirklichen,  dafs  man  zu  den  Variabein  gewisse 
Konstanten  addiert  und  die  Summen  als  neue  Veränderliche  ein- 
führt.    Nimmt  der  Koefficient  km  für  Xj=X2=X3=0  den 

Wert  Af^  an,  so  soll  sich  die  Form   ^A^^^^dxtdxx  nicht  als  das 

Produkt  von  zwei  linearen  Faktoren  darstellen  lassen.    Dann  kann 
man  aber  durch  eine  lineare  Umgestaltung  der  Differentiale  dx, 
dxg,  dxg,  bei  der  auch  komplexe  Gröfsen  zugelassen  werden,  die 
Form  -SA  "^  dxi  dxx  in  die  Summe  dreier  Quadrate  verwandeln ; 
man  darf  also  annehmen,  dafs  ist: 

(2)     A;,  =  1,  A;^  =  0  für  4  ^  X. 

Dementsprechend  sehen  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen 
von  der  Form  -ZS" Aixdx^  dxx  an  sich  ab  und  verlangen  nur,  dafs 
sie  für  Xi  =  X2  =  X3=0  die  Gestalt  annimmt:  dxf -|-dx| +dx3' 

4.  In  der  infinitesimalen  Transformation,  welche  die  Kom- 
ponenten gj,  gj,  gg  hat  und  die  wir  wieder  symbolisch  in  der 
Form  2Jg£p£  schreiben,  entwickeln  wir  die  einzelnen  Kompo- 
nenten nach  Potenzen  der  Variabein.  Da  unsere  Gruppe  transitiv 
sein  soll,  der  Punkt  (0,  0,  0)  somit  in   alle  Lagen  seiner  Um- 
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gebung  übergeführt  werden  kann,  müssen  die  Transformationen 
vorkommen: 

(3)  Pi  =  Pi  +  .  .  .,  Pg  =  Pj  +  .  .  .,  P3  +  P3  +  •  •  -, 
wo  die  fehlenden  Glieder  die  Variabein  (x)  mindestens  in  der 
ersten  Potenz  enthalten.  Von  allen  weiteren  in  der  Gruppe  ent- 
haltenen infinitesimalen  Transformationen  dürfen  wir  die  Pj,  Pj, 
Pg  abziehen,  nachdem  wir  sie  mit  beliebigen  konstanten  Faktoren 
multipliziert  haben.  Demnach  dürfen  wir  mit  Lie  annehmen,  da{s 
in  allen  weiteren  Transformationen  die  Variabein  mindestens  in 
der  ersten  Potenz  vorkommen.  Beginnt  aber  eine  Transformation 
mit  den  Gliedern  JSaaßxafß  und  enthalten  die  fehlenden  Glieder 
nur  höhere  Potenzen  der  Variabein,  so  mufs,  damit  für  die  An- 
fangsglieder dx^d^i  +  dxjdg^  +  dxgdgg  =  a>  (dx?  +  dx|  +dx|) 
wird,  sein: 

(4)     aaa  =  ^ßßy  2iaß  +  ^ßa  =  0  für  a  ^  g. 

Demnach  können  alle  infinitesimalen  Transformationen  erster 
Ordnung  aus  den  vier  folgenden  zusammengesetzt  werden: 

Sl2  =  XiP2— XjPi  +...,  U  =  XiP^  +  X3P2  +X3P3 

"T"  •  •  •  > 

wo  die  fehlenden  Glieder  mindestens  die   zweiten  Potenzen  der 
Variabein  enthalten. 

5.  Solange  wir  also  in  der  Entwicklung  der  sämtlichen  in- 
finitesimalen Transformationen  erster  Ordnung  nur  die  Glieder 
der  ersten  Dimension  betrachten,  ist  die  Zahl  der  von  einander 
unabhängigen  höchstens  gleich  vier;  diese  Zahl  kann  aber  auch 
eine  kleinere  sein.  Ist  dieselbe  gleich  fiy  so  können  wir  fi  in- 
finitesimale Transformationen  erster  Ordnung  so  auswählen,  dafs 
in  ihnen  die  Glieder  ersten  Grades  von  einander  unabhängig  sind. 
Dann  kann  man  aber  wieder  erreichen,  dafs  in  den  weiteren 
infinitesimalen  Transformationen,  die  man  für  die  Bestimmung 
der  Gruppe  zu  Grunde  legt,  alle  Glieder  der  ersten  Ordnung 
fehlen,  dafs  also  alle  anderen  Transformationen  in  ihrer  Ent- 
wicklung mit  den  höheren  Potenzen  der  Variabein  beginnen. 
Ist  jetzt 

(6)     2:  b^^xi  xx  p;.  +  .  .  .  , 
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WO  k.  eine  blofse  Marke  ist  und  wo  allgemein  die  Beziehung  gilt: 

eine  Transformation  zweiter  Ordnung,  bei  deren  Darstellung  wir 
annehmen,  dafs  die  fehlenden  Glieder  mindestens  von  der  dritten 
Dimension  sind,  so  darf  man  die  Transformation  (6)  mit  den 
drei  Transformationen  (3)  kombinieren.  Dadurch  erhalten  wir 
drei  Transformationen  erster  Ordnung  und  zwar,  indem  man  alle 
Koefficienten  durch  zwei  dividiert,  die  folgenden: 

;.  ;.  ;. 

U  bj^xx  p;,  -f  .  .  . ,  2:  b^^xx  p;.  +  .  .  . ,  -T  b^^xx  p;.  +  •  •  • 

Vorhin  haben  wij  die  Transformationen  erster  Ordnung  in 
der  Form  JSzaßxa  P/?  +  •  •  •  geschrieben.  In  der  ersten  Trans- 
formation, die  wir  jetzt  erhalten,  wird  der  Koefficient  SLaß  durch 

bj^  vertreten,  in  der  zweiten  durch  bg^,  in  der  dritten  durch  bg^. 

Demnach  mufs  wegen  der  Gleichungen  (4)  und  (7)  für  ungleiche 
Marken  a,  ß,  y  sein: 

b^^  —  b-"  — b'*  =b"  =b" 

a/y  ay  ya  y^i  ßy 

ßa  aß 

*'  y 

Wir  sehen,  dafs  b'     =  —  b    ,  =  0  ist. 

'  aß  aß 

Dagegen  ist: 

a  ß  ß  a 

b      =  b  ^  =  b^    =    --  b-3. 
aa  aß  ßa  ßß 


Setzt  man  b      =  b«,  so  kann  man  die  Koefficienten  in  (^) 

aa  *  ^ 

durch  die  drei  Koefficienten  b^,  bg,  b,  ausdrücken.    Wir  schreiben 

noch: 

(8)     Va=  2xa  2;pxXx  —  pa  -l^x^  +  .  .  .; 

dann  geht  der  Ausdruck  (6)  über  in  -S'bi^Vv.  Setzt  man  all- 
gemein Sxi  =  —  S/x,  so  kann  man  die  Transformationen  erster 
Ordnung,  auf  welche  die  Kombination  dieser  neuen  Transfor- 
mation mit  P^,  Pj,  Pg  gelangt,  in  der  Gestalt  schreiben: 

bjU  —  boSj^  —  t)3Si3 

(y)  b,u-b;s,;-b,s,, 

b.,U    -  bjSjj  —  bjSgj. 
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Ebenso  müssen  bis  auf  infinitesimale  Transformationen  der 
dritten  und  höheren  Ordnung  die  Beziehungen  gelten: 

(10)     (UV«  )  —  V«  ,  {SaßVa  )  -  -  V^,  {SaßVy  )  —  0. 

Nun  wird  sich  aber  sogleich  zeigen,  dafs  weitere  Transfor- 
mationen nicht  hinzutreten ;  die  Gleichungen  (10)  sind  also  streng 
richtig. 

f).  Dafs  keine  infinitesimale  Transformationen  dritter  Ordnung 
existieren,  beweist  Lie  auf  folgende  Weise.     Es  seien  in 

i?lPl   +§2P2  +  X3P3   +  •   •   • 

Si>  S2>  ^3  homogene  Funktionen  dritten  Grades  in  x^,  x,,  x^, 
und  die  nicht  niedergeschriebenen  Glieder  mögen  die  Variabein 
nur  in  höheren  Potenzen  enthalten.  Durch  Kombination  mit  Pa 
ergiebt  sich  eine  Transformation  der  zweiten  Ordnung,  die  eben- 
falls der  Gruppe  angehört.  Demnach  müssen  die  Funktionen  ^j, 
Ij,  gg  für  jede  Marke  a  den  Bedingungen  genügen: 

V  ^h  p^  =  2^ca;.  \2x?.  Hxxpx  —  PA  2:xx«l. 

Differentiieren  wir  diese  Gleichung  nach  x^y  so  bekommen 
wir: 

Vertauschen  wir  hier  a  und  ß,  die  wir  als  verschieden  an- 
nehmen, so  darf  sich  die  rechte  Seite  nicht  ändern;  also  er- 
giebt sich 

Cax  =  Cy^x  ==  0  (für  X  |§  aß)  und  Caa  -\-  c/i^  =  0. 

Es  verschwinden  hiernach  alle  Koefficienten  c,  da  man  für 
a  und  ß  irgend  zwei  Marken  der  Reihe  1,  2,  3  wählen  darf  und 
die  drei  Gleichungen  Caa  +  c^y^y=0  nur  befriedigt  werden,  wenn 
die  drei  Gröfsen  Caa  verschwinden.  Da  nun  die  sämtlichen 
Differential-Quotienten  der  Funktionen  |j,  gg?  Ss  identisch  gleich 
null  sind,  gilt  dasselbe  für  die  Funktionen  selbst  wegen  der  be- 
kannten Beziehung: 

^       dX^  '  2      dX^  ^      ^Xg 

Ebensowenig  können  Transformationen  einer  höhern  Ord- 
nung vorkommen.    Durch  Kombination  einer  Transformation  von 
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der  Ordnung  jm  +  1  mit  den  Transformationen  P«  ergeben  sich 
solche  von  der  Ordnung  ii.  Sobald  diese  letzteren  und  damit 
die  Ableitungen  der  ersteren  identisch  verschwinden,  müssen  die 
ersteren  selbst  identisch  gleich  null  sein.  Demnach  kann  in 
unserm  Falle  keine  infinitesimale  Transformation  vorkommen, 
deren  Ordnung  gröfser  als  zwei  ist. 

7.  Ehe  wir  weitergehen,  müssen  wir  zwei  einfache  Bemer- 
kungen vorausschicken.  An  erster  Stelle  weisen  wir  darauf  hin, 
dafs  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  höchsten  Ordnung, 
die  in  der  Gruppe  vorkommt,  durch  ihre  Anfangsglieder  voll- 
ständig bestimmt  ist,  die  von  einer  niedrigeren  Ordnung  aber 
nicht.  Wenn  z.  B.  in  einer  Gruppe  keine  Transformation  von 
der  Ordnung  a^  +  1  enthalten  ist,  aber  Av,  Bp  .  .  .  von  der  i^ten^ 
Ar— 1,  Bv— 1  .  .  .  von  der  v  —  Iten^  Av— 2,  Bv— 2  •  •  •  von  der 
1;  _  2ten  Ordnung  sind,  so  müssen  Av  und  Bv  identisch  sein, 
falls  sie  in  den  Gliedern  von  der  rten  Ordnung  übereinstimmen, 
da  sonst  die  Gruppe  die  Transformation  Av  —  Bv  enthielte,  deren 
Ordnung  >  v  ist.  Dagegen  ist  Av— 1  +  aAv  +  a'Br  +  .  .  .  von 
der  Ordnung  v  —  1  und  besitzt  dieselben  Anfangsglieder  wie 
Av— 1,  wofern  a,  a'  .  .  .  beliebige  Konstanten  sind.  Entsprechend 
ist  Av— 2  +  bAv— 1  +  b'Bv— 1  +  .  .  .  +  cAv  -f  c'Bv  +  •  •  •  von 
der  Ordnung  v  —  2,  wenn  man  für  b,  b,  .  .  .  c,  c'  .  .  .  beliebige 
Konstanten  wählt.  Diese  Eigenschaft  benutzt  Lie,  um  die  Trans- 
formationen von  einer  niedrigeren  Ordnung  so  zu  bestimmen, 
dafs  ftir  ihre  Kombination  möglichst  einfache  Gesetze  gelten;  er 
normiert,  wie  er  sich  ausdrückt,  die  Transformationen. 

Zweitens  sieht  man  sofort,  dafs  durch  die  Kombination 
(A^Av)  einer  Transformation  A^  von  der  |t/ten  mit  einer  Trans- 
formation Av  von  der  i^ten  Ordnung  sich  eine  Transformation 
von  der  Ordnung  li-^-v  —  1  ergiebt  und  dafs  darin  die  Glieder 
der  niedrigsten  Ordnung,  aber  nur  diese  bekannt  sind,  falls  man 
die  Anfangsglieder  von  A^  und  Av  kennt. 

8.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  aus  den  angegebenen  Trans- 
formationen diejenigen  auszuwählen,  welche  mit  Pi,  P2,  Ps  vereint 
in  derselben  Gruppe  vorkommen  können.  Dabei  betrachten  wir 
zuerst  den  Fall,  dafs  die  Gruppe  mindestens  zwei  infinitesimale 
Transformationen  zweiter  Ordnung  enthält;  es  seien  dies  J^bvVv 
und  2hvVv,   Jede  dieser  beiden  fuhrt  auf  drei  Transformationen 


302  Achter  Abschnitt.    5  6. 

erster  Ordnung  ilO);   welche  auf  mindestens  zwei   verschiedene 
hinauskommen.     Da  zudem  die  Transformationen 

b^U  -  b^S^j  —  b3Si3  und  b/U  -bj'Sj,  —  b^/S^j 
nur  identisch  sein  können,  wenn  die  Verhältnisse  bj  :  bj  :  bj 
=  bj'  :  bj  :  bg'  gleich  sind,  so  enthält  die  Gruppe  vier  Trans- 
formationen erster  Ordnung,  und  als  diese  dürfen  geradezu  U,  S^g, 
S31,  Sjj  gewählt  werden.  Nun  führt  die  Kombination  von  8,3 
mit  JShvYv  auf  bjV,  —  b^Vj  und  die  Kombination  dieser  mit 
Sgj  auf  bjVj.  Ist  also  bg  von  null  verschieden,  so  kommt  in 
der  Gruppe  die  Transformation  V^  vor;  diese  mit  S^  j  und  S,, 
kombinien  liefert  V^  und  V3.  Unter  der  gemachten  Annahme 
enthält  die  Gruppe  die  zehn  Transformationen: 

P«,  Saß,  U,  \a  für  a,  ,^  =  1,  2,  3. 

9.  Besitzt  die  Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation 
zweiter  Ordnung,  so  darf  sie  nicht  die  drei  Transformationen 
^iiy  S31,  Sjj  enthalten.  Denn  wir  haben  soeben  gesehen,  dafs 
die  Kombination  irgend  einer  Transformation  ^bvVv  mit  diesen 
drei  Transformationen  erster  Ordnung  zu  den  drei  Transforma- 
tionen Vj,  Vj,  V3  führt.  Mit  der  Transformation  W«=»JSbvVv 
sind  aber  jedenfalls  die  Transformationen  (i))  zu  vereinigen;  aus 
ihrer  Kombination  mit  W  erhalten  wir  aber  die  drei  Transfor- 
mationen zweiter  Ordnung  2ba  W  —  V«  -2'b*  für  a  =  1,  2,  H. 
Diese  sind  unter  einander  und  mit  der  Transformation  W  nur 
dann  identisch,  wenn  ^  b^  =  0  ist.  Legen  wir  diese  Bedingung 
zu  Grunde,  so  kommen  die  drei  Transformationen  (9)  auf  z^jv^ei 
hinaus.  Falls  dann  aufserdem  b^  von  null  verschieden  ist,  kann 
man  die  Transformationen  (9)  durch 

S  =  biü--  bjSig— bgSig  und  S^^bjSgg+bgSji+bjS^j 
ersetzen.  Ist  jetzt  eine  weitere  infinitesimale  Transformation  erster 
Ordnung  in  der  Gruppe  enthalten,  so  kann  man  annehmen,  dafs 
in  ihrem  Ausdruck  U  und  Sgg  nicht  vorkommen.  Die  Kombi- 
nation von  CjSg  j -[- C3SJ  2  mit  W  führt  aber,  falls  nicht  c^  und 
Cj  verschwinden,  auf  eine  weitere  Transformation  zweiter  Ord- 
nung. Demnach  enthält  eine  transitive  Gruppe,  wofern  sie  eine 
einzige,  infinitesimale  Transformation  der  zweiten  Ordnung  ent- 
hält, zwei  Transformationen  erster  Ordnung;  sie  wird  durch  die 
Transformationen 

W,  S,  S',  P„  P.„  P3  bestimmt. 
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10.  Wenn  in  der  Gruppe  keine  infinitesimale  Transformation 
zweiter  Ordnung  vorkommt,  so  hat  man  zu  beachten,  dafs  mit 
den  Transformationen  erster  Ordnung  aoU+aiSjs  +  asSai  +  asSi« 
und  b,)U  +  biS23  +  02831  +  bsSig  die  aus  ihrer  Kombination 
hervorgehende  Transformation 

(asb2  —  agbs)  S^s  +  (aibs  —  asbi)  S31  +  (a^bi  —  aibj)  S12 
verbunden  werden  mufs,  die   ebenfalls  von  der  ersten  Ordnung 
ist.     Hiernach  können  wir  die  möglichen  Fälle  leicht  übersehen. 
Aufser  den  Transformationen  nuUter  Ordnung  Pi,  Pt,  Ps  kommen 
in  der  Gruppe  vor  entweder 

a)  U,  S23,  Ssi,  S12  oder 

b)  Sfs,  Ssi,  S12  oder 

c)  U,  aiS23  +  ^2831  +  a3Si2  und 

(af  +  a>*)  S23  +  (aias  +  ^zo^)  S31  +  (aiaj  —  ago?)  S12, 
wo  co^  +  af  +  a|  +  a|  =  0  ist  und  wo  a2  und  as  nicht  beide 
verschwinden  dürfen;  oder 

d)  U,  aiS28  +  ^2831  +  a8Si2,  oder 

e)  aoU  +  aiSis  +  a^Ssi  +  a2Si2  und  (af  +  a>2)  S23  + 
(aia^  +  asco)  S31  4-(aias  —  a2Co)  812  unter  den  bei  c)  angegebenen 
Bedingungen,  oder 

f)  aoU  +  a,S23  +  ^2831  +  ^3812. 

Die  zuletzt  angegebene  Gruppe  brauchen  wir  im  folgenden 
nicht  zu  berücksichtigen. 

11.  Es  ist  jetzt  unsere  Aufgabe,  den  Bau  der  einzelnen 
Gruppen  anzugeben,  auf  die  uns  die  vorstehende  Untersuchung 
gefuhrt  hat.  Um  hierbei  die  passendsten  infinitesimalen  Trans- 
formationen auszuwählen,  müssen  wir  von  den  in  7.  gemachten 
Bemerkungen  Gebrauch  machen.  Die  Herleitung  wird  am  ein- 
fachsten, wenn  die  Gruppe  die  Transformation  U  enthält;  wir 
wollen  daher  diese  Fälle  zuerst  erledigen. 

Für  die  in  10.  unter  a)  angegebene  Gruppe  ist  (US«/?)  =  0, 
{SaßSßy)  =  Say.  Nun  ist  oifenbar  für  beliebige  Konstanten 
nio  .  .  .  m3  :  (Pa4-moU  +  miS23  +m2Ssi  +m3Si2,  U)=(PaU). 
Ferner  gilt  die  Beziehung:  (Pa  U)  =  P«  +  noU  -|-  niS23  +  n2S3i 
-  n3Si2.  Ersetzen  wir  also  Pa  durch  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung,  so  erhalten  wir  für  das  neue  P«  die  Relation :  (P«  U) =Pa. 
Bei  dieser  Wahl  von  Pi,  Pg,  P3  kann  durch  die  Kombination 
mit  U  keine  Transformation    erster  Ordnung   erhalten  werden. 
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Nun  verlangt  die  Identität  (Pa,  P^,  U),  dafs  ist  (PaSfy)  = 
([PoS/?y]U),  und  ebenso  folgt  aus  der  Identität  (P«,  Saßy  U)  die 
Gleichung:  (PceSo^y)  =  ([PoSa^]U).  Wir  sehen  also,  dafs  auch 
die  Ausdrücke  für  {Pa  S^^y)  und  (P«  Saß)  keine  Transformationen 
erster  Ordnung  enthalten;  somit  raufe  sein: 

(P«S,^y)  =  0,  (P«Scr^)  =  P^. 
Die  Identität  (Pa,  Pß,  U)  fuhrt  auf  die  Gleichung:  2(P«P^) 
.=  ([PoP^JU).  Hieraus  folgt  zunächst  wieder,  dafs  die  linke 
Seite  keine  Transformationen  erster  Ordnung  enthält;  ist  aber 
(PaP^)=  co^Pi  +  ca^P,  +  Cff/Pj,  so  verlangt  diese  Gleichung, 
dafs  2caß  =»  c<r^  ...  ist;  demnach  ergiebt  sich  (P«  P^)  =  0.  Der 
Bau  der  Gruppe  wird  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

^P„  P^ )  =  0,  (P«  U)  =  P«,  (P«  Saß^  =  P;^,  (P«  Sßy)  =  0, 

wo  a,  ßj  Y  ungleiche  Marken  sind. 

12.  Genau  so  verfährt  man,  um  den  Bau  der  Gruppe  10,  di 
zu  ermitteln.  Setzt  man  aiSjs  +  ajSji  +  a^Sii  =  S,  so  ist 
offenbar  (L\  S»  =  0.  Auch  kann  man  dadurch,  dals  man  P« 
durch  P«  +  nia  S  +  n«  U  ersetzt,  erreichen,  dafs  iP«  U)  =  P« 
wird.  Dann  zeigt  die  Identität  (P«.  S,  U«,  aus  der  sich  die  Glei- 
chung i^Pc  S^  =  \[PaS]U)  ergiebt,  in  der  früheren  Weise,  dafs 
(P«S^  =  a-P:? —  ^.^P;-  ist,  wo  a.  ß.  y  eine  gerade  Permuution 
der  Marken  1,  i',  3  ist.  Dafs  aber  (Pr.  Pyi  =  0  ist,  folgt  wieder 
aus  der  Relation  PaPiU  .  Wir  rinden  son::t  die  Beziehungen: 
P^Py    =0,  ,PcU   =P«.  ,P,S.  =  avPi    -aiP;.,  .US»  =  0. 

!.*>.  Auf  ähnliche  Weise  ermitteln  wir  viie  Struktur  der  in 
^.  angeirebenen  Gruppe,  welche  durch  die  zehn  Transformationen 
Pi..  L",  Sri*.  V,:  fi:r  ß.  ii?  =  1 .  2,  :>  bestimmt  wird.  Hier  ist 
otfenh''-- 


>k  .ti . 


y.:V,M  =  n,      UV.:      =V...      S,::?Vy     ==  V,  .    ■  Sc  A;       =  I». 

Ferrer  is:  L'Sr.  i*'  =  c«  yV;  -*-  c^ß^  t  —  Cr.^  V,,  oder  wenn  wir 
S.:.v  MT^Vi  —  c«.-;^\"i  —  C:  y  V,i  ols  iicucs  Sei  einfuhren: 
\l'S»r.v   =  o.     Die  Identität    Sei.  Siv.  U    tieh:  hiernach  über  in 

■»■VA.?."«*        w.^     1  .  a..->-\.  .  .4..-....O..V.-    >;.    'i*    *J     .i.v..»    x  v.  .xO -»-_.- C*l  .    t> 
•ru.l'^    sO^^'T    <£!*"•      ^■i*'^^^'       =  S-. . 

*  m 

Pil'  ==P:  — 0.  L— a-Nt  —  a^Sj.  — aiS-.  — 'r:V-  — r,V*— b-.V;. 

^  •  *«•  «^*  •*«  &A  4B^  ^  ^ 
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SO  hat  man  Pi  durch  Pi  +  aoU  +  aiS2  8  +  ^s^it  +  i  (biVi 
+  h«V2  4"  bsVs)  zu  ersetzen,  um  zu  erhalten:  (PiU)  =»  Pi.  Auf 
dieselbe  Weise  erreicht  man,  dafs  (P^U)  =  P2,  (P3U)  =P8  wird. 
Die  Identität  (P«,  Sxk,  U)  geht  über  in  (PaSxA)=  ([PaSxAjU). 
Auf  der  rechten  Seite  kommen  die  Transformationen  U,  S13, 
Ssi,  S12  gar  nicht  vor;  die  V^  erhalten  auf  beiden  Seiten  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen ;  demnach  ist 

(Pa  Sa^)  =  ?ß,  (Pa  Sßy)  =  0. 

Aus  der  Relation:  (Pa,  Yß,  U)  ergiebt  sich  die  Gleichung: 
(U[Pa  V^])  =  0,  und  daraus  folgt: 

(Pa  V«  )  =  2U,  (Pa  V^)  =  -  2Saß.       - 

Endlich  führt  die  Identität  (U,  Pa,  Pß)  in  der  früheren 
Weise  auf  die  Gleichung:  (PaPß)  =0.  Wir  erhalten  also  die 
Beziehungen : 

(Pa  Pß)  —  0,   (Pa  U)  =  P«,   (Pa  S«^)  =  P^,   (Pa  Sßy)  =  0, 

(Pa  Va)  =  2U,   (Pa  V^)  =  —  2Sa^,   (USa^)  =-  0, 

(SaßSßy)  =  Say,  (UVa  )  =  Va,  (SaßVß)  =  Va,   (Va  V^)  =  0. 

14.  In  der  Gruppe  10,  c)  setzen  wir: 

aiS28   +  a2S3i    +  ^8Si2   =  S, 

(aj  +  a>«)  S23  +  (aia2  +  ajo)  Sji  +  (a,as  —  a2C»)  S12  — S'. 
Alsdann   ist:    (SS')  =  —  a>S',    (US)  —  0,   (US')  =  0.     Auf 
dieselbe  Weise  wie  vorhin  erreichen  wir,   dafs  (Pa  U)  =  Pa  ist. 
Demnach  kommt  jetzt  in  keiner  Kombination  mit  U  eine  Trans- 
formation   erster    Ordnung   vor;     es    ergiebt    sich   also    wieder 
{Pa?ß)  =  0.    Um  die  Ausdrücke  für  (PaS)  und  (PaS'),  in  denen 
wegen  der  Identitäten  (PaSU)   und  (PaS'U)  keine  Transforma- 
tionen erster  Ordnung  vorkommen,  zu  vereinfachen,  setzen  wir: 
Qi  =  (af  +  «>*)  Pi  -f  (aia,  —  aao)  P,  +  (a,a3  +  ago)  P3 
Q2  =  a,Pi  +a2P2  +a3P3 

Q»  =  (af  +  (o*)  Pi  +  (a,a2  +  aso)  P«  +  (ajas  —  ^%co)  P3. 
Alsdann  wird: 
(Qfl(lß)  =  0,   (Q«U)  =  (ir,   (QiS)  =  -a>Qi,   (Q2S)  =  0, 
(Q8S)  =  aiQ3,  (Q,S')  =  — 2a>(af-fa>^)Q2,  (Q2S')  =-a>Q8, 

(Q3S')  =  0. 
Diese  Gleichungen  bestimmen  den  Bau  der  Gruppe. 

15.  Für  die  Gruppe  10,  e)  setzen  wir: 
o  =  aoU  -f-  a^oss  H~  «12031  "h  agSix, 

S'  =  (af  +  a>»)  S23  +  (aia2  ^-  ago)  Ssi  +  (ajag  —  a2a>)  S12. 

K  Uli  nur,  Grundiaffen  der  Geometrie.    II.  20 
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Zudem  führen  wir  die  Transformationen  Qi,  Qj,  Qj  wieder 
gerade  so,  wie  in  der  vorigen  Nummer»  ein.    Alsdann  folgt: 

(QiS)  -  (ao  ~  c»)  Qx  +  . .  . ,  (Q,S)  -  aoQ,  +  .  . . , 

(Q-S)  -  (ao  +  «)  Qs  +  .  .  . 
Setzen  wir:   ao  —  co  =  Ci,  ao  —  Cj,  ao  +  co  =-»  Cs,  wo  die 

Beziehungen  gelten:  co  =  -^     ---,  Cj  —  ~  "T"""*»  ^^  '^^"^^  ™^> 

falls  die  Koefficienten  ca  und  Ca  —  co  von  null  verschieden  sind, 
leicht  bewirken,  dafs  (QfzS)  =^  caQfc  wird.  In  diesem  Falle 
tührt  die  Identität  (Qa,  S,  S)  auf  die  Gleichung: 

{Ca  +  a>)   (Qa  S')  -  {[Q^  S']S), 

aus  der  sich  ergiebt: 

(QtS)  =-  e,Q„  (Q,S')  -  e,Q3,  (Q,S')  -  0, 

wo  ei  =■ —  2(o  (af  4"ö>*),  e,  =■  —  co  ist.  Die  Identität  (Q^Qi^S) 
führt  auf  die  Gleichung:  (ca  +  cß)  (QßQj)  —  ([Q(rQ^]S); 
hieraus  folgt,  falls  auch  stets  c«  +  C/?  —  Cy  und  c«  +  c^^  —  «ö  von 
null  verschieden  ist,  dafs  (Q^r  Q^)  =«  0  wird. 

Indem  wir  die  Erledigung  der  ausgeschlossenen  Fälle  dem 
Leser  überlassen,  begnügen  wir  uns  damit,  die  erhaltenen  Be- 
ziehungen zusammenzustellen;  es  sind: 

(Q«Q/?)  =  0,  (QaS)=caQa,  (QiS')  =  e,Q3,  (Q,S')  =  e,Q3, 

(Q3S')  =  0,  (SS') a>S\ 

16.  Die  in  9.  angegebene  Gruppe  wird  durch  die  Trans- 
formationen erzeugt: 

Pi>  Pj>  ^3»  S  =  b^U  —  bjSjg  --  bgSjg, 

S'  =  b,S33  +  h,S, ,  +  bgS,,,  W  =  b,V,  +  b,V,  +  b3V3, 

wo  bf4"b|+b|=0  und  bj  von  null  verschieden  ist;  wir 
setzen  b^  =  1. 

Offenbar  ist  (SW)  =  2W,  (S'W)=0;  indem  man  die  Trans- 
formation W  mit  einer  geeigneten  Konstanten  multipliziert  und 
zu  S'  hinzufugt,  kann  man  bewirken,  dafs  (SS)  =  S'  wird. 

Die  Glieder  erster  Ordnung,  welche  in  den  Kombinationen 
(PjW),  (P,W),  (PjW)  vorkommen,  sind  bis  auf  den  Faktor  zwei 
durch  (9)  gegeben.     Setzt  man 

b,Pi  -  b,P,  -  b,?,  =  Q„  b,P,  -  KP,  =  Q3, 
b,Pi  +  b,P,  +  b,P3  =  Q3, 
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und  addiert  man  zu  den  Q^r  die  mit  einem  passenden  Koefficienten 
versehene  Transformation  S,  so  folgt: 

(Q,W)  -  4S,  (Q,W)  ^  2S',  (Q,W)  -  0. 

Diese  drei  Gleichungen  ändern  sich  nicht,  wenn  man  zu  den 
Qfl  die  Transformation  S'  und  W  mit  beliebigen  konstanten 
Koefficienten  hinzufügt.     Nun  kann  man  Q^  durch 

Q^  +aaS'  +  baW 

ersetzen  und  die  Konstanten  aa  und  ha  so  wählen,  dafs  ist: 

(QiS)  -  2Q,  +  ^,S,  (Q,S)  =  Q,  +  fi,S,  (Q3S)  -  fi,S. 

Dann  lehren  die  Relationen  (Q^r,  S,  W),  dafs  die  Koeffi- 
cienten ^^,  fd^y  JEI3  gleich  null  sind.  Hiemach  folgt  aus  der 
Identität  (Q«,  S',  W),  dafs  im  Ausdruck  für  (Q^  S')  die  Trans- 
formation S,  und  aus  (Q«,  S,  S),  dafs  darin  S'  und  W  fehlen 
bis  auf  (QsS'),  welches  gleich  i^S'  gesetzt  werden  kann. 

Die  Identitäten  (QaQ^S)  liefern  die  Beziehungen: 

(S[Q,Q,1)  +  3  (QiQ,)  =  0,  (S[Q,Q,])  +  2  (Q.Q,)  =  0. 
(S[Q,Q,J)  +  (Cl,Q,)  =-  0, 

woraus  sich  ergiebt: 

(Q1Q2)  -  0,  (Q.Q,)  -  aQ„  (Q^Q,)  =  ßd,. 
Hiernach  verlangt  die  Identität  (QjQjS'),  dafs  a  =  0  ist; 
(QiQsS')  fuhrt  auf  die  Gleichung:  a;  +  j3  —  0,  und  (QjQaS') 
auf:  V  —  /?  =  0.     Die  Transformationen  Qj,  Q^,  Q,  sind  also 
mit  einander  vertauschbar. 

Der  Bau  der  sechsgliedrigen  Gruppe  wird  durch  die  Glei- 
chungen bestimmt: 

((irQ^)-O,  (Q,S)  =  2Q„  (Q3S)  =  Q„  (QjrS)-O, 
(QiSO  -  2Q3,  (Q,S')  =  Q3,  (Q3S')  -  0,  (Q,  W)  -  4S, 
(Q,W)  -  2S,  (b3W)  -  0,  (SS)  =  S',  (SW)  -  4W, 
(S'W)  =  0. 

17.  Es  erübrigt  nur  noch,  den  Bau  der  Gruppe  10,  b)  an- 
zugeben. Hier  ist  offenbar:  {SaßSßy)  =  Say.  Indem  man  die 
Transformationen  83 1  undSij  mit  geeigneten  Konstanten  multi- 
pliziert und  zu  Pi  addiert,  kann  man  bewirken,  dafs  (PiS23)=™cS28 
wird.  Nachdem  Fi  in  dieser  Weise  bestimmt  ist,  führen  die 
Gleichungen  (P1S13)  =  P3  und  (PiSi,)  =  P,  auf  feste  Werte  von 
Pi  und  P,. 

20* 
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Jetzt  folgt  aus  (Pi,Si2,  Sis)  die  Beziehung:  (P«Sis)=«P3  +  cSji, 
und  aus  (?,,  SisSjs)  ebenso:  (PsSjs)  =  —  P,  +  cSn. 

Im  Ausdruck  für  (PgS^g)  sind  die  Koefficienten  von  S,j, 
S31,  Sjjj  unbekannt;  setzt  man: 

(P2S, 2)  -  -  Pi  +  giS.s  +  g.Ssi  +  gsSi,, 
so  erhält  man  aus  den  Identitäten  (PiS^Si,)  und  (PtSjaSj,) 

die  Gleichungen: 

(P,S,,)  +  (P,S,,)  =  cS„ 
(P,S„)  -  (P,Si,)  -  -  g.Sr,  +  g,S,„ 
und  daraus  ergiebt  sich: 

<P2Ssi)  =  i^2S    +  igsS»!    -   ig2Sl2 

(^8^12)  '^  i^2s        igs^si  "T  ig2^12- 
Indem  wir  diese  Werte  benutzen,  führt  die  Identität  (PgS,  ,5^ ,) 

auf  die  Gleichung: 

(PsSsJ^-Pi  —  giSjs— ig2Ssi  —  igsSj,. 
Hiemach  verlangt  die  Relation  (PsS^jS^j),  dafsc=gi  =  0, 

und  die  Relation  (PsS^jS^i),  dafe  g,  =  g,  =  0  ist    Wir  finden 

also  allgemein: 

(11)      (P«  Sßy)  =  0,   (P«  Saß)  =  Pß, 

Diese  Gleichungen  sind  aus  den  Voraussetzungen 
(PiS,s)  =  cS,s,  (PiSi.)  =  P„  (P,S10  =  P, 
unter  blofser  Benutzung  der  Identitäten  (PaSa/Siu)  hergeleitet. 
Die  erste  der  drei  vorausgesetzten  Gleichungen  bleibt  aber  unge- 
ändert,  wenn  man  Pi  durch  Pi  +  fiS^s  ersetzt;  sollen  hierbei 
auch  die  beiden  anderen  Gleichungen,  die  wir  zu  Grunde  gelegt 
haben,  keine  Änderung  erleiden,  so  mufs  man  zugleich  Pf  durch 
Pj  +^851  und  Pj  durch  P$  +i/Sij  ersetzen.  Demnach  bleiben 
die  Gleichungen  (II)  auch  für  die  neuen  Transformarioneo  P« 
richtig.  Nun  folgt  aus  der  Identität  (P,P,S|0,  dafe  ([PiPf]S„)=0 
oder  dafs  (PiP*)  =  aPj  -r  bSi,  ist.     Demnach  ^^ird: 

(Pi  +  f/S,,,  P,  +  A'Sm)  =  aPs  +  bSi,  -  ifiP,  -  fi^f 
Setzt  man  ift  =^  2^  und  führt  eine  neue  Konstante  k  ein,  so 
gilt  bei  geeignet«"  Wahl  von  Pj,  P,,  P,  die  Beziehung: 

(PiP,)  =  — kSj,. 
Hiernach  verlangen  die  Identitäten  ^^Pj,P,,S,j'i  und  iPj,  Pj,  5,^), 
dafs  ist:  »P^Pi^  =  ~  kSj^,  iPjP,)  =  —  kS^. 
Zu  den  Gleichungen  ^11)  kommen  also  hinzu: 

^1:?)      PcrP^>  =  —  kS«^. 
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18.  Nachdem  wir  durch  die  vorangehende  Untersuchung  den 
Bau  aller  Gruppen  gefunden  haben,  welche  den  aufgestellten  For- 
derungen genügen,  erübrigt  nur  noch,  die  Komponenten  ihrer 
infinitesimalen  Transformationen  zu  ermitteln.  Bei  der  Lösung 
dieser  Aufgabe  mufs  es  uns  darauf  ankommen,  die  Variabein  so 
zu  wählen,  dafs  die  Ausdrücke  für  die  Komponenten  möglichst 
einfach  werden.  Um  dies  Ziel  zu  erreichen,  können  wir,  abge- 
sehen von  der  zuletzt  gefundenen  Gruppe,  ein  einheitliches  Ver- 
fahren zu  Grunde  legen,  das  wir  in  aller  Kürze  darlegen  wollen. 

Wir  denken  uns  die  drei  aus  Pj,  P,,  Pg  hervorgehenden 
eingliedrigen  Gruppen  bei  beliebiger  Wahl  der  Variabein  in  end- 
licher Form  dargestellt;  es  seien  dies  der  Reihe  nach  die  Gruppen 

yx'  =  9Px  (yi,  yj,  y,;  tj 
yx'  =  ipx  (yi,  yj,  y^;  tj 

yx  =xx  (yi,  y2>  y.i;  ^sl 

wo  wir  den  Parameter  jedesmal  so  gewählt  denken,  dafs  bei 
seinem  Verschwinden  die  identische  Transformation  erhalten  wird. 
Auch  soll  die  Vereinigung  der  zu  tA  und  zu  t^'  gehörenden 
Transformationen  zu  derjenigen  Transformation  führen,  welche 
den  Parameter  tz  +  t;.'  hat.  Dabei  wollen  wir  nur  annehmen, 
dafs  der  in  der  ganzen  Untersuchung  bevorzugte  Nullpunkt  auch 
wieder  durch  das  Wertsystem  (0,  0,  0)  dargestellt  wird.  Nennen 
wir  die  Linie,  in  der  ein  Punkt  durch  die  Transformationen  einer 
eingliedrigen  Gruppe  bewegt  wird,  seine  Bahnlinie,  so  können 
wir  sagen,  dafs  jede  Bahnlinie  durch  die  eingliedrige  Gruppe  in 
sich  verschoben  wird.  Da  aber  der  Annahme  nach  die  aus  P^, 
Pg,  Pg  hervorgehenden  endlichen  Transformationen  den  Null- 
punkt in  jeden  Punkt  seiner  Umgebung  überführen,  so  können 
in  der  Umgebung  dieses  Punktes  niemals  zwei  Bahnlinien  zu- 
sammenfallen, welche  von  irgend  zwei  verschiedenen  unter  den 
angegebenen  drei  eingliedrigen  Gruppen  erzeugt  werden. 

Um  die  neuen  Koordinaten  zu  erhalten,  legen  wir  dem  Null- 
punkt wieder  das  Wertsystem  Xi=X2  =  Xg  =  0  bei  und  be- 
trachten diejenige  Linie,  in  der  dieser  Punkt  bei  der  aus  P.^ 
hervorgehenden  eingliedrigen  Gruppe  yx'=Xx(yi,  yg,  ys;  ^) 
bewegt  wird.  Für  alle  Punkte  dieser  Linie  soll  x^  =  x^==^0  sein, 
während  die  dritte  Variabele  X3  den  Wert  ts  für  denjenigen  Punkt 
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erhalten  soll,  in  den  der  Nullpunkt  durch  die  zum  Parameter  U 
gehörende  Transformation  übergeführt  wird. 

Jetzt  betrachten  wir  die  aus  P,  hervorgehende  eingliedrige 
Gruppe:  y  x  =  V>x{y^y  y^,  y^;  t,).  Da  diese  den  Punkt  (0,  0,  x,) 
in  einer  Linie  bewegt,  welche  von  der  Linie  Xj  =»  x,  =0  ver- 
schieden ist,  so  erlangt  dieser  Punkt  durch  die  zum  Parameter 
t,  gehörende  Transformation  für  einen  von  null  verschiedenen 
Wert  von  t,  eine  Lage,  welche  der  Linie  x^  =  Xj  =  0  nicht 
angehört.  Wir  setzen  fest,  dafs  für  die  neue  Lage  sich  der  AJ/ert 
von  Xg  nicht  ändert,  dafs  aber  x,«— t„  Xi  =  0  wird.  Indem 
wir  diese  Festsetzung  für  alle  Wertsysteme  treffen,  die  dem  ab- 
soluten Betrage  nach  unter  einer  gewissen  Gröfse  bleiben,  können 
wir  allen  Punkten  der  Fläche  Xj  =  0,  die  in  der  Umgebung  des 
Nullpunktes  liegen,  auf  eindeutige  Weise  Wertsysteme  (x,,  Xj) 
zuordnen. 

Endlich  gehen  wir  zu  der  durch  P^  erzeugten  Gruppe: 
yx  =  q>x  (y^,  y,,  y^;  t^)  über.  Für  einen  von  null  verschiedenen 
Wert  von  tj  wird  der  Punkt,  in  den  der  Punkt  (0,  Xg,  Xg)  über- 
geht, der  Fläche  x^  =»  0  nicht  angehören.  Wir  setzen  fest,  dafs 
für  die  neue  Lage  die  Variabein  x^  und  \^  ihren  Wert  nicht 
ändern,  dafs  dagegen  Xj  =  t,   werde. 

Hierdurch  ist  jedem  Punkte  in  einer  gewissen  Umgebung  des 
Nullpunktes  ein  bestimmtes  Wertsystem  (x^,  x,,  Xg)  zugeordnet. 
In  diesen  Variabein  wird  allgemein  Pi  =  Pi,  dagegen  P^  =i  p^ 
für  Xj  =  0  und  Pg  =  pg  für  x^  =  Xg  ==«  0. 

19.  Diese  Wahl  der  Veränderlichen  empfiehlt  sich  besonders, 
wenn  die  Transformationen  Pj,  P^,  Pg  mit  einander  vertauschbar 
sind.  Dann  verlangen  wegen  des  angegebenen  Wertes  von  Pj 
die  Beziehungen  (P^Pg)  =  0  und  (PjPg)  =  0,  dafs  P^  und  P3 
von  Xj  unabhängig  sind.  Es  mufs  also  auch  Pg  =  P2  u"^  ^^^' 
nach  infolge  der  Gleichung  (P^Pg)  =  0  auchPg=Pg  sein.  Die 
weiteren  infinitesimalen  Transformationen  lassen  sich  aus  den 
Ausdrücken  für  (P«X)  unter  Berücksichtigung  ihrer  Ordnung 
leicht  ermitteln;  bei  den  in  den  Nummern  11,  12,  13  behandelten 
Gruppen  erhält  man  den  vollständigen  Ausdruck,  indem  man  sich 
auf  die  Glieder  der  niedrigsten  Dimension  beschränkt,  und  da 
diese  oben  bereits  angegeben  sind,  kann  man  die  Formen  un- 
mittelbar niederschreiben.     Auch   die   Ermittlung   der  Invariante 
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macht  keine  Schwierigkeit;  da  sie  eine  biofse  Funktion  aus  den 
Differenzen  xi  — xi',  X2  — X2',  x»  — X3'  wird,  setzen  wir  für 
a  —  1,  2,  3  jedesmal  x«  —  x«'  —  u«. 

Für  die  in  11.  behandelte  Gruppe  wird 

U  =-  Xipi  +  x,p,  +  Xsps,  Sa/?  =  xa p^  —  xßpa ; 
sie  hat  keine  Invariante  zwischen  zwei  Wertsystemen. 

Die  Gruppe  in  12.  wird  durch  die  Transformationen  be- 
stimmt: 

Pl,    P«,    Ps,    Xipi    +  X2P8   +  XsPs, 

ai  (xfPs  —  X5P2)  +  a«  (xapi  —  xips)  +  as  (xip,  —  X2P1); 
ihre  Invariante  ist: 

(agUs  —  asUg)*  +  (^sUi  —  aiUs)'  +  (^lUg  —  agUi)* 

(a^Ui  +  ajU^  +  agUg)» 

Für  die  zehngliedrige  Gruppe,  die  wir  in  13.  angegeben 
haben,  wird 

U  =  XjPi  +  XjPj  +  X3P3,  Saß  =  xap^  —  xßpa, 
Va  =  2xa  -TpxXx  -—  pa  2xx  •; 

auch  in  ihr  besteht  zwischen  zwei  Wertsystemen  keine  Invariante. 

Noch  möge  bemerkt  werden,  dafs  bei  einem  verschwindenden 
Werte  von  k  für  die  in  17.  mitgeteilte  Gruppe  P«  =  p«, 
Saß  =xapß  —  x^  pa  wird,  und  dafs  die  Invariante  alsdann  gleich 
ist  u|  +  u|  +  u|. 

20.  Bei  den  drei  in  den  Nummern  14,  15,  16  behandelten 
Gruppen  haben  wir  Qj,  Q„  Q3  als  die  Transformationen  nuUter 
Ordnung  zu  Grunde  gelegt.  Da  diese  vertauschbar  sind,  dürfen 
wir  wieder  Q«  =  p^  setzen.  Dann  wird  für  die  erste  dieser 
Gruppen,  wenn  man  co  =  —  1  setzt  und  die  weitere  darin  vor- 
kommende Konstante  a  nennt: 

U  —  XjPi  +  x,Pj  +  X3P3,  S  =  XiPi  —  X3P8, 

S'  — axip,  +  Xjpg; 

auch  hier  giebt  es  keine  invariante  Beziehung  zwischen  zwei 
Wertsystemen. 

Die  zweite  Gruppe  wird  durch  die  Transformationen  erzeugt : 
Pi>  P2>  ?sy  CiXjPi  +  Cgx,p,  +  C3X3P3,  e^Xjp^  +  e,XgP3, 
wo  wieder  2c2  =  c^  +  C3,  2c^  =  Cg  —  Cj  ist;    die  Invariante 
kann  durch  eine  leichte  Umänderung  in  die  Form  gebracht  werden : 

u^A  (u|  +  2U1U3). 
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Die  in  16.  bebandelte  Gruppe  hat  die  folgendes  sechs  von 
einander  onabbängigen  Transformationen: 

Pi»  P«>  Pj»  2x,P,  +  x,p„  2xiP,  +  x,p„ 
^i*Pi  +^XiX,p,  +x,«p„ 
und  die  Invariante: 

u, 

21.  Weit  schv^ieriger  ist  es,  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  in  17.  aufgestellten  Gruppe  fiir  einen  von  nuU  ver- 
schiedenen Wert  von  k  zu  ermitteln.  Am  einfachsten  wird  die 
Herleitung,  v^-enn  man  einen  allgemeinen  Satz  Lies  benutzt,  nach 
vi^elchem  alle  Gruppen  von  der  angegebenen  Struktur  ähnlich  sind. 
Wenn  v^ir  diesen  Satz  als  richtig  voraussetzen,  giebt  es  nach 
Wahl  der  Variabein  nur  eine  einzige  Gruppe,  die  in  der  mitge- 
teilten Weise  gebaut  ist.  Um  aber  die  Variabein  so  auszuvsrählen, 
dafs  die  Ausdrücke  für  die  infinitesimalen  Transformationen  ein- 
fach und  symmetrisch  v^erden,  können  v^ir  folgende  Erwägung 
anstellen. 

Die  zehn  Transformationen  p«,  x«  p;.  —  xa  p«  für  x,  Jl  =»  0, 
1,  2,  3  bestimmen  diejenige  Gruppe  in  vier  Variabein,  welche 
der  starren  Bewegung  eines  euklidischen  vierdimensionalen  Raumes 
entspricht.  Beschränken  wir  uns  auf  die  Gruppe,  welche  durch 
die  sechs  letzten  Transformationen  erzeugt  wird,  so  erhalten  wir 
nur  diejenigen  Bewegungen,  bei  denen  der  Anfangspunkt  in  Ruhe 
verbleibt.  Dabei  wird  jedes  dreidimensionale  Gebilde  in  sich  ver- 
schoben, welches  bei  beliebigem  Werte  von  a  der  Gleichung 
genügt : 

x?  +xf  +x|  +  x|=a^ 

Jetzt  betrachten  wir  nur  die  Bewegung  eines  solchen  Ge- 
bildes in  sich.  Die  einzelnen  Punkte  desselben  sind,  falls  wir  uns 
auf  einen  gewissen  Bereich  beschränken,  durch  die  Variabein  Xj, 
Xg,  X3  eindeutig  bestimmt;    wir  können  aber  auch  allgemein  xo 

durch  die  Gleichung:  xo  =  l^a*  — xf  — x|  — x^  eindeutig  gegeben 
denken,  wofern  wir  stetigen  Änderungen  von  Xj,  x^,  Xj  auch 
stetige  Änderungen  von  Xq  entsprechen  lassen.  Jetzt  dürfen  wir 
für  die  Änderungen  von  Xj,  x,,  Xg  die  sechs  Transformationen 
zu  Grunde  legen: 

Pl^o»  P2Xo>  Ps^o»  XjPg  —  X3P,,  X3P1  —  XiPj,  X1P2  —  x^Pj. 
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Hier  sind  die  drei  ersten  Transformationen  von  der  nullten, 
die  drei  letzten  von  der  ersten  Ordnung.  Soll  in  den  ersten  die 
Entwicklung  der  Reihe  nach  mit  p^,  p^y  Ps  beginnen,  so  mufs 
a  =  1  sein  und  dem  Wurzelzeichen  für  kleine  Werte  von  Xj, 
Xg,  Xg  sein  positiver  Wert  beigelegt  werden.  Setzen  wir  unter 
dieser  Annahme 

(13)     P«  =  paXo,  Saß  =  x«  p/?  —  x^P«, 

so   wird   (PaP^)  =  —  S«/?,   (PaSaß)  =»  Pß,   (SaßSßy)  =  S«y. 

Das  sind  aber  für  k  =  1  dieselben  Beziehungen,  die  wir  in 
Nr.  17  angegeben  haben. 

Demnach  liegt  es  nahe,  für  einen  beliebigen  Wert  von  k  die 
Formen  (13)  beizubehalten,  jedoch 

(14)     Xo=ri^k"(xJ+xl+x|) 

zu  setzen.  Dann  wird  aber  die  vorangehende  Darlegung  ganz 
überflüssig,  da  man  sofort  sieht,  dafs  bei  dieser  Festsetzung  die 
Gleichungen  (11)  und  (12)  gelten. 

Indessen  müssen  wir  wünschen,  uns  ohne  die  Voraussetzung 
des  angeführten  Lieschen  Satzes  davon  überzeugen  zu  können, 
dafs  dem  angegebenen  Bau  nur  eine  einzige  Gruppe  genügt.  Das 
können  wir,  wenn  wir  eine  umfangreiche  Rechnung  nicht  scheuen, 
auf  folgendem  Wege  erreichen. 

Wir  legen  für  P|,  Pj,  Ps  die  in  18.  angegebene  Form  zu 
Grunde,  drücken  also  P2  und  P3  vermittelst  unbekannter  Funktionen 
aus,  die  nur  den  dort  geforderten  Bedingungen  genügen.  Dann 
lassen  sich  wegen  der  Beziehungen  (PaPß)  =  —  kSaß  auch  die 
Transformationen  Saß  vermittelst  dieser  Funktionen  darstellen. 
Nun  leite  man  aus  den  Gleichungen  für  (PaSje;.)  Differential- 
gleichungen her,  denen  die  unbekannten  Funktionen  genügen 
müssen.  Unter  Berücksichtigung  derjenigen  Ausdrücke,  in  welche 
P2  für  xj  =  0  und  P3  für  Xi  =  X2  ^=  0  übergeht,  finden  wir 
eine  einzie  Lösung.  Nachdem  wir  uns  durch  diese  Rechnung  über- 
zeugt haben,  dafs  alle  Gruppen,  die  auf  diese  Weise  gebaut  sind, 
durch  Einführung  neuer  Variabein  in  einander  übergeführt  werden 
können,  dürfen  wir  ohne  Beweis  von  der  durch  die  Gleichungen 
(13)  und  (14)  bestimmten  Form  ausgehen,  da  diese  offenbar  den 
gestellten  Bedingungen  genügt. 
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Hiermit  können  wir  unsere  analytischen  Entwicklungen  be- 
endigen; die  dargelegten  Sätze  genügen  für  die  Anwendungen, 
welche  wir  im  folgenden  von  der  Theorie  der  Transformations- 
Gruppen  machen  wollen. 

§7. 

ZuBammenhang  iwisohen  den  allgemeinen  Banmformen 
und  den  Tranaformations-Qruppen. 

1 .  Wir  haben  bereits  im  vorigen  Abschnitt  darauf  hingewiesen, 
dofs  es  grofse  Schwierigkeit  bietet,  die  Folgerungen  aus  den  dort 
(VII  §  11  S.  i37)  angegebenen  Grundsätzen  auch  nur  so  weit  zu 
vertblgen,  dafs  wür  einen  Oberblick  über  alle  verschiedenen  Raum- 
formen  gewinnen.  Dagegen  wird  uns  die  Untersuchung  wesentlich 
erleichtert,  wenn  wir  die  Analysis  für  die  Theorie  der  Raumfonnen 
nutzbar  machen  können.  Wir  können  daher  versucht  sein,  rein 
axiomatisch  vorauszusetzen,  dals  es  gestattet  ist,  allen  Punkten  eines 
n-dimensionalen  Raumes  eine  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
von  Zahlgröfsen  zuzuordnen  und  die  verschiedenen  Lagen  desselben 
Körpers  durch  analytische  Formeln  darzustellen.**)  Da  bei  diesem 
Verfahren  unsere  Grundsätze  in  Kraft  bleiben,  so  sind  wir  sicher, 
dals  alle  Mö&:lichkeiten ,  zu  denen  wir  alsdann  auf  analytischem 
Wege  i:e!ani:en,  unsem  Grundsätzen  genügen.  Wir  erhalten  also 
eine  Reihe  von  ailgen^einen  Raumformen  und  gewinnen  dadurch 
einer,  tiefem  EinKick  in  die  Theorie,  als  die  bloise  WeiteriuhruDg 
der  am  Ende  des  vorigen  Abschnitts  Sei:onncnen  Untersuchung 
iiesutiet.  Die  jir.jL\t:sche  Darstelluni:  erönnet  uns  nämlich  mit 
Leichtigkeit  ein  sehr  weites  Gebiet,  dessen  einzelne  Systeme  ix 
uneia:entlichen  Sinne  a.s  Raumforrren  zu  bezeichnen  sind.  Nach- 
dem wir  a^er  cen  JiUcemeinen  Becrln  der  Riuniformen  adiiestellt 
haSen.   n:u:"s  e>  unsere  erste  Aufs:i>e  sein,  ihn  durch  zahlreiche 
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ist  dazu  augenblicklich  wenig  Aussicht  vorhanden.  Wir  müssen 
uns  also  damit  begnügen,  zu  unseren  Grundsätzen  einige  weitere 
Annahmen  hinzuzufügen,  welche  sich  ihrem  Charakter  nach  ihnen 
anschliefsen  und  mit  deren  Hilfe  es  möglich  wird,  den  n-dimen- 
sionalen  Raum  mit  einer  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  in 
Zusammenhang  zu  bringen.  Wir  wollen  im  folgenden  versuchen, 
diese  Aufgabe  zu  lösen.*®)  Freilich  müssen  wir  es  uns  versagen, 
den  Weg  in  voller  Ausführlichkeit  darzulegen,  da  wir  einerseits 
den  Umfang  unseres  Werkes  nicht  übermäfsig  vergröfsern  dürfen, 
andererseits  zu  befürchten  steht,  das  Interesse  an  dieser  Frage 
sei  nicht  so  grofs,  dafs  viele  Leser  eine  eingehende  Darlegung 
in  allen  Einzelheiten  verfolgen  würden.  Immerhin  hoffen  wir, 
dafs  es  uns  gelingt,  die  wichtigsten  Punkte  hervortreten  zu  lassen. 
3.  Wir  benutzen  einen  beliebigen  Körper  k  und  denken  uns 
in  seinem  Innern  einen  Punkt  Ji  bestimmt.  Dem  Raumpunkt, 
welchen  der  Punkt  Jt  in  der  Anfangslage  Ao  des  Körpers  deckt, 
ordnen  wir  das  Wertsystem  (0,  0  ...  0)  zu,  setzen  also  fest,  dafs 
für  ihn  alle  Gröfsen  xi,  Xg  .  .  .  Xn  verschwinden.  Jetzt  betrachten 
wir  eine  zweite  Lage  Ai  des  Körpers  k,  welche  folgenden  For- 
derungen genügt:  a)  der  vom  Punkte  jt  in  der  zweiten  Lage 
gedeckte  Ort  soll  von  seiner  Anfangslage  verschieden  sein;  b)  die 
zweite  Lage  dieses  Punktes  soll  innerhalb  des  Raumes  liegen, 
den  der  Körper  in  der  Anfangslage  einnimmt.  (Dafs  die  zweite 
Forderung  nicht  wesentlich  ist,  da  es  gestattet  ist,  den  Körper  k 
durch  einen  anderen  Körper  zu  ersetzen,  brauchen  wir  nicht  zu 
erwähnen.)  Dann  ist  es  möglich,  um  den  Punkt  jt  einen  Teil 
kl  des  Körpers  k  derart  abzugrenzen,  dafs  er  auch  in  der  Lage 
Ai  einen  Raumteil  deckt,  den  ein  anderer  Teil  kg  von  k  in  der 
Anfangslage  einnimmt.  Die  von  den  kongruenten  Körperteilen 
kl  und  k»  in  der  Anfangslage  Ao  eingenommenen  Raumteile 
nennen  wir  ßo  und  ßi.  ßringt  man  jetzt,  der  Lage  Ai  ent- 
sprechend, den  Körperteil  ki  in  die  Deckung  mitßi,  wobei  wir, 
wie  auch  stets  im  folgenden,  den  im  Anschlufs  an  den  siebenten 
Grundsatz  entwickelten  strengen  Begriff  der  Kongruenz  festhalten, 
so  giebt  es  einen  ganz  bestimmten  Raumteil  B^,  welcher  alsdann 
von  kg  eingenommen  wird.  Wiederum  kann  man  ki  in  die 
Lage  Bg  bringen  und  dadurch  unter  Benutzung  des  Teiles  k, 
einen  Raumteil  Bg  eindeutig  bestimmen.    In  dieser  Weise  ist  es 
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gestattet,  fortzufahren  und  jeder  beliebigen  ganzen  positiven  Zahl 

V  einen  bestimmten  mit  Bq  kongruenten  Raumteil  Bv  zuzuordnen. 
Umgekehrt  kann  man  auch  den  Körperteil  k,  in  die  Lage  B^ 
bringen;  dabei  wird  ki  eine  Lage  B_i  erhalten.  Da  man  mit 
dem  neuen  Raum  teil  auch  wieder  k,  zur  Deckung  bringen  kann, 
ist  eine  Methode  gewonnen,  welche  jeder  negativen  ganzen  Zahl 

V  eine  feste  Lage  Bv  zuordnet.  Deckt  der  Körper  ki  einen  Raum* 
teil  Bv,  so  nimmt  der  Punkt  Jt  einen  bestimmten  Ort  ein,  und 
für  diesen  soll  die  Variabele  xi  den  Wert  v  erhalten,  während 
alle  anderen  Variabein  x^  .  . .  Xn  den  Wen  null  beibehalten. 

4.  Die  Möglichkeit,  auch  den  Zahlen,  deren  Nenner  gleich 
zwei  ist,  bestimmte  Punkte  zuzuordnen,  wurde  sich  unmittelbar 
ergeben,  wenn  man  unter  Beibehaltung  der  soeben  benutzten 
Raumteile  Bo  und  Bi   folgenden  Satz  beweisen  könnte: 

»Es  giebt  im  Körper  k  einen,  und  zwar  einen  einzigen,  mit 
kl  kongruenten  Teil  k',  der  zugleich  in  die  Lage  Bi  gelangt, 
wenn  ki   in  die  Anfangslage  Bi   des  Teiles  k'  gebracht  wird.a 

Man  kann  diesem  Satze  auch  folgenden  Ausspruch  geben: 

»Sind  A  und  B  irgend  zwei  Lagen  desselben  Körpers,  so 
giebt  es  eine  einzige  dritte  Lage  C  dieses  Körpers  von  der  Eigen- 
schaft, dafs  ein  mit  dem  Körper  fest  verbundener  zweiter  Körper, 
der  in  der  ersten  Lage  des  ersten  Körpers  den  Raum  C  deckt, 
die  Lage  B  erhält,  sobald  der  erste  Körper  in  die  Lage  C  ge- 
bracht wird.« 

Bisher  ist  es  freilich  nicht  möglich  gewiesen,  diesen  Satz  in 
voller  Strenge  zu  beweisen;  gewisse  Betrachtungen,  auf  die  wir 
hier  nicht  eingehen  möchten,  lassen  es  aber  nicht  als  unmöglich 
erscheinen,  dafs  er  sich  aus  unseren  Grundsätzen  herleiten  läfst. 
Setzen  wir  seine  Richtigkeit  voraus,  so  ergiebt  sich  nicht  nur  auf 
demselben  Wege,  der  uns  vorhin  gestattete,  jeder  ganzen  Zahl  v 
eine  feste  Lage  Bv  zuzuordnen,  die  Möglichkeit,  dasselbe  für  alle 
Zahlen  durchzuführen,  deren  Nenner  gleich  zwei  ist,  sondern  wir 
können  auch  bei  Wiederholung  desselben  Prozesses,  die  uns  auf 
die  Lagen  Bi,  Bi  ...  führt,  für  die  Variabele  Xi   zu  allen  Zahlen 

4  J 

gelangen,  deren  Nenner  eine  beliebige  Potenz  von  zwei  ist.  In- 
dessen bleiben  wir  auch  jetzt  noch  immer  bei  diskreten  Punkten; 
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wollen  wir  zu  den  Punkten  einer  Linie  gelangen,  so  müssen  wir 
etwa  folgenden  Satz  voraussetzen: 

»Wie  wir  auch  immer  vom  Körper  k  Teile  1,  T  ...  ab- 
getrennt haben,  läfst  sich  durch  Wiederholung  des  Prozesses,  der 
uns  von  den  Lagen  Bq   und  Bi    zu  einem  Raumteil  Bi    geführt 

"2 

hat,  eine  Lage  B  i   bestimmen,  in  welcher  jeder  der  Teile  1,  1' . .  . 

2"» 
in  teilweiser  Deckung  mit  seiner  Anfangslage  ist.« 

Ein  solcher  Satz  würde  bereits  das  Archimedische  Princip 
als  richtig  voraussetzen.  Mit  seiner  Hilfe  fällt  es  nicht  schwer, 
auch  den  irrationalen  Werten  von  xi  bestimmte  Punkte  zuzu- 
weisen und  zu  zeigen,  dafs  sie  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  bilden. 
Die  Benutzung  der  im  zweiten  Paragraphen  des  dritten  Abschnittes 
(B.  L  S.  168 — 172)  dargelegten  allgemeinen  Gesetze  ermöglicht 
es  uns  aber,  zu  beweisen,  dafs  die  Punkte  einer  Linie  angehören, 
und  dafs  der  Prozefs  nicht  auf  ein  mehrfach  ausgedehntes  Ge- 
bilde, etwa  eine  Fläche,  führt. 

5.  Nachdem  es  auf  dem  angedeuteten  oder  irgend  einem 
anderen  Wege  möglich  geworden  ist,  eine  Linie  zu  finden,  für 
welche  die  Variabein  Xg,  x,  .  .  .  Xn  einen  verschwindenden  Wert 
annehmen,  und  die  einzelnen  Punkte  der  Linie  durch  die  Werte 
der  Variabein  Xi  zu  bestimmen,  macht  es  kaum  noch  Schwierig- 
keit, allen  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  gelegenen  Punkten 
Wertsysteme  zuzuordnen. 

Um  jetzt  allen  Punkten  einer  (endlichen)  Fläche  in  ähnlicher 
Weise  Wertsysteme  zuzuordnen,  braucht  man  nur  eine  weitere 
Lage  Gl  des  Körpers  k  in  Betracht  zu  ziehen,  bei  der  der  Punkt 
jt  nicht  in  die  Linie  (x,  .  .  .  =»  Xn  ■=»  0)  hineinfällt.  Diese  neue 
Lage  in  Verbindung  mit  der  Anfangslage  Ao  gestattet  wieder  auf 
eindeutige  Weise,  jeder  beliebigen  Zahl  v  eine  bestimmte  Lage  Gv 
zuzuordnen.  Es  ist  nun  nachzuweisen,  dafs,  solange  man  von 
der  Linie  (xj  =»...  =  Xn  =  0)  ein  Stück  abgrenzt,  das  in  einer 
gewissen  Umgebung  des  Nullpunktes  liegt,  und  zugleich  den  ab- 
soluten Betrag  der  Zahl  v  hinreichend  klein  bleiben  läfst,  die 
Punkte  des  abgegrenzten  Linienstückes  in  keiner  Lage  Gv,  welche 
einer  von  null  verschiedenen  Zahl  v  entspricht,  in  die  Linie 
(x,  =—...=»  Xn  =«  0)  zu  liegen  kommen;  mit  anderen  Worten: 
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bei  geeigneter  Beschränkung  der  Bereiche  für  x^'  und  v  kann 
man  erreichen,  dafs  derjenige  Punkt  des  bewegten  Körpers,  wel- 
cher in  der  Anfangslage  den  Raumpunkt  (xi ',  0  .  .  .  0)  deckt,  bei 
der  Lage  Cv  nur  für  r  =—  0  in  die  genannte  Linie  hineinfiQIt 
Wir  dürfen  daher  dem  von  diesem  Punkte  in  der  Lage  Cy  ge- 
deckten Orte  das  Wensystem  (xi=xi',  x,«— r,  xs— ...--» Xa«"0) 
zuordnen.  Die  Gesamtheit  der  auf  diesem  Wege  erhaltenen  Punkte 
bildet,  wie  sich  ohne  Schwierigkeit  beweisen  lassen  dürfte,  eine 
Fläche,  aber  kein  drei-  oder  mehrfach  ausgedehntes  Raumgebilde. 

Wie  man  auf  diesem  Wege  weiter  fortschreitet,  bedarf  wohl 
keiner  Darlegung;  wir  erkennen,  dafs  es  möglich  ist,  allen  Punkten, 
die  in  einer  gewissen  Umgebung  des  Nullpunktes  liegen,  die  Wert- 
systeme einer  n-£sich  ausgedehnten  Mannig&ltigkeit  von  Zahlen 
Xj,  X,  .  .  .  Xn  zuzuweisen. 

6.  Nachdem  wir  jedem  Punkte,  der  in  einem  gewissen  Be- 
reiche liegt,  ein  bestimmtes  Wertsystem  oder,  wie  wir  lieber 
sagen,  n  Koordinatenwerte  zugeordnet  haben,  betrachten  wir 
wieder  zwei  Lagen  desselben  festen  Körpers.  Derjenige  Punkt 
desselben,  welcher  in  der  ersten  Lage  den  Raumpunkt  (xi . . .  Xu) 
deckt,  möge  in  der  zweiten  Lage  mit  dem  Raumpunkt  (vi . . .  yn) 
zusammenfallen.  Indem  wir  hiemach  dem  Punkte  (x)  den  Punkt 
(y)  entsprechen  lassen,  ist  eine  Beziehung  aller  Punkte,  die  der 
Körper  in  der  ersten  Lage  deckt,  zu  denjenigen  Punkten  fest- 
gesetzt, welche  der  Körper  in  der  zweiten  Lage  einnimmt;  die 
Punkte  (x)  sind  in  die  Punkte  (y)  transformiert.  Solange  wir 
die  Wertsysteme  (x)  nur  auf  solche  Punkte  beschränken,  welche 
dem  Körper  in  seiner  ersten  Lage  angehören,  kann  jedem  ein- 
zelnen Wertsystem  (x)  nur  ein  einziges  Werts\*stem  (y)  ent- 
sprechen; die  Transformation  ist  eindeutig.  Trennen  wir  vom 
Körper  einen  beliebigen  Teil  ab  und  beschränken  uns  auf  solche 
Punkte  (x),  welche  diesem  Teile  in  der  ersten  Lage  des  Körpers 
angchwen,  so  müssen  die  entsprechenden  Punkte  (y)  demselben 
Teile  in  seiner  zweiten  Lage  angehören.  Jeder  kontinuierlichen 
.Mannigfaltigkeit  (x)  entspricht  also  eine  kontinuierliche  Mannig- 
faltigkeit (\');  der  Transformation  mufs  die  Stetigkeit  beigel^ 
werden.  Wir  nehmen  jetzt  noch  an,  dals  die  Transformation 
auch  auf  analytischem  Wege  darstellbar  sei,  dals  wir  somit  setzen 
dürfen :  y*  =  fir  (x^  .  .  .  Xb)  (x  =  1  .  .  .  n). 
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7.  Wir  können  aber  auch  die  stetige  Folge  von  Lagenver- 
änderungen ins  Auge  fassen,  welche  bei  einer  Bewegung  vor  sich 
geht.  Um  diese  analytisch  darzustellen,  können  wir  jeder  ein- 
zelnen Lage  eine  gewisse  Zahl  zuordnen  und  festsetzen,  dafs 
jedesmal  der  späteren  Lage  eine  gröfsere  Zahl  entspricht.  Das- 
selbe kann  erreicht  werden,  wenn  es  gelingt,  die  Zeit  durch  eine 
einfach  unendliche  Zahlenmannigfaltigkeit  darzustellen.  Man  thut 
aber  besser,  die  in  4.  durchgeführte  Untersuchung  für  unsern 
Zweck  nutzbar  zu  machen;  statt  eine  beliebige  Bewegung  eines 
Körpers  zu  betrachten,  leiten  wir  aus  zwei  Lagen  eine  einfach 
unendliche  Folge  von  Lagen  in  der  Weise  her,  dafs  jede  einzelne 
unter  ihnen  durch  eine  Zahl  bestimmt  ist,  und  dafs  die  Folge 
der  Zahlen  und  die  der  Lagen  einander  eindeutig  entsprechen. 
Will  man  aber  die  Beziehung  der  in  der  Lage  u  gedeckten  Ko- 
ordinaten (y)  zu  den  Anfangskoordinaten  (x)  analytisch  darstellen, 
so  mufs  man  die  Funktionen  nicht  blofs  von  xi  .  .  .  Xn,  sondern 
auch   von   der  neuen  Variabein  u  abhangen  lassen;   wir  setzen 

daher : 

yx  =  ipx  (x,  .  .  .  Xn;  u)  (x  =  1  .  .  .  n). 

Entspricht  dem  Werte  u  =«  0  die  Anfangslage,  so  mufs  für 
u  =  0  auch  yi  —  xi  .  .  .  yn  =  Xn  sein;  oder  es  ist: 

V?X  (Xi    .   .  .  Xn;    0)  —  X;f  (x  =  1  .  .  .  u). 

8.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  alle  verschiedenen  Lagen 
in  Betracht  ziehen,  welche  der  zu  Grunde  gelegte  feste  Körper 
annehmen  kann.  Alle  diese  Lagen  mögen  von  einer  gewissen 
Zahl  r  von  veränderlichen  Gröfsen  Ui  .  .  .  Ur  abhängig  gemacht  , 
sein.  Dafs  diese  Zahl  auch  unendlich  grofs  sein  kann,  soll  hier 
nicht  weiter  betrachtet  werden;  wir  dürfen  es  dem  Leser  über- 
lassen, sich  von  den  Änderungen,  welche  an  den  folgenden  Dar- 
legungen für  einen  unendlich  grofsen  Wert  von  r  nötig  werden, 
selbst  Rechenschaft  zu  geben.  Was  die  Wahl  der  Gröfsen  ui  . . .  Ur, 
der  Parameter,  anbetrifft,  so  müssen  wir  voraussetzen,  dafs  jeder 
stetigen  Folge  von  verschiedenen  Lagen  desselben  Körpers  auch 
eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  Wertsystemen  (ui  .  .  .  Ur)  ent- 
spricht. Um  zu  einer  speciellen  Wahl  dieser  Art  zu  gelangen, 
können  wir  wieder  die  in  4.  durchgeführte  Untersuchung  berück- 
sichtigen; wir  erkennen  dabei,  dafs  die  dort  gemachten  Voraus- 
setzungen auch  für  den  vorliegenden  Zweck  genügen. 
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Nachdem  in  geeigneter  Weise  die  Parameter  Ui  ...  u,  ge- 
wählt sind,  wird  die  Gesamtheit  der  verschiedenen  Lagen  des- 
selben Körpers  durch  ein  System  von  Transformationen 

(1)  yx  =  9)x  (xi  .  .  .  x„;  Ui  .  .  .  Ur)  (x  =—  1  .  .  .  n) 
dargestellt.  Hierbei  werden  die  Parameter  als  wesentlich  voraus- 
gesetzt; wir  verlangen  nämlich,  dafs  sie  sich  nicht  auf  eine  ge- 
ringere Zahl  zurückführen  lassen.  Auch  sollen  sie  im  folgenden 
stets  so  gewählt  werden,  dafs  dem  Wertsystem  u^  •=  u,  =■ . .  . 
=  Ur=0  die  Anfangslage  des  Körpers  entspricht;  dann  muis  sem: 

(2)     xx  =  9)x  (xi  .  .  .  Xn;  0  .  .  .  0);         (x  =  1  .  .  .  n) 
wir  sagen,  das  System  enthalte  die  identische  Transformation. 

Eine  weitere  Eigenschaft  des  Systems  ergiebt  sich  durch 
folgende  Betrachtung:  Ist  der  Körper  aus  der  Anfangslage  in  die- 
jenige Lage  übergeführt,  welche  durch  das  Wertsystem  (ui . .  .Ur) 
bestimmt  wird,  so  kann  man  ihn  auch  aus  dieser  Lage  in  die 
Anfangslage  durch  eine  Bewegung  zurückführen;  man  kann  abo 
auch  von  den  Gröfeen  yi  .  .  .  yn  aus  durch  eine  dem  System 
angehörende  Transformation  die  Variabein  x,  .  .  .  Xn  gewinnen. 
Mit  anderen  Worten :  Wenn  die  Variabein  (y)  aus  den  Variabein 
(x)  für  irgend  ein  Wertsystem  (u)  der  Parameter  vermittelst  der 
Gleichungen  (1)  hergeleitet  sind,  so  giebt  es  jedesmal  ein  System 
(vr .  .  .  Vr)  der  Parameter,  für  welches  sich  die  Gröfsen  (x)  in 
ganz  entsprechender  Weise  vermittelst  der  Gröfsen  (y)  darstellen 
lassen;  oder  mit  den  Gleichungen  (1)  sind  jedesmal  die  Glei- 
chungen 

xx  =  9)x  (yi  .  .  .  yn;  Vi  .  .  .  Vr)  (x  =  1  .  .  .  n) 
für  zu  bestimmende  Werte  von  Vi  .  .  .  Vr  verbunden.  Das  System 
der  Transformationen  ist  demnach  umkehrbar;  es  enthält  zu  jeder 
Transformation  auch  die  inverse.  Wie  die  Erweiterung  der  in 
4.  angestellten  Betrachtung  zeigt,  kann  man  die  Parameter  Ui . .  .u, 
stets  so  wählen,  dafs  die  Gröfsen  Ux  und  Vx,  welche  zu  inversen 
Transformationen  gehören,  in  der  Beziehung  stehen: 

Ui    +  Vi    =  0  .  .  .  Ur   +  Vr   =  0. 

9.  Unser  dritter  Grundsatz  führt  uns  auf  eine  besonders 
wichtige  Eigenschaft  dieses  Systems  von  Transformationen.  Nach- 
dem die  Beziehung  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Lage  des- 
selben Körpers  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmt  ist,  wo  die 
Gröfsen  Ui  . . .  u,  feste,  die  Gröfsen  xi  . . .  Xn  veränderliche  Wene 
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annehmen,  denke  ich  mir  einen  zweiten  Körper,  der  mit  dem 
ersten  kongruent  ist  und  dessen  Aitfangslage  mit  der  zweiten 
Lage  des  ersten  Körpers  identisch  ist.  Dann  werden  die  einzelnen 
Punkte  dieses  Körpers  durch  die  Variabeb  yi  .  .  .  Yd  bestimmt. 
Gebe  ich  diesem  Körper  irgend  eine  neue  Lage  und  bestimme 
ich  die  hierbei  eingenommenen  Orter  der  einzelnen  Punkte  des 
Körpers  durch  die  Variabein  Zi  .  .  .  Zn,  so  kommt  dies  darauf 
hinaus,  in  den  Gleichungen  (l)  die  y«  durch  zx,  die  xx  durch  yx 
ZU  ersetzen  und  statt  (ui  .  .  .  Ur)  andere  Parameter  (vi  .  .  .  Vr) 
zu  wählen;  es  müssen  also  die  Gleichungen  bestehen: 

(3)  Zx  =  gpx  (yi  ...  yn;  vi  . . .  Vr). 
Nun  kann  ich  aber  den  ersten  Körper  in  jede  Lage  bringen, 
welche  der  zweite  annimmt;  es  mufs  also  möglich  sein,  neue 
Parameter  (wi  . . .  Wr)  derartig  zu  bestimmen,  dafs  man  mit  ihrer 
Hilfe  von  den  Variabein  (x)  zu  den  Variabein  (z)  gelangt.  Mit 
den  Gleichungen  (1)  und  (3)  müssen  jedesmal  die  Gleichungen 
verbunden  sein: 

(4)      Zx  =  9)x  (Xi   ...  Xn;   Wi   .  .  .  Wr), 

wo  die  Wi  .  .  .  Wr  blofse  Funktionen  von  Ui  .  .  .  Ur  und  vi .. .  Vr 
sind.  Wollen  wir  diese  Eigenschaft  rein  analytisch  aussprechen, 
so  können  wir  sagen:  Sind  vermittelst  der  Gleichungen  (1)  für 
ein  festes  System  (u)  der  Parameter  die  Variabein  (x)  in  die  (y) 
übergeführt,  wendet  man  auf  die  Variabein  (y)  eine  Transfor- 
mation (3)  des  Systenis  an,  welche  durch  die  Parameter  Vj  ...Vr 
bestimmt  ist,  und  gelangt  man  dadurch  zu  den  Werten  (z),  so 
führt  die  Elimination  der  Variabein  (y)  auf  eine  Beziehung  zwischen 
den  Variabein  (x)  und  (z),  welche  wiederum  eine  Transformation 
unseres  Systems  ist  und  nur  von  neuen  Parametern  abhängt. 
Unsere  Transformationen  bilden  also  im  Lieschen  Sinne  eine 
Gruppe  und  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  eine  stetige 
Transformations- Gruppe. 

10.  Der  vierte  Grundsatz  verlangt,  dafs  jeder  Punkt  eines 
Körpers  mit  jedem  Punkte  des  Raumes  zur  Deckung  gebracht 
werden  kann;  demnach  sind  nur  die  transitiven  Gruppen  geeignet, 
die  Bewegung  in  einer  Raumform  darzustellen. 

Was  die  weitere  analytische  Behandlung  betrifft,  so  brauchen 
wir  nicht  daran  zu  erinnern,  dafs  es  von  vornherein  als  notwendig 
erscheint,  die  ganze  Untersuchung  auf  einen  gewissen  Bereich  zu 

Killing,  Grundlagen  der  Geometrie.    II.  21 
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beschränken;  die  schon  früher  bevorzugte  Methode,  zunächst  die 
Gesetze  für  ein  endliches,  allseitig  begrenztes  Gebiet  herzuleiten 
und  erst  später  zur  unbegrenzten  Erweiterung  überzugehen,  er- 
weist sich  hier  geradezu  als  allein  berechtigt. 

Bei  den  folgenden  Anwendungen  der  Transformations-Gruppen 
auf  die  allgemeinen  Raumformen  müssen  wir  fiir  die  Funktionen, 
welche  in  den  Gleichungen  (1)  auftreten,  die  Differentiierbarkeit 
voraussetzen  und  annehmen,  dafs  sie  in  gewöhnliche  Potenzreihen 
entwickelt  werden  können,  da  sich  die  früher  gefundenen  Re- 
sultate auf  diese  beiden  Annahmen  stützen.  Ob  diese  Forderung 
neue  Annahmen  nötig  macht,  läfst  sich  nicht  übersehen. 

11.  Wie  jede  Raumform  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen auf  eine  Transformations-Gruppe  führt,  kann  umgekehrt 
jede  stetige  transitive  Gruppe  von  Transformationen  als  Raum- 
form im  allgemeinen  Sinne  aufgefafst  werden.  Zwar  haben  wir 
erkannt,  dafs  eine  Gruppe,  welche  zur  Darstellung  einer  Raum- 
form geeignet  sein  soll,  die  identische  Transformation  enthalten 
mufs;  indessen  liegt  hierin  keine  Beschränkung,  wie  wir  in  §  1 
erwähnen  konnten;  es  ist  also  nicht  notwendig,  neben  der  Tran- 
sivität  auch  diese  Eigenschaft  der  Gruppe  eigens  beizulegen. 

Wenn  die  Gruppe  in  n  Variabein  transitiv  ist,  so  können 
wir  immer  ein  Wertsystem  finden,  welches  in  alle  Wertsysteme 
seiner  Umgebung  transformiert  werden  kann ;  es  giebt  daher  einen 
endlichen  Bereich,  für  dessen  Wertsysteme  die  gleiche  Eigenschaft 
gilt.  Von  einem  solchen  Gebiete  gehen  wir  aus  und  beschränken 
es,  wenn  das  nötig  sein  sollte,  durch  die  weitere  Forderung,  dafs 
auch  alle  der  Gruppe  angehörenden  Transformationen  eindeutig 
bleiben,  wofern  man  diesen  Bereich  nicht  verläfst.  Eine  stetige 
n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  von  Wertsystemen,  die  einen 
Teil  des  ausgewählten  Gebietes  bildet,  nennen  wir  einen  Raum- 
teil oder  auch  einen  Raum  im  Sinne  unserer  Grundsätze.  Machen 
wir  die  Parameter  der  Gruppe  in  stetiger  Weise  abhängig  von 
einer  einzigen  Variabein,  so  entsteht  eine  kontinuierliche  Folge 
von  Transformationen,  welche  als  eine  Bewegung  bezeichnet  wird. 
Nach  diesen  Festsetzungen  werden  alle  Gesetze  befriedigt,  welche 
durch  unsere  Grundsätze  ausgesprochen  werden;  wir  dürfen  also 
sagen,  die  Gruppe  stelle  eine  Raumform  dar.  Wir  brauchen 
diesen  Gedanken  nicht  weiter  durchzuführen;  es  genügt,  auf  die 
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im  Anfange  von  VII  §  11  (S.  232  fF.)  angegebenen  Beispiele 
zu  verweisen. 

12.  Um  jetzt  zu  allen  Raumformen  zu  gelangen,  welche  eine 
analytische  Behandlung  zulassen,  brauchen  wir  nur  alle  transitiven 
Gruppen  aufzusuchen.  Dafs  das  neue  Problem  bedeutend  ein- 
facher ist  als  das  ursprüngliche,  erkennen  wir  schon,  wenn  wir 
uns  auf  die  kleinsten  Zahlen  von  Dimensionen  beschränken.  Eine 
Gruppe,  durch  welche  eine  einzige  Variabele  transformiert  wird, 
kann  allerdings  unendlich  viele  Parameter  enthalten;  ist  aber  die 
Gliederzahl  endlich,  so  kommen,  wie  Lie  sehr  früh  nachgewiesen 
hat,  alle  Transformationen  auf  projektive  Umgestaltungen  hinaus; 
die  Zahl  der  Parameter  ist  höchstens  gleich  drei;  es  giebt  aber 
auch  ftir  eine  Variabele  ein-  und  zweigliedrige  Gruppen.  Lie  hat 
aber  auch  schon  die  Aufgabe  erledigt,  für  zwei  und  drei  Variabele 
samtliche  Gruppen  zu  ermitteln,  deren  Gliederzahl  endlich  ist;  es 
bietet  also  keine  Schwierigkeit,  für  eine,  zwei  und  drei  Dimen- 
sionen alle  Raumformen  anzugeben,  deren  Beweglichkeit  von  einer 
endlichen  Zahl  von  willkürlichen  Gröfsen  abhängt.  Natürlich 
müssen  wir  hierbei  alle  Gruppen  als  identisch  auffassen,  welche 
im  Sinne  Lies  einander  ähnlich  sind,  welche  also  durch  Einführung 
neuer  Variabein  in  einander  übergeführt  werden  können.  Es 
kommt  dies  darauf  hinaus,  dafs  wir  in  einer  n-dimensionalen 
Raumform  die  zunächst  gewählten  Koordinaten  xi  .  .  .  Xq  durch 
beliebige  n  von  einander  unabhängige  Funktionen  q>i  (xi  .  .  .  Xn) 
.  .  .  9)n  (xi  ...  Xn)  ersetzen  können. 

Dabei  dürfen  wir  aber  nicht  vergessen,  dafs  die  Transfor- 
mations-Gruppen uns  nur  die  Gesetze  liefern,  welche  in  einem 
gewissen  endlichen  Bereiche  des  Raumes  gelten,  für  die  unbe- 
grenzte Erweiterung  aber  an  sich  nichts  bieten.  Es  ist,  wie  wir 
mehrmals  gesehen  haben,  ganz  wohl  möglich,  dafs  zwei  Raum- 
formen in  allen  Eigenschaften  übereinstimmen,  solange  man  sich 
auf  einen  gewissen  endlichen  Bereich  beschränkt,  dafs  sie  also 
zu  derselben  Gruppe  gehören,  während  sie  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung betrachtet  ganz  verschiedene  Eigenschaften  besitzen. 
Demnach  mufs  man,  nachdem  man  vermittelst  der  zugehörigen 
Gruppe  die  Gesetze  erforscht  hat,  die  für  jeden  endlichen,  hin- 
reichend begrenzten  Bereich  gelten,  in  eine  eigene  Untersuchung 
darüber  eingehen,  ob  das  zu  Grunde  gelegte  Gebiet  in  verschiedener 

12* 
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Weise  erweitert  werden  könne.  Indessen  gehört  die  Durchfühmng 
dieses  Gedankens  nicht  hierher.  Wir  sind  hier  bis  zu  dem  Punkte 
gelangt,  zu  dem  wir  unsere  allgemeinen  Erörterungen  fbhren 
mufsten;  wir  dürfen  also  jetzt  zu  dem  Problem  übergehen,  welches 
uns  in  den  folgenden  Untersuchungen  beschäftigen  solL  Indessen 
glauben  wir  dem  Leser  einen  Ge£sdlen  zu  erweisen,  wenn  wir 
mehrere  Raumformen,  auf  welche  wir  durch  einige  besondere 
Gruppen  gefuhrt  werden,  etwas  weitläufiger  charakterisieren.  Die 
wichtigsten  Eigenschaften  der  beiden  ersten  Raumformen  sind 
bereits  von  Lie**)  angegeben;  das  dritte  Beispiel  giebt  nur  all- 
bekannte Sätze  in  einer  Form,  die  fiir  den  vorliegenden  Zweck 
besonders  geeignet  ist;  das  letzte  Beispiel  habe  ich  früher  zu 
einem  ganz  speciellen  Zwecke  entwickelt. 

13.  Am  Schlufs  von  §  6,  20  (S.  312)  haben  wir  eine  früher 
von  Lie  behandelte  Gruppe  durch  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen bestimmt: 

(5)     Pi,  p«,  Pj,  2xipi  +  x,pi,  2xip«  +  x,ps, 
4xfpi  +  4xix,p«  +  xfps. 

Da  der  Nullpunkt  durch  die  drei  ersten  Transformationen 
in  eine  ganz  beliebige  Lage  übergeführt  werden  kann,  so  besitzt 
er  dieselben  Eigenschaften  wie  jeder  andere  Punkt  des  Raumes. 
Bleibt  aber  der  Punkt  (0,  0,  0)  in  Ruhe,  so  sind  noch  alle  die- 
jenigen Bewegungen  möglich,  welche  der  durch  die  drei  letzten 
Transformationen  (5)  erzeugten  Gruppe  genügen.  Diese  Gruppe 
hängt  von  drei  Parametern  ab;  wollte  man  aber  nur  die  linearen 
Glieder  berücksichtigen,  so  würde  man  zu  der  unrichtigen  Mei- 
nung geführt  werden,  dafs  diese  Gruppe  nur  zwei  Parameter 
enthielte. 

In  den  drei  letzten  Symbolen  (5)  werden  die  Koefficienten 
von  p, ,  pa,  p^  gleich  null,  wenn  xi  =  xg  =  0  gesetzt  wird; 
alle  Punkte  dieser  Linie  bleiben  also  unbewegt,  sobald  der  Null- 
punkt in  Ruhe  gehalten  wird.  Die  Punkte  der  Fläche  xi  =  0 
erleiden  alsdann  diejenigen  Veränderungen,  welche  der  aus  den 
Transformationen  X2P2,  x^ps,  x|ps  hervorgehenden  Gruppe  ent- 
sprechen; jeder  Punkt  dieser  Fläche,  welcher  nicht  auf  der  un- 
bewegten Linie  liegt,  kann  in  alle  Punkte  eines  zweifach  aus- 
gedehnten Gebietes  übergeführt  werden.  Auch  jede  Fläche 
4xi  (x3  —  c)  =  x|  bleibt  bei  der  Drehung  um  den  Nullpunkt  in 
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Deckung  mit  ihrer  Anfangslage.  Bei  der  Ruhe  eines  Punktes 
wird  somit  jede  Fläche  eines  Büschels  in  sich  verschoben;  alle 
diese  Flächen  berühren  sich  längs  einer  Linie,  und  alle  Punkte 
dieser  Linie  bleiben  unbewegt. 

Von  diesen  Flächen  wird  unter  Vermittlung  der  eingeführten 
Koordinaten  xi,  xj,  Xs  im  euklidischen  Räume  eine  als  Ebene, 
die  anderen  als  Kegel  zweiter  Ordnung  abgebildet;  der  aus  den 
Bildflächen  bestehende  Büschel  hat  die  Eigenschaft,  dafs  alle  seine 
Flächen  Kegel  sind,  die  sich  längs  einer  Geraden  berühren;  jeder 
Punkt  der  gemeinsamen  Tangente  ist  die  Spitze  eines  Kegels, 
und  unter  den  Kegeln  ist  einer,  der  in  ein  Ebenenpaar  zerfällt. 

Soll  aufser  dem  Nullpunkte  noch  ein  zweiter  Punkt  ai,  a^, 
as  in  Ruhe  gehalten  werden,  so  dürfen  die  Koordinaten  ai  und 
aj  nicht  beide  verschwinden.  Natürlich  bleibt  jetzt  auch  jeder 
Punkt  der  Linie  Xi  =  ai ,  x,  =  a^  unbewegt.  Diejenige  Bewegung, 
>velche  jetzt  noch  möglich  ist,  wird  beschrieben  durch  die  ein- 
gliedrige Gruppe,  welche  aus  der  Transformation 

(6)     4  (xi    -  ai)  x,pi  +  (4x|X2  —  2aiX2  —  2a2X,)  p» 

+  (x«  —  a,)  Xips 
hervorgeht;  jeder  einzelne  Punkt  bewegt  sich  nur  auf  einer  Linie. 
Nur  die  Punkte  der  beiden  Linien  (xi  =  xj  =  0)  und  (xi  =ai, 
X2  «=  a»)  bleiben  in  Ruhe. 

Jede  Bahnlinie  genügt  den  beiden  Gleichungen: 
(7)     4xi  (xs  —  c)  =  x|  und 

4  (xi  —  a,)  (xs  —  c')  =  (xa  --  a2)^ 
wo  die  Konstanten  c  und  c'  durch  die  Anfangslage  des  Punktes 
bestimmt  werden.  Ist  für  die  Anfangslage  xi  ==  0,  so  mufs  die 
erste  Gleichung  durch  xi  =  0  ersetzt  werden ;  in  entsprechender 
Weise  mufs  statt  der  zweiten  Gleichung  (7)  die  Bedingung  Xi  =ai 
erfüllt  werden,  wenn  dies  für  die  Anfangslage  gilt.  In  diesen 
beiden  Fällen  wird  die  Bahnlinie  durch  eine  Parabel  abgebildet. 
Auch  im  allgemeinen  fallen  durch  Subtraktion  der  Gleichungen 
(7)  die  Glieder  zweiter  Ordnung  weg;  der  Bahnlinie  entspricht 
also  immer  eine  ebene  Kurve  des  euklidischen  Raumes.  Dafs 
keine  dieser  Kurven  geschlossen  ist,  leitet  man  am  einfachsten 
aus  den  Differentialgleichungen  her,  welche  aus  dem  Symbol  (6) 
hervorgehen;  nur  mufs  man  beim  Beweise  die  beiden  Fälle  unter- 
scheiden, dafs  ai  verschwindet  und  dafs  ai  von  null  verschieden  ist. 
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14.  Für  das  folgende  Beispiel  ersetzen  wir  der  ein£ichereQ 
Schreibweise  wegen  die  Variabein  xi,  Xt,  x«  der  Reihe  nach  durch 
X,  y,  z  und  die  Symbole  pi,  p«,  ps  durch  p,  q,  r.  Dement- 
sprechend gehen  wir  mit  Lie  von  den  Transformationen  aus: 

(8)     p,  q,  px  +  q>'  +  r,  py  —  qx,  (x«  —  y»)  p  +  2xyq  +  2xr, 

2xyp  +  0*  -  X«)  q  +  2yr. 
Um  die  Gesetze  herzuleiten,  die  bei  der  Drehung  um  einen 
beliebigen  Punkt  gelten,  dürfen  wir  wiederum  den  Nullpunkt  als 
ruhend  voraussetzen.  Hierbei  bleiben  alle  Punkte  der  Linie  x^aya^O 
in  Ruhe;  alle  anderen  Punkte  bewegen  sich  in  Flachen,  deren 
Gleichungen  sind: 

(9)     (X»  +  y»)  e-'  -  (xj  +  yj)  e  -"». 

WO  xo,  yo^  Zo  die  Koordinaten  des  Punktes  in  seiner  Anfangslage 
und  X,  y,  z  die  Koordinaten  denselben  Punkt  in  irgend  einer 
anderen  Lage  darstellen.  Alle  Bewegungen,  welche  jetzt  noch 
statthaben,  hangen  von  drei  willkürlichen  Gröfsen  ab;  unter  ihnen 
ist  diejenige  besonders  bemerkenswert,  welche  aus  der  infinite- 
simalen Transformation  py  —  qx  hervorgeht  und  welche  ganz  der 
gewöhnlichen  Drehung  um  eine  Gerade  entspricht. 

Soll  aufser  dem  Nullpunkte  noch  ein  zweiter  Punkt  (a,  b,  c) 
in  Ruhe  verbleiben,  so  dürfen  die  Koordinaten  a  und  b  nicht 
beide  verschwinden.  Die  Bewegung  wird  in  diesem  Falle  durch 
eine  eingliedrige  Gruppe  dargestellt,  welche  aus  der  Transfor- 
mation hervorgeht: 

m  (.V + '^^"iri  bV^)  p + (-^+*';/;^t^''-'■> 

"^  a^  +  b«  '• 

Wohl  wird  jetzt  auch  jeder  Punkt  der  Linie  (x  =  a,  y  =  b) 
in  Ruhe  verbleiben;  aber  jeder  Punkt,  der  weder  dieser  Linie 
noch  der  Linie  (x  =  y  =  0)  angehört,  wird  bewegt  werden,  und 
zwar  eine  in  sich  verschiebbare  Linie  beschreiben. 

Um  eine  besonders  interessante  Eigenschaft  dieser  Linie  her- 
zuleiten, schlägt  Lie  folgenden  Weg  ein.  Aus  (10)  folgen  für 
X  und  y  die  Differentialgleichungen: 
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dx _|_  ^  C'^*  —  y')  —  2axy 

^— y  +  -       ^qTb«        ♦ 

dy ^    ,    a  (x«  -  j^)  +  2bxy 

dt  "•"  a»  +  b« 

und  daraus  ergiebt  sich  weiter: 

d  (x  +  yi)  .  f  ..  (x  +  yi)> 

Da  fiir  t  —  0  zugleich  x  =  xo,  y  =  yo   sein   mufs,   so  ist  die 
Lösung  dieser  Gleichung: 

rin   V  I  vi  —         (^  +  ^0  (^'^  +  yoQ ,. 

^  ^  -h  yi  -  ^+y^i_[-(x^^_a)_^i(y^ -b)je'^- 
Hieraus  geht  hervor,  dafs  für  t  =-  2jc  allgemein  x  +  yi  = 
3^  +  yoi,  also  X  =  Xo,  y  =  yo  wird.  Nun  lehrt  die  Glei- 
chung (9),  dafs  dann  auch  z  »»  Zo  wird,  oder  dafs  alle  Punkte 
bei  fortschreitender  Drehung  um  zwei  beliebige  feste  Punkte 
gleichzeitig  in  ihre  Anfangslage  zurückkehren.  Zugleich  folgt  aus 
der  letzten  Gleichung,  dafs,  abgesehen  von  den  Punkten  (0,  0,  z) 
und  (a,  b,  z)  irgend  ein  Punkt  nur  dann  seine  Anfangslage  wieder 
einnimmt,  wenn  eti  =  1  ist. 

Wollte  man  sich  in  den  Ausdrücken  (8)  auf  die  Glieder 
erster  Ordnung  beschränken,  so  würde  man  zu  einer  Gruppe 
gelangen,  die  von  der  soeben  beschriebenen  wesentlich  ver- 
schieden ist. 

15.  Einiges  Interesse  dürfte  es  gewähren,  nochmals  einen 
Blick  auf  die  allgemeinsten  projektiven  Umgestaltungen  des  drei- 
dimensionalen Raumes  zu  werfen.  Halten  wir  einen  Punkt  fest, 
so  können  wir  jeden  zweiten  Punkt  m  alle  Lagen  bringen  mit 
einziger  Ausnahme  derjenigen,  welche  der  ruhende  Punkt  ein- 
nimmt. Bleibt  noch  ein  zweiter  Punkt  in  Ruhe,  so  kann  ihre 
Verbindungs-Gerade  nur  noch  in  sich  bewegt  werden,  dagegen 
kann  jeder  Punkt,  der  dieser  Geraden  nicht  angehört,  abgesehen 
von  dieser  Linie  an  jede  Stelle  des  Raumes  gebracht  werden.  Bei 
der  Ruhe  dreier  nicht  in  gerader  Linie  liegender  Punkte  kann 
die  durch  sie  hindurchgelegte  Ebene  nur  in  sich  verschoben  wer- 
den; auch  kann  in  diese  Ebene  kein  Punkt  während  der  Bewegung 
hineinfallen,  der  ihr  nicht  in  der  Anfangslage  angehört;  aber  im 
übrigen  ist   die  Bewegung  noch   unbeschränkt.     Läfst  man  vier 
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Punkte  in  Ruhe,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  behält  jeder 
Punkt  seine  Lage  gegen  das  Tetraeder  bei,  das  die  ruhenden 
Punkte  zu  Eckpunkten  hat;  eine  weitere  Beschränkung  seiner 
Bewegung  findet  aber  nicht  statt.  Erst  bei  der  Ruhe  von  fiint 
Punkten,  von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  behält  jeder 
Punkt  seine  Lage  bei. 

16.  Zum  Schlufs  betrachten  wir  eine  zweidimensionale  Raum- 
form, für  deren  Bewegungen  von  Lie  die  sechs  infinitesimalen 
Transformationen  p,  px,  px*,  q,  qy,  qy*  zu  Grunde  gelegt  werden; 
Lie  behauptet,  dafs  bei  passender  Wahl  der  Koordinaten  aus  diesen 
Transformationen  die  allgemeinste  ebene  Gruppe  hervorgehe, 
durch  welche  alle  Kreise  in  einander  übergeführt  werden.  Wir 
gehen  von  einer  anderem  Darstellung  aus,  welche  es  uns  möglich 
macht,  bekannte  Sätze  der  Raumgeometrie  zu  benutzen.  Zu  dem 
Ende  setzen  wir  xo,  Xi,  x«,  xs  als  projektive  Raumkoordinaten 
voraus,  beschränken  die  projektive  Umgestaltung  des  Raumes  durch 
die  Forderung,  dafs  die  durch  die  Gleichung 

(12)  xf+x|+xl=xS 
dargestellte  reelle  nicht- geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung  in 
sich  verbleibt,  und  untersuchen  die  Veränderungen,  welche  jetzt 
auf  der  Fläche  vor  sich  gehen.  Die  zweidimensionale  Raumform 
stellen  wir  demnach  durch  die  vier  veränderlichen  Gröfsen  x,), 
xi,  xg,  X3  dar,  verlangen  aber,  dafs  zwischen  ihnen  die  Gleichung 
(12)  besteht  und  dafs  bei  einem  von  null  verschiedenen,  sonst 
ganz  beliebigen  Werte  von  (i  durch  das  Wertsystem  (/eixo,  fi\\, 
fix^y  ^xa)  derselbe  Punkt  dargestellt  wird,  wie  durch  (xo,  xi, 
x«,  Xs).  Für  die  Untersuchung  können  wir  von  den  sechs  Trans- 
formationen ausgehen : 

PoXi  +  p,Xo,  P0X2  +  P2X0,  P0X3      -  psXo, 

P2XS       -    P3X2,    PsXi    —  P1X3,    P1X2   -    P2X1; 

wir  können  aber  auch  die  bekannten  Eigenschaften  der  projek- 
tiven Umgestaltung  des  dreidimensionalen  Raumes  zu  Grunde 
legen. 

Die  Lage  dreier  Punkte  ist  durchaus  willkürlich;  werden  aber 
drei  Punkte  in  Ruhe  gehalten,  so  ist  keine  Bewegung  möglich. 
Bei  der  Ruhe  zweier  Punkte  kann  jeder  dritte  noch  an  jeden 
beliebigen  Ort  gebracht  werden,  natürlich  mit  Ausnahme  der  von 
den  ruhenden  Punkten  eingenommenen  Örter.    Die  in  sich  ver- 
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schiebbaren  Linien,  welche  ein  dritter  Punkt  bei  der  Drehung 
um  zwei  Punkte  beschreiben  kann,  sind  entweder  geschlossen, 
oder  sie  umlaufen  die  ruhenden  Punkte  unendlich  oft  und  nähern 
sich  ihnen  unbegrenzt.  Die  geschlossenen  Linien  nennen  wir 
Kreise;  für  sie  gelten  folgende  Sätze: 

a)  Es  giebt  nur  einen  einzigen  Kreis,  der  zwei  gegebene 
Punkte  zu  Mittelpunkten  hat  und  durch  einen  vorgeschriebenen 
Punkt  geht. 

b)  Alle  Kreise  sind  kongruent. 

c)  Wenn  bei  der  Drehung  um  zwei  Punkte  zwei  Kreise  be- 
schrieben werden,  so  bewegen  sich  alle  Punkte  in  Kreisen,  und 
alle  Punkte  kehren  gleichzeitig  in  ihre  Anfangslagen  zurück. 

Für  den  Beweis  all  dieser  Behauptungen  genüge  folgende 
Andeutung.  Werden  zwei  Punkte  der  Fläche  in  Ruhe  gehalten, 
so  bleiben  bei  der  projektiven  Umgestaltung  des  Raumes  die  beiden 
Tangentialebenen,  also  auch  ihre  Schnittlinie,  in  Deckung  mit 
ihrer  Anfangslage.  Hierbei  können  zwei  (und  damit  alle)  wei- 
teren Ebenen  des  Büschels,  welcher  diese  Gerade  zur  Achse  hat, 
in  Deckung  mit  der  Anfangslage  bleiben ;  es  kann  aber  aufser  den 
Tangentialebenen  eine  oder  keine  Ebene  des  Büschels  die  An- 
fangslage beibehalten.  Berücksichtigt  man  diese,  so  kann  man 
den  Beweis  der  aufgestellten  Sätze  leicht  führen. 

§  8. 
Helmholtz'  Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen. 

1.  Nachdem  wir  gezeigt  haben,  dafs  die  Theorie  der  allge- 
meinen Raumformen  eng  mit  der  der  Transformations-Gruppen 
zusammenhängt,  müssen  wir  nach  denjenigen  Eigenschaften  fragen, 
welche  zur  Charakterisierung  der  eigentlichen  Raumformen  ge- 
eignet sind.  Mit  dieser  Frage  hat  sich  v.  Helmholtz  8®)  bereits 
beschäftigt,  ehe  die  Habilitations -Vorlesung  Riemanns  gedruckt 
war,  und  die  Resultate  kurz  nach  dem  Erscheinen  des  Riemann- 
schen  Aufsatzes  veröffentlicht.  Da  ihm  die  Transformations- 
Gruppen  unbekannt  waren,  konnte  er  die  scharfe  Beweisführung, 
welche  durch  diese  Theorie  ermöglicht  wird,  nicht  erreichen. 
Trotzdem  bietet  seine  Lösung  noch  jetzt  hohes  Interesse,  da 
erstens  seine  Arbeit  der  erste  Versuch  war,  der  in  der  angegebenen 
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Richtung  unternommen  wurde,  zweitens  seine  Principien  im 
wesentlichen  richtig  sind,  und  drittens  die  Ausfuhrung  trotz  ein- 
zelner Mängel  einen  richtigen  Kern  enthalt.  Bei  der  Darlegung 
schliefsen  wir  uns  der  Arbeit  an,  welche  er  im  Juni  1868  in  den 
Göttinger  Nachrichten  veröffentlicht  hat. 

2.  Helmholtz  fafst  seine  Voraussetzungen,  »die  Thatsachen, 
die  der  Geometrie  zum  Grunde  liegen«,  in  vier  Sätze  zusammen, 
von  denen  die  meisten  an  sich  wieder  in  eine  Reihe  von  An- 
nahmen zerfallen.  An  erster  Stelle  verlangt  er,  dafs  der  Raum 
von  n  Dimensionen  eine  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  ist. 
Er  fafst  also  den  Raum  als  Zahtenmannigfaltigkeit  auf  und  ver- 
langt, dafs  den  einzelnen  Punkten  auf  irgend  eine  Weise  die 
Wertsysteme  einer  Mannigfaltigkeit  von  n  unbeschränkt  veränder- 
lichen Gröfsen  Xi,  x«  .  .  .  Xn  stetig  und  eindeutig  zugeordnet 
werden  können. 

An  zweiter  Stelle  wird  die  Existenz  von  beweglichen,  aber 
in  sich  festen  Körpern  (oder  Punktsystemen)  vorausgesetzt.  Dem- 
nach stellt  er  folgende  Definition  auf:  »Zwischen  den  2n  Koor- 
dinaten eines  jeden  Punktepaares,  welches  einem  in  sich  festen 
Körper  angehört,  besteht  eine  von  der  Bewegung  des  letzteren 
unabhängige  Gleichung,  welche  für  alle  kongruenten  Punktepaare 
die  gleiche  ist.«  Hierbei  sollen  alle  Punktepaare  kongruent  sein, 
welche  gleichzeitig  oder  nach  einander  mit  demselben  Punkte- 
paare des  Raumes  zusammenfallen  können. 

Drittens  setzt  Helmholtz  die  vollkommen  freie  Beweglichkeit 
fester  Körper  voraus;  d.  h.  er  verlangt,  dafs  jeder  Punkt  eines 
solchen  an  den  Ort  jedes  andern  kontinuierlich  übergehen  könne, 
soweit  er  nicht  durch  die  Gleichungen,  die  zwischen  ihm  und 
den  übrigen  Punkten  des  festen  Systems  bestehen,  zu  dem  er 
gehört,  gebunden  ist.  Der  erste  Punkt  eines  in  sich  festen  Sy- 
stems soll  absolut  beweglich  sein.  Wenn  er  festgestellt  ist,  be- 
steht für  den  zweiten  Punkt  eine  Gleichung,  und  eine  seiner 
Koordinaten  wird  Funktion  der  n  -  1  übrigen.  Nachdem  auch 
der  zweite  festgetellt  ist,  bestehen  zwei  Gleichungen  für  den 
dritten  u.  s.  w. 

Ehe  die  vierte  Voraussetzung  formuliert  wird,  giebt  Helm- 
holtz zwei  Definitionen.  Er  charakterisiert  die  Drehung  dadurch, 
dafs  eine  gewisse  Anzahl    von  Punkten   des  bewegten   Körpers 
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während  der  Bewegung  unveränderte  Koordinaten  behalten,  und 
die  Umkehr  einer  Bewegung  dadurch,  dafs  früher  durchlaufene 
kontinuierlich  in  einander  übergehende  Wertkomplexe  der  Koordi- 
naten rückwärts  durchlaufen  werden.  Hiernach  fügt  er  den  drei 
ersten  Voraussetzungen  die  folgende  bei:  Wenn  ein  fester  Körper 
sich  um  n  —  1  seiner  Punkte  dreht  und  diese  so  gewählt  sind, 
dafs  seine  Stellung  nur  noch  von  einer  unabhängigen  Veränder- 
lichen abhängt,  so  führt  die  Drehung  ohne  Umkehr  schliefslich 
in  die  Anfangslage  zurück,  von  der  sie  ausgegangen  ist.  Die 
letzte  Eigenschaft,  das  »Axiom  der  Monodromie«,  wird,  wie 
Helmholtz  hervorhebt,  von  der  gewöhnlichen  Geometrie  dadurch 
stillschweigend  vorausgesetzt,  dafs  sie  den  Kreis  als  geschlossene 
Linie  behandelt. 

3.  Die  Folgerungen  aus  seinen  Annahmen  entwickelt  Helm- 
holtz nur  für  den  Raum  von  drei  Dimensionen.  Er  läfst  einen 
Punkt  des  Raumes  in  Ruhe  und  betrachtet  die  Bewegung  der- 
jenigen Punkte,  welche  ihm  unendlich  nahe  sind.  Demnach  setzt 
er  die  Unterschiede  der  Koordinaten  dieser  Punkte  von  denen 
des  ruhenden  Punktes  gleich  ex,  ey,  ez,  wo  t  eine  unendlich 
kleine  Gröfse  bedeuten  soll.  Dann  glaubt  er  aus  seinen  drei 
ersten  Hypothesen  folgern  zu  können,  dafs  die  Änderungen  der 
Gröfsen  x,  y,  z  sich  unter  Einführung  einer  neuen  Variabein  rj 
durch  Auflösung  der  Differentialgleichungen  ergeben: 

j    =.  aox  +  boy  +  Cqz 

dv 

j-  =  ajx  +  bjy  +  Cjz, 

wo  die  neun  Koefificienten  drei  willkürlich  veränderliche  Gröfsen 
einschliefsen. 

Indem  er  jetzt  sein  viertes  Axiom  hinzunimmt,  leitet  er  aus 
diesen  Gleichungen  den  Satz  her,  dafs  bei  der  Ruhe  eines  zweiten 
Punktes  die  Punkte  einer  Linie  in  Ruhe  bleiben;  ferner  zeigt  er, 
dafs  bei  allen  Drehungen  um  einen  festen  Punkt  ein  gewisser 
quadratischer  Ausdruck  der  Differentiale  denselben  Wert  beibehält. 

4.  Wir  müssen  aber  davon  Abstand  nehmen,  sein  Beweis- 
verfahren mitzuteilen,  da  der  Satz,  von  dem  Helmholtz  ausgeht, 
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nicht  richtig  ist.  Für  seinen  Beweis  ist  es  nämlich  wesentlich, 
dafs  die  Differentialgleichungen  (1)  drei  willkürliche  Parameter 
enthalten.  Nun  hängt  allerdings  die  Drehimg  des  Körpers  um 
einen  Punkt  von  drei  willkürlichen  Gröisen  ab;  die  vollständigen 
Differentialgleichungen,  durch  welche  alle  bei  der  Ruhe  eines 
Punktes  möglichen  Bewegungen  charakterisiert  werden,  enthalten 
somit  drei  Parameter.  Man  darf  also  annehmen,  dais  die  Drehung 
durch  drei  Gleichungen  bestimmt  wird,  welche  die  Form  haben: 

(2)     ^  -  ==  ipo  (x,,  X,,  X3;  Ui,  u,,  Us).         (a  —  1,  2,  3) 

Auch  müssen,  wofern  man  den  ruhenden  Punkt  zum  Null- 
punkt der  Koordinaten  nimmt,  die  Funktionen  y)\y  y>i,  tps  ^ 
xi  —  xs  =  xs  s=  0  bei  beliebiger  Wahl  der  Gröfsen  U| ,  u»,  Uj 
verschwinden;  die  Entwicklungen  dieser  drei  Funktionen  fangen 
also  mit  den  ersten  Potenzen  der  Variabein  an.  Man  darf  aber 
nicht  mit  Helmholtz  schliefsen,  dafs  die  Parameter  ui,  Uj,  Us 
sämtlich  bereits  in  die  Glieder  der  ersten  Dimension  eingehen, 
da  es,  wie  Lie  bemerkt,  wohl  denkbar  ist,  dafs  in  diesen  Glie- 
dern nur  eine  oder  zwei  Funktionen  der  Parameter  vorkommen. 

Um  dies  Bedenken  als  berechtigt  nachzuweisen,  betrachtet 
Lie  eine   gröfsere  Zahl  von  Gruppen    und  vergleicht   darin  die 

vollständigen  Ausdrücke  für   ,       mit  den   verkürzten ,   d.  h.  mit 

denjenigen,  welche  man  erhält,  wenn  man  sich  darin  nur  auf  die 
linearen  Glieder  beschränkt.  Hierbei  zeigt  sich,  dafs  zu  den  ver- 
kürzten Gruppen  vielfach  ganz  andere  Gruppen  gehören,  als  zu 
den  vollständigen,  dafs  somit  die  Beschränkung  auf  die  linearen 
Glieder  häutig  die  Eigenschaften  einer  Gruppe  wesentlich  ver- 
ändert. 

5.  Einer  derartigen  allgemeinen  Untersuchung  bedarf  es  aber 
im  vorliegenden  Falle  nicht.  Helmholtz  glaubt  nachweisen  zu 
können,  dafs  für  jeden  dreidimensionalen  Raum,  welcher  seinen 
drei  ersten  Voraussetzungen  genügt,  die  Gleichungen  (1)  drei 
Parameter  besitzen.  Sein  Beweis  wird  also  nicht  als  streng  an- 
gesehen werden  können,  wenn  es  möglich  ist,  eine  Raumform 
anzugeben,  für  welche  die  drei  ersten  Axiome  Helmholtz'  richtig 
bleiben,  während  die  Gleichungen  (1)  nur  zwei  willkürliche  Kon- 
stanten  enthalten.     Eine  solche  Raumform   ist  aber,   worauf  Lie 
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hingewiesen  hat,   diejenige,   welche  durch  die  Gruppe  bestimmt 
wird: 

Pl,    P»,    Ps,    2Xip,    +  X,p2,    2x,p,   +  X2P8, 

4xfpi  +4x,X2p2  +x|ps. 

Von  dieser  Raumform  haben  wir  in  §  7,  13  (S.  324)  be- 
wiesen, dafs  sie  den  drei  ersten  Helmholtzschen  Axiomen  genügt, 
dafs  aber  in  die  Glieder  der  ersten  Dimension,  zu  denen  die 
Gleichungen  (2)  fuhren,  nicht,  wie  Helmholtz  meint,  drei,  son- 
dern nur  zwei  willküriiche  Parameter  eintreten.  Die  Grundlage 
der  von  Helmholtz  durchgeführten  Rechnung  ist  also   unrichtig. 

G.  Lie  findet  in  den  Helmholtzschen  Voraussetzungen  eine 
gewisse  Unklarheit,  indem  man  nicht  erkennt,  ob  sie  nur  im 
allgemeinen  gelten  oder  für  alle  Punkte  in  der  Umgebung  ge- 
wisser Punkte  richtig  sein  sollen.  Läfst  man,  um  im  dreidimen- 
sionalen Räume  zu  bleiben,  einen  Punkt  in  Ruhe,  so  verlangt 
Helmholtz,  dafs  für  einen  zweiten  Punkt  eine  Gleichung  besteht; 
seine  Worte  können  so  gedeutet  werden,  als  fordere  er,  dafs  der 
zweite  Punkt  in  alle  Lagen  übergeführt  werden  kann,  die  der  für 
ihn  geltenden  Gleichung  genügen.  Lie  selbst  bezeichnet  diese 
Auffassung  als  unwahrscheinlich;  ich  möchte  aber  glauben,  sie 
ganz  ausschliefsen  zu  sollen.  Am  Schlufs  der  Arbeit,  die  wir 
hier  besonders  berücksichtigen,  erwähnt  Helmholtz  zwei  Raum- 
formen, welche  seinen  drei  ersten  Hypothesen,  aber  nicht  dem 
Monodromie-Axiom  genügen.  Bei  dem  zweiten  Beispiel  nimmt 
er  für  zwei  Dimensionen  die  gleichseitige  Hyperbel  als  die  Linie 
gleichwertiger  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  an.  In  diesem 
Falle  wird  die  zugehörige  Gruppe  durch  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen bestimmt:  p,  q,  py  -|-  qx.  Lassen  wir  einen  Punkt 
in  Ruhe,  so  bewegen  sich  alle  Punkte  der  Ebene  in  Hyperbeln, 
und  diese  haben  dieselben  Asymptoten,  welche  sich  im  ruhenden 
Punkte  schneiden.  Wir  sehen  also,  dafs  die  Abstandsfunktion  die 
Lage  des  bewegten  Punktes  auf  eine  Hyperbel  beschränkt,  wäh- 
rend er  bei  der  Umgestaltung  der  Ebene  auf  demselben  Zweige 
bleiben  mufs.  Indessen  hangen  die  beiden  Zweige  der  Hyperbel 
auch  geometrisch  nicht  zusammen;  die  Liesche  Auffassung  wird 
also  hierdurch  noch  nicht  ganz  ausgeschlossen.  Dagegen  kann 
ein  Punkt,  der  bei  Beginn  der  Bewegung  auf  einer  Asymptote 
liegt,  niemals  mit  dem  ruhenden  Punkte,  der  doch  ebenfalls  auf 
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der  Linie  liegt,  zusammenfallen;  er  mufs  auch  während  der  ganzen 
Bewegung  auf  derjenigen,  vom  ruhenden  Punkte  ausgehenden 
Halbgeraden  verbleiben,  der  er  in  der  Anfangstage  angehört  Dies 
Beispiel  läfst  also  die  Liesche  Deutung  nicht  zu. 

7.  Nun  zeigt  Lie,  dafs  bei  der  strengen  Deutung  die  ersten 
drei  Helmholtzschen  Axiome  für  sich  ohne  das  Monodromie- 
Axiom  ausreichen,  aber  bei  anderer  Deutung  seine  Hypothesen 
noch  Möglichkeiten  zulassen,  welche  ausgeschlossen  werden  sollen. 
Da  wir  wegen  des  einen  von  Helmholtz  beigefügten  Beispiels 
seine  Worte  nicht  in  der  ersten  Weise  deuten  können,  so  müssen 
wir  leider  anerkennen,  dafs  seine  Axiome  nicht  genügen,  um  die 
eigentlichen  Raumformen  den  uneigentlichen  gegenüber  zu  cha- 
rakterisieren. Der  Begründung  wegen  erinnern  wir  an  die  in 
§  7,  14  (S.  326)  behandelte  Raumform.  Auch  hier  bleibt  bei 
der  Ruhe  eines  Punktes  jeder  Punkt  einer  Linie  in  Ruhe,  aber 
jeder  andere  Punkt  kann  noch  in  einer  Räche  derartig  bewegt 
werden,  dafs  die  Gesamtheit  der  Bewegungen  von  drei  Parametern 
abhängt.  Wird  noch  ein  zweiter  Punkt  und  damit  eine  zweite 
Linie  in  Ruhe  gehalten,  so  bewegen  sich  alle  anderen  Punkte  in 
geschlossenen  Linien  und  kehren  gleichzeitig  in  ihre  Anfangslage 
zurück.  Diese  Möglichkeit  wurde  von  Helmholtz  deshalb  über- 
sehen, weil  die  Differential-Gleichungen  der  Bewegung  eine  wesent- 
liche Veränderung  erleiden,  wenn  man  sich  in  ihrem  Ausdruck 
auf  die  Glieder  der  ersten  Dimension  beschränkt. 

8.  So  sehen  wir  denn,  dafs  die  Axiome,  von  denen  Helm- 
holtz ausgeht,  nicht  ausreichen,  und  dafs  sein  Beweis  eine  Lücke 
enthält.  Dennoch  hüte  man  sich,  die  Bedeutung  seiner  Arbeit 
zu  unterschätzen.  Seine  Axiome  stellen  trotz  ihrer  Mangelhaftig- 
keit das  Urbild  dar,  nach  welchem  alle  späteren  Versuche,  die 
eigentlichen  Raumformen  den  allgemeinen  gegenüber  zu  charak- 
terisieren, ohne  Ausnahme  gebildet  sind.  Auch  die  Lücken  im 
Beweise  lassen  sich  auf  dem  von  Helmholtz  selbst  eingeschlagenen 
Wege  beseitigen;  indessen  ist  es  nicht  nötig,  darauf  einzugehen, 
da  mittlerweile  die  Theorie  der  Transformations -Gruppen  uns 
einfachere  Methoden  darbietet. 
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Lies  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie. 

1.  Lies  Arbeiten  *^)  auf  diesem  Gebiete  bedeuten  nach  mehreren 
Richtungen  hin  einen  Fortschritt;  denn  erstens  giebt  er  dem  Pro- 
blem eine  schärfere  Fassung,  zweitens  geht  er  von  einfacheren 
Voraussetzungen  aus,  und  drittens  genügt  sein  Beweis  den  strengsten 
Anforderungen.  Der  zu  lösenden  Aufgabe,  die  Lie  als  das  Rie- 
mann-Helmholtzsche  Problem  bezeichnet,  giebt  er  folgenden  Aus- 
druck: »Es  sollen  solche  Eigenschaften  gefunden  werden,  die 
sowohl  der  Schar  der  euklidischen,  wie  den  beiden  Scharen  von 
nicht-euklidischen  Bewegungen  zukommen,  und  durch  die  diese 
beiden  Scharen  vor  allen  anderen  möglichen  Scharen  von  Be- 
wegungen einer  Zahlenmannigfaltigkeit  ausgezeichnet  sind.« 

Von  diesem  Problem  giebt  er  zwei  Lösungen,  von  denen 
sich  die  erste  auf  unendlich  benachbarte,  die  andere  auf  endlich 
entfernte  Punkte  bezieht.  Die  erste  Lösung  geht  von  der  Defi- 
nition aus: 

»Eine  reelle  kontinuierliche  Gruppe  des  dreifach  ausgedehnten 
Raumes  besitzt  in  dem  reellen  Punkte  P  freie  Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen,  wenn  sie  die  folgenden  Forderungen  erfüllt:  Hält 
man  den  Punkt  P  und  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles 
Linienelement  fest,  so  soll  stets  noch  kontinuierliche  Bewegung 
möglich  sein;  hält  man  dagegen  aufser  P  und  jenem  Linien- 
elemente noch  ein  beliebiges  reelles  Flächenelement  fest,  das  durch 
beide  geht,  so  soll  keine  kontinuierliche  Bewegung  mehr  möglich 
sein.« 

Dementsprechend  charakterisiert  Lie  die  euklidischen  und  die 
nicht-euklidischen  Bewegungen  im  dreifach  ausgedehnten  Räume 
durch  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen,  indem  er  das  Theorem 
beweist: 

»Besitzt  eine  reelle  kontinuierliche  Gruppe  des  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage 
fireie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen,  so  ist  sie  sechsgliedrig  und 
transitiv  und  durch  eine  reelle  Punkttransformation  dieses  Raumes 
ähnlich  entweder  mit  der  Gruppe  der  euklidischen  Bewegungen 
dieses  Raumes  oder  mit  einer  der  beiden  Gruppen  von  nicht- 
euklidischen Bewegungen  dieses  Raumes,  also  im  zweiten  Falle 
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entweder  mit  der  sechsgliedrigen  reellen  kontinuierlichcD  pro- 
jektiven Gruppe,  bei  der  die  imaginäre  Fläche:  xf+^^J+xJ+l"*^ 
invariant  bleibt,  oder  mit  der  reellen  kontinuierlichen  projektiven 
Gruppe  der  reellen  nichtgeradlinigen  Fläche:  xj+xf+xj — l=«0.t 

Auf  den  Beweis  können  wir  hier  nicht  eingehen,  da  aas  der 
Theorie  der  Transformations -Gruppen  zahlreiche  Sätze  benutzt 
werden,  die  wir  vorhin  nicht  haben  mitteilen  können. 

2.  Lie  überträgt  seine  Theorie  der  freien  Bewegung  im  In- 
finitesimalen auf  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen.  Dabei 
macht  er  von  folgenden  Ausdrücken  Gebrauch.  Durch  jeden 
Punkt  eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes  xi  .  .  .  Xn  gehen  Oü"'^ 
Linienelemente  dxi  :  .  .  .  :  dxn,  die  eine  (n  —  l)-feich  ausgedehnte 
projektive  Mannigfaltigkeit  bilden;  jedes  ebene  Büschel  von  CX)* 
solchen  Linienelementen  im  Rn  wird  Element  einer  Mannigfaltig- 
keit von  zwei  Dimensionen  oder  kürzer  M^-element  geüannt. 
Ebenso  soll  jedes  ebene  Bündel  von  OO*  Linienelementen  als 
Element  einer  Mannigfaltigkeit  von  drei  Dimensionen  oder  kurz 
als  Mj-element  bezeichnet  werden,  und  so  weiter.  Für  Linien- 
element soll  zuweilen  die  Benennung  M|-element  angewandt 
werden. 

Hiernach  wird  folgende  Definition  aufgestellt: 

»Eine  reelle  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Rn  be- 
sitzt in  dem  reellen  Punkte  P  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesi- 
malen, wenn  sie  folgende  Forderungen  erfüllt:  Wird  der  Punkt 
P  festgehalten,  femer  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles  Mr 
element,  ein  beliebiges  durch  beide  gehendes  reelles  Mj-element, 
ein  beliebiges  durch  alle  drei  gehendes  reelles  Mj-element,  und 
so  fort,  schliefslich  ein  reelles  Mq-element,  das  durch  jedes  der 
vorherigen  Elemente  geht,  so  soll  kontinuierliche  Bewegung  mög- 
lich sein,  so  lange,  aber  auch  nur  so  lange,  als  q  <C  n  —  1  ist* 

Im  Anschlufs  an  diese  Definition  fordert  Lie,  dafs  diejenigen 
Räume  ermittelt  werden  sollen,  welche  in  einem  reellen  Punkte 
von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  be- 
sitzen. Er  findet,  dafs  nur  der  euklidische  Raum  und  die  beiden 
nicht -euklidischen  Räume  (im  engem  Sinne)  dieser  Forderung 
genügen,  indem  er  das  Theorem  beweist: 

»Besitzt  eine  reelle  kontinuierliche  Gmppe  de^  Rn  (n  >  3) 
in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit 


Anwendung  der  Transformations-Gruppen.  337 

im  Infinitesimalen,  so  ist  sie  ^n  (n  +  l)-gliedrig  und  transitiv 
und  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  Rn  ähnlich  ent- 
weder mit  der  Gruppe  der  euklidischen  Bewegungen  dieses  Raumes 
oder  mit  einer  der  beiden  Gruppen  von  nicht-euklidischen  Be- 
wegungen, also  im  zweiten  Falle  entweder  mit  der  reellen  kon- 
tinuierlichen projektiven  Gruppe  der  Mannigfaltigkeit 

Xf  +  X«  +  .  .  .  +  xä  +  1  =  0 
oder  mit  der  reellen  kontinuierlichen  Gruppe  der  Mannigfaltigkeit  : 

x?  +  x|  -f  .  .  .  +  xS  —  1  =  0.« 

Über  den  Beweis  bemerken  wir  nur,  dafs  Lie  seinen  Satz 
für  den  Raum  von  n  >  3  Dimensionen  als  bewiesen  annimmt, 
dann  alle  reellen  kontinuierlichen  Gruppen  des  Rn-fi  aufsucht,  die 
in  irgend  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweg- 
lichkeit im  Infinitesimalen  besitzen,  und  daraus  den  Nachweis 
dafür  herleitet,  dafs  sein  Theorem  auch  im  Räume  von  n  +  I 
Dimensionen  gültig  ist. 

3.  Lie  giebt  aber  noch  eine  zweite  Lösung  des  Problems. 
Dabei  geht  er  für  den  dreidimensionalen  Raum  von  folgenden 
vier  Axiomen  aus: 

I.  Der  R3  ist  eine  Zahlenmannigfaltigkeit. 

II.  Die  Bewegungen  des  Rj  bilden  eine  reelle  kontinuier- 
liche, von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte  Gruppe. 

ni.  Hält  man  einen  beliebigen  reellen  Punkt:  yj,  yj,  y!J 
von  allgemeiner  Lage  fest,  so  befriedigen  alle  reellen  Punkte:  X|, 
X2,  xs,  in  die  ein  anderer  reeller  Punkt:  xj,  xj,  xg  dann  noch 
übergehen  kann,  eine  reelle  Gleichung  von  der  Form: 
W  (yo,  yo,  yo;  x?,  xo,  x§;  Xi,  x,,  Xs)  =  0, 
die  für  xi  =*  yJ,  xj  =  yJ,  xs  —  yg  nicht  erfüllt  ist  und  die  (im 
allgemeinen)  eine  reelle,  durch  den  Punkt:  xj,  xj,  xj  gehende 
Fläche  darstellt. 

IV.  Um  den  Punkt:  yJ,  yJ,  yg  herum  läfst  sich  ein  end- 
licher dreifach  ausgedehnter  Bereich  derart  abgrenzen,  dafs  nach 
Festhaltung  des  Punktes:  yJ,  y§,  y§  jeder  andere  reelle  Punkt: 
xJ,  xJ,  x§  des  Bereiches  noch  kontinuierlich  in  jeden  dem  Be- 
reiche angehörenden  reellen  Punkt  übergehen  kann,  der  die 
Gleichung  W  =  0  befi-iedigt  und  der  mit  dem  Punkte:  xJ,  x^, 
xg  durch  eine  irreducible  kontinuierliche  Reihe  von  Punkten  ver- 
bunden ist.« 

Ri 1 11  ns^f  Orundlagren  der  Geometrie.    II  22 
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Lie  glaubt,  dafs  diese  Axiome  auch  genügen,  wenn  man  die 
eingeklammerten  Worte:  »im  allgemeinen«  beibehält;  indessen 
will  er  hierauf  kein  Gewicht  legen. 

Die  Schar  der  Punkte  (x),  welche  der  Gleichung  W  —  O 
genügen,  bildet  im  allgemeinen  eine  Fläche,  die  »Pseudokugela 
mit  dem  Mittelpunkt  (y^),  welche  durch  den  Punkt  (x®)  geht; 
nach  dem  dritten  Axiom  geht  sie  niemals  durch  den  Mittelpunkt. 
Jetzt  verlangt  das  vierte  Axiom,  dafs  jeder  Punkt  (x®),  der  in 
einer  gewissen  Umgebung  des  Punktes  (y^)  liegt,  sich  bei  der 
Ruhe  von  (y®)  frei  auf  der  durch  ihn  gehenden  Pseudokugd 
bewegen  kann,  die  den  Punkt  (y^)  zum  Mittelpunkte  hat. 

Lie  selbst  weist  darauf  hin,  dafe  seine  Axiome  weit  weniger 
verlangen,  als  die  von  Helmholtz  zu  Grunde  gelegten;  darin  wird 
man  ihm  unbedingt  beistimmen.  Der  Beweis  zerfällt  in  mehrere 
Teile.  An  erster  Stelle  wird  gezeigt,  dafs  die  zugehörige  Gruppe 
transitiv  und  reell -primitiv  ist,  d.  h.  keine  reelle  Fläche  oder 
Kurve  in  Ruhe  läfst;  daran  schliefst  sich  der  Nachweis,  dafs  die 
Gruppe  von  sechs  Parametern  abhängt,  dafs  zwischen  zwei  end- 
lich von  einander  entfernten  Punkten  eine  einzige  Invariante  be- 
steht, und  dafs  bei  der  Ruhe  eines  Punktes  die  von  ihm  aus- 
gehenden Linienelemente  dreigliedrig  transformiert  werden.  Indem 
Lie  jetzt  die  Untergruppe  untersucht,  welche  die  Bewegung  der 
von  dem  ruhenden  Punkte  ausgehenden  Linienelemente  regelt, 
gelangt  er  zu  dem  Satze,  dafs  nur  die  euklidischen  und  die 
Scharen  der  nicht-euklidischen  Bewegungen  seinen  Forderungen 
genügen. 

4.  Auch  für  vier  Dimensionen  fühn  Lie  seine  Entwicklungen 
vollständig  durch.  Seine  Axiome  sind  in  diesem  Falle  die  fol- 
genden : 

»I.    Der  R4  ist  eine  Zahlenmannigfaltigkeit. 

IL  Die  Bewegungen  des  R4  bilden  eine  reelle,  kontinuier- 
liche, von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte  Gruppe. 

III.  Hält  man  einen  beliebigen  reellen  Punkt:  yj  .  .  .  yj  von 
allgemeiner  Lage  fest,  so  befriedigen  alle  reellen  Punkte:  xi...xt, 
in  die  ein  anderer  reeller  Punkt:  xj  .  .  .  xj  dann  noch  übergehen 
kann,  eine  reelle  Gleichung  von  der  Form: 

W  (yo  .  .  .  yO;  xj  .  .  .  xj;  x^  .  .  .  X4)  =  0, 
die   für:    x^  =  yj  .  .  .  x^  =  yj    nicht    erfüllt    ist    und    die    im 
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allgemeinen  eine  reelle  durch  den  Punkt:  xj  .  .  .  xj  gehende 
dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  darstellt. 

IV.  Um  den  Punkt:  y?  .  .  .  yj  herum  läfst  sich  ein  end- 
licher vierfach  ausgedehnter  Bereich  derart  abgrenzen,  dafs  die 
folgenden  Bedingungen  erfüllt  sind:  Hält  man  den  Punkt:  y?...y2 
fest,  so  kann  jeder  andere  reelle  Punkt:  xj  .  .  :  xj  des  Bereichs 
noch  kontinuierlich  in  alle  reellen  Punkte :  xi  .  .  .  X4  übergehen, 
die  der  obigen  Gleichung  W  =  0  genügen.  Hält  man  aufser 
dem  Punkte:  yj.-.yj  noch  einen  zweiten  reellen  Punkt:  zj...z2 
des  Bereichs  fest,  so  kann  jeder  andere  reelle  Punkt:  xj  .  .  .  xj 
des  Bereichs  noch  kontinuierlich  in  alle  reellen  Punkte :  xi  . . .  x^ 
des  Bereichs  übergehen,  die  der  obigen  Gleichung  und  der 
Gleichung : 

genügen.  Dabei  wird  jedesmal  vorausgesetzt,  dafs.  die  beiden 
Punkte:  xj...x2  und  X1...X4  durch  eine  irreducible  kontinuier- 
liche Reihe  von  Punkten  derselben  Art  verbunden  sind.« 

Das  dreidimensionale  Gebilde,  auf  dem  ein  Punkt  bei  der 
Drehung  um  einen  festen  Punkt  verbleibt,  läfst  Bewegungen  in 
sich  zu,  für  welche  die  beim  dreidimensionalen  Räume  voraus- 
gesetzten Axiome  ausnahmslos  gelten.  Diese  Bemerkung  gestattet, 
mit  besonderer  Leichtigkeit  für  den  vierfach  ausgedehnten  Raum 
die  Folgerung  aus  den  angegebenen  Axiomen  zu  ziehen  und 
nachzuweisen,  dafs  ihnen  nur  die  Bewegungen  des  euklidischen, 
des  Lobatschewskyschen  und  des  Riemannschen  Raumes  genügen. 

5.  Für  den  mehrdimensionalen  Raum  begnügt  sich  Lie  mit 
einigen  Andeutungen;  indessen  sind  diese  vollständig  genügend, 
erstens  ein  System  von  ausreichenden  Forderungen  aufzustellen 
und  zweitens  den  Gang  der  Beweise  übersehen  zu  lassen.  Wohl 
weist  er  darauf  hin,  dafs  seine  Voraussetzungen  einfacher  sind 
als  die  von  Helmholtz  aufgestellten;  dennoch  neigt  er  der  Meinung 
zu,  dafs  auch  seine  Axiome  noch  mehr  voraussetzen,  als  unbedingt 
notwendig  ist. 

§  10. 

Eine  andere  Charakterisierung  der  eigentlichen  Banmformen. 

1.  Dem  Räume  legen  wir  wiederum  von  vornherein  die 
durch  unsere  Grundsätze  ausgesprochenen  Eigenschaften  bei;  wir 

22* 
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nehmen  ferner  an,  dafs  seine  Punkte  den  Wertsystemen  einer 
Mannigfaltigkeit  stetig  entsprechen  und  dafs  die  in  ihnen  mög- 
lichen Bewegungen  durch  die  Transformationen  einer  Gruppe 
dargestellt  werden  können.  Um  unsere  allgemeinen  Gesetze  über 
Transformations-Gruppen  anwenden  zu  können,  müssen  wir  femer 
voraussetzen,  dafs  die  Ausdrücke  für  die  unendlich  kleinen  Trans- 
formationen, aus  denen  die  Gruppe  hervorgeht,  diejenigen  Diffe- 
rentiationen zulassen,  auf  die  sich  der  Beweis  der  in  §  1  zu- 
sammengestellten Sätze  stützt.  Nachdem  wir  allen  Raumformen 
diese  Eigenschaften  beigelegt  haben,  suchen  wir  diejenigen  Raum- 
formen, welche  unserer  Erfahrung  genügen,  allen  übrigen  gegen- 
über zu  charakterisieren.  Dementsprechend  fügen  wir  zu  den 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Raumformen  neue  Axiome  hinzu 
und  fordern,  dafs  diese  nur  in  denjenigen  Raumformen  gelten, 
die  in  allen  ihren  Eigenschaften  mit  der  Erfahrung  vereinbar  sind. 
Die  neuen  Axiome  dürfen  daher  a)  den  allgemeinen  Grundsätzen 
nicht  widersprechen,  b)  keine  blofse  Folge  aus  ihnen  sein,  müssen 
c)  selbst  der  Erfahrung  genügen,  und  d)  nur  solchen  Raumformen 
zukommen,  die  in  allen  ihren  Eigenschaften  mit  der  Erfahrung 
übereinstimmen.  Zugleich  mufs  unser  Bestreben  darauf  gerichtet 
sein,  die  Zahl  der  neu  einzuführenden  Voraussetzungen  möglichst 
zu  beschränken. 

2.  Der  Aufstellung  der  neuen  Axiome  ")  schicken  wir  mehrere 
Erklärungen  voraus.  Wir  sagen,  eine  dreidimensionale  Raumform 
habe  freie  Beweglichkeit,  wenn  es  bei  der  Ruhe  eines  Punktes 
noch  möglich  ist,  jede  durch  ihn  gehende  Linie  oder  Fläche  aus 
ihrer  Anfangslage  zu  entfernen.  In  diesem  Falle  mufs  es  möglich 
sein,  jede  Linie  und  Fläche,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht, 
bei  der  Drehung  um  diesen  Punkt  in  eine  von  der  Anfangslage 
verschiedene  Lage  zu  bringen.  Wir  müssen  also  erstens  den  Fall 
ausschliefsen,  dafs  mit  einem  Punkt  jedesmal  die  sämtlichen  Punkte 
einer  Linie  oder  einer  Fläche,  auf  der  der  Punkt  liegt,  in  Ruhe 
gehalten  werden,  und  zweitens  dürfen  wir  nicht  gestatten,  dafs 
bei  allen  dann  noch  möglichen  Bewegungen  eine  solche  Linie 
oder  eine  solche  Fläche  regelmäfsig  in  sich  verschoben  wird.  Für 
jede  vom  ruhenden  Punkte  ausgehende  Linie  gelten  daher  die 
beiden  Gesetze,  dafs  bei  einer  gewissen  Drehung  diese  Linie 
einen  Flächenteil  beschreibt,  und  dafs  bei  einer  andern  Drehung 
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um  denselben  Punkt  der  durch  die  erste  Drehung   gewonnene 
Rächenteil  einen  Raumteil  beschreibt. 

Der  freien  Beweglichkeit  legen  wir  den  niedrigsten  Grad  bei, 
wenn  der  Raum  aufser  der  soeben  aufgestellten  Forderung  noch 
der  weiteren  Bedingung  genügt,  dafs  bei  der  Ruhe  eines  Punktes 
kein  zweiter  alle  Lagen  innerhalb  eines  Raumteiles  erhalten  kann. 
Für  eine  dreidimensionale  Raumform,  welche  freie  Beweglichkeit 
im  niedrigsten  Grade  besitzt,  gelten  demnach  folgende  Gesetze: 

a)  Läfst  man  einen  Punkt  in  Ruhe  und  konstruiert  man 
irgend  eine  Linie  oder  Fläche,  welche  durch  den  ruhenden  Punkt 
hindurchgeht,  so  giebt  es  stets  eine  Bewegung,  bei  der  diese 
Linie  oder  Fläche  ihre  Anfangslage  verläfst. 

b)  Bei  der  Ruhe  eines  Punktes  kann  jeder  zweite  Punkt  im 
allgemeinen  noch  in  einer  Fläche  bewegt  werden. 

Die  Richtigkeit  des  zweiten  Gesetzes  erkennt  man  auf  fol- 
gendem Wege.  Man  ziehe  vom  ruhenden  Punkte  jt  aus  irgend 
eine  Kurve  c.  Dafs  bei  der  Drehung  um  jt  kein  Punkt  dieser 
Kurve  in  alle  Lagen  gebracht  werden  kann,  welche  einem  ge- 
wissen Raumteil  angehören,  folgt  unmittelbar  daraus,  dafs  wir  der 
Beweglichkeit  den  niedrigsten  Grad  beigelegt  haben.  Wofern 
sich  aber  jeder  ihrer  Punkte  nur  auf  einer  einzigen  Linie  1  be- 
wegen kann,  mufs  jede  Linie  l  bei  allen  Drehungen  um  den 
Punkt  7t  in  sich  verschoben  werden;  die  Fläche,  auf  der  alle  auf 
diese  Weise  erhaltenen  Linien  l  liegen,  kann  also  bei  der  Ruhe 
von  jt  ihre  Anfangslage  nicht  verlassen. 

Jetzt  beschränken  wir  uns  auf  diejenigen  Raumformen,  welche 
1.  drei  Dimensionen  haben  und  2.  freie  Beweglichkeit  vom  nie- 
drigsten Grade  besitzen;  wir  wollen  beweisen,  dafs  eine  Raum- 
form, für  welche  diese  Forderungen  erfüllt  werden,  allen  unseren 
Erfahrungen  genügt. 

Wollen  wir  die  neu  hinzugefügten  Voraussetzungen  noch- 
mals im  einzelnen  aufzählen,  so  können  wir  die  folgenden  Axiome 
aufstellen: 

L    Der  Raum  hat  drei  Dimensionen. 

IL  Bei  der  Ruhe  eines  Punktes  kann  man  jede  durch  ihn 
gelegte  Linie  oder  Fläche  noch  so  bewegen,  dafs  sie  ihre  An- 
fangslage verläfst. 

III.    Wird  ein  Punkt  eines  Körpers   in  Ruhe  gehalten,   so 
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kann  kein  zweiter  Punkt  des  Köq)ers  alle  Lagen  erhaken,  die 
einem  Raumteile  angehören. 

Wir  behaupten,  dafs  jede  Raumform,  in  der  diese  Gesetze 
gelten,  entweder  parabolisch  oder  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist. 

3.  Dem  Nachweise  schicken  wir  einige  kurze  Bemerkungen 
voraus.  Zunächst  erinnern  wir  daran,  dafs  unsere  Axiome  durch 
die  Erfahrung  gefordert  werden.  Ober  die  Dreizahl  der  Dimen- 
sionen haben  wir  uns  schon  öfters,  namentlich  im  ersten  Bande 
(S.  267 — 270)  ausgesprochen.  Die  Berechtigung  der  weiteren 
Annahmen  brauchen  wir  wohl  nicht  näher  zu  begründen.  Es 
würde  nicht  schwer  sein,  sie  in  einer  Form  auszusprechen,  bei 
der  wir  von  den  Grenzgebilden  (Fläche,  Linie  und  Punkt)  gar 
keinen  Gebrauch  machen;  indessen  glauben  wir,  davon  Abstand 
nehmen  zu  können. 

Was  die  gebrauchten  Ausdrücke  betrifit,  so  wolle  man  be- 
achten, dafs  wir  uns  von  vornherein  auf  solche  Punkte  beschränken, 
die  in  einem  gewissen  Bereiche  liegen,  und  dafs  wir  ihnen  reelle 
Koordinaten  beilegen.  Wir  brauchen  daher  die  Gültigkeit  der 
Axiome  nicht,  wie  Lie,  eigens  auf  einen  endlichen  Bereich  ein- 
zuschränken; auch  haben  wir  weder  die  Realität  der  Variabein 
noch  die  allgemeine  Lage  der  Wertsysteme  ausdrücklich  hervor- 
zuheben. Die  sachliche  Vergleichung  der  Lieschen  Axiome  mit 
den  unsrigen  behalten  wir  uns  für  eine  spätere  Stelle  vor. 

4.  Jetzt  gehen  wir  zum  Beweise  über,  den  wir  auf  analy- 
tischem Wege  führen  wollen.  Dabei  müssen  wir,  wie  das  erste 
Axiom  verlangt,  eine  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  zu 
Grunde  legen.  Der  vierte  Grundsatz  nötigt  uns,  die  Transfor- 
mations-Gruppe, durch  welche  alle  Bewegungen  dargestellt  werden, 
als  transitiv  vorauszusetzen;  dagegen  können  wir  von  vornherein 
nicht  wissen,  ob  die  Gruppe  endlich  oder  unendlich  ist.  Da  bei 
der  Drehung  um  einen  Punkt  ein  zweiter  Punkt  noch  alle  Lagen 
auf  einer  Fläche  (oder  wenigstens  auf  einem  Flächenteile),  aber 
nicht  alle  Lagen  in  einem  Raumteile  annehmen  kann,  so  mufs 
zwischen  zwei  Punkten  eine,  und  zwar  eine  einzige  Invariante 
bestehen.  Wenn  nämlich  erst  für  drei  Punkte  eine  Invariante 
existierte,  so  würde  bei  der  Ruhe  eines  Punktes  ein  zweiter  noch 
mit  allen  Lagen  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  die  einen 
Raumteil  anfüllen;    gäbe   es   aber  zwei  verschiedene  Invarianten 
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zwischen  zwei  Punkten,  so  wäre  bei  der  Drehung  um  einen  Punkt 
die  Lage  eines  jeden  anderen  Punktes  auf  eine  Linie  beschränkt. 
Demnach  läist  die  zu  der  Raumform  gehörende  Gruppe  eine 
einzige  Funktion 

J  (x,,  x»,  xa;  yi,  y«,  ys) 

zwischen  zwei  beliebigen  Wertsystemen  (xi,X2,  X3)  und  (yi,yt,y3) 
ungeändert.  Wir  wissen  aber  keineswegs,  ob  dies  die  einzige 
wesentliche  Invariante  der  Gruppe  ist,  oder  ob  zwischen  mehr 
als  zwei  Wertsystemen  noch  invariante  Beziehungen  bestehen,  die 
von  der  angegebenen  unabhängig  sind. 

5.  Es  ist  jetzt  unsere  Aufgabe,  aus  denjenigen  Gruppen,  in 
denen  zwischen  zwei  Wertsystemen  eine  invariante  Beziehung 
besteht,  diejenigen  auszuwählen,  welche  unseren  Axiomen  genügen. 
Dabei  dürfen  wir  auf  die  in  §  4  gefundenen  Resultate  zurück- 
gehen. Wir  müssen  nur  annehmen,  dafs,  wofern  es  mehrere 
Invarianten  für  unendlich  benachbarte  Punkte  gäbe,  doch  die  dort 
gefundene  Form  wenigstens  für  eine  unter  ihnen  gewahrt  bliebe. 
Thun  wir  dies,  so  belehrt  uns  das  Schlufeergebnis  von  §  4,  dafs 

die  Invariante  entweder  in  der  Form  U^  M"  N»'  oder  in  der  Form 

N 
L>'  Mß  ef*  M  oder  in  der  Form  L^  Q  erscheint,  wo  L,  M,  N  lineare 
Formen  der  Differentiale  sind  und  Q  in  ihnen  vom  zweiten  Grade 
ist,  und  wo  die  Exponenten  X,  fi^  v  auch  von  den  Variabein  X|, 
Xg,  Xs  unabhängig  sind.  Wenn  ^  =  r  =  0  ist,  so  ist  die  lineare 
Form  L  =  Aidxi  -[- Agdxg  +  Asdxs  die  Invariante.  Die  Ver- 
bindung der  Resultate,  zu  denen  wir  in  §  5,  4  und  5  geführt 
sind,  zeigt  uns,  dafs  alsdann  bei  der  Drehung  um  einen  Punkt 
eine  durch  den  ruhenden  Punkt  gehende  Fläche  in  sich  verschoben 
wird.  Sind  aber  zwei  der  Exponenten  A,  ^,  v  oder  alle  drei  von 
null  verschieden,  so  können  bei  der  Ruhe  eines  Punktes  nach 
§  5,  7  mindestens  zwei  durch  den  Punkt  gelegte  Flächen  nur  so 
bewegt  werden,  dafs  sie  in  Deckung  mit  der  Anfangslage  ver- 
bleiben. Der  Fall,  dafs  diese  Flächen  reell  sind,  mufs  von  vorn- 
herein ausgeschlossen  werden.  Wenn  aber  für  reelle  Variabele 
Xi,  xj,  X3  die  Differentialgleichung  (13)  in  §  5  für  C"  =  0  nur 
durch  komplexe  Funktionen  befriedigt  wird,  so  müssen  diese  ein- 
ander konjugiert  sein;  die  Flächen,  welche  durch  das  Verschwinden 
der  einzelnen  Bestandteile  dargestellt  werden,  behalten  dann  ihre 
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Anfangslage  nicht  bei;  aber,  wie  man  leicht  sieht,  haben  sie  eine 
reelle  Linie  gemeinschaftlich,  und  diese  wird  nur  noch  in  sich 
verschoben,  sobald  man  einen  ihrer  Punkte  in  Ruhe  lafst.  Da 
aber  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  derartige  Linie  hin- 
durchgeht, so  müssen  wir  auch  diesen  Fall  ausschliefsen.  Die- 
selbe Betrachtung  läfst  sich  anwenden,  wenn  unter  den  drei 
Variabein  xi,  X2,  Xs  zwei  konjugiert  komplex  sind.  Unseren 
Voraussetzungen  genügt  also  keine  Invariante,  welche  filr  unendlich 
benachbarte  Wertsysteme  in  der  ersten  oder  zweiten  Form  er- 
scheint, welche  also  in  den  Differentialen  nur  Formen  ersten 
Grades  enthält. 

6.  Demnach  nimmt  die  Invariante  die  Form  L^Q  an,  wo 
L  eine  lineare,  Q  eine  quadratische  Form-  in  den  Differentialen 
ist.  Auch  dürfen  wir  annehmen,  dafs  Q  eine  eigentliche  Form 
zweiten  Grades  darstellt,  weil  wir  sonst  auf  den  soeben  erledigten 
Fall  kämen.  Aus  den  in  §  6  gefundenen  Gruppen  sind  diejenigen 
sofort  auszuschliefsen,  welche  keine  Invariante  zwischen  zwei  Wert- 
systemen besitzen.     Dann  bleiben  die  folgenden  übrig: 

0)  Pu  P2,  Ps;  Cipix,  +  CtPiX2  +  CsPsXs,  eipix«  -|-  ejpfXs; 
(2)  Pi,  P2,  P3,  2^xipi  +  X2P2,  2xip2  +  X2P8,  4xfpi+4xiXj,p2 
+  x^pa; 

(3)    XoPi,    X0P2,    X0P3,    X2P3   -    X3P2,    X3P1    ~  x,ps,    x,p2— X2PU 

wo  ist  Xy  =  Vi        k Xxi~+irf 4^x|). 

Bei  der  Herleitung  ist  ausdrücklich  vorausgesetzt,  dafs  das 
Wertsystem  (0,  0,  0)  analytisch  keinem  Ausnahme-Gebilde  an- 
gehört; wir  dürfen  daher,  um  die  allgemeinen  Gesetze  für  die 
Drehung  um  einen  Punkt  zu  ermitteln,  den  Nullpunkt  als  ruhend 
voraussetzen.  Dieser  Festsetzung  entspricht  es,  bei  der  dritten 
Gruppe  das  Gebiet  so  abzugrenzen,  dafs  in  ihr  die  Hilfsgröfise  Xo 
einen  positiven  Wert  hat;  ftir  k  =  0  ist  überhaupt  Xo  =  1. 

Legen  wir  jetzt  die  erste  oder  die  zweite  Gruppe  zu  Grunde, 
so  finden  wir,  dafs  bei  der  Drehung  um  den  Nullpunkt  die  Fläche 
xi  =  0  in  sich  verbleibt.  Da  wir  aber  in  diesen  beiden  Gruppen 
alle  Variabein  als  reell  voraussetzen  müssen,  so  sehen  wir,  dafs 
bei  der  Ruhe  eines  Punktes  eine  durch  ihn  hindurchgehende  Fläche 
in  sich  verschoben  wird;  diese  beiden  Gruppen  entsprechen  also 
unseren  Axiomen  nicht. 
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7.  Wir  haben  nur  noch  die  letzte  Gruppe  zu  untersuchen. 
Dals  diese  für  reelle  Werte  von  xi,  X2,  xj,  wo  auch  k  reell  sein 
mufsy  allen  unseren  Forderungen  genügt,  leuchtet  sofort  ein.  Es 
fragt  sich  nur,  ob  nicht  zwei  der  Variabein  konjugiert  komplex 
sein  dürfen.  Nun  bleibt  bei  der  Drehung  um  den  Nullpunkt 
offenbar  jede  Räche,  deren  Gleichung  ist: 

xj  -|-  x|  -|-  x|  =  Const. 
in  Deckung  mit  ihrer  Anfangslage.  Sind  hier  aber  die  Variabein 
Xf  und  xs  konjugiert  komplex,  so  kann  man  leicht  reelle  Varia- 
bde  yi,  y«,  Vs,  welche  mit  Xi,  xg,  xs  zugleich  verschwinden, 
derartig  einführen,  dafs  die  vorstehende  Gleichung  die  Form  an- 
nimmt: 

y!  +  yi  —  yi  =  Const. 

Speciell  wird  die  Fläche  yj  +  y|  =  yf  bei  allen  Drehungen  um 
den  Nullpunkt  in  sich  bewegt.  Da  diese  Fläche  aber  durch  den 
ruhenden  Punkt  geht,  genügt  diese  Möglichkeit  unseren  Voraus- 
setzungen nicht.  Wir  dürfen  daher  den  Variabein  xi,  xj,  xs  und 
der  Konstanten  k  nur  reelle  Werte  beilegen.  Nun  macht  es 
geometrisch  einen  Unterschied,  ob  die  Konstante  k  positiv,  ne- 
gativ oder  gleich  null  ist.  Demnach  sind  nur  die  elliptische,  die 
hyperbolische  und  die  parabolische  Geometrie  geeignet,  unsere 
Axiome  zu  befriedigen. 

8.  Die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  angegebene  Formu- 
lierung setzt  von  vornherein  die  Zahl  der  Dimensionen  gleich 
drei  fest.  Wollen  wir  auch  den  mehrdimensionalen  Raum  berück- 
sichtigen, so  müssen  wir  entweder  unsere  Fassung  in  entsprechender 
Weise  ändern  oder  auf  die  Liesche  Fassung  zurückgehen.  Wir 
begnügen  uns  mit  der  letzteren,  da  es  uns  nur  darauf  ankommt, 
einen  Unterschied  zwischen  dem  Räume  von  drei  und  von  vier 
Dimensionen  anzugeben.  Suchen  wir  eine  neue  Lösung  des 
Problems  für  den  mehrfach  ausgedehnten  Raum,  so  werden  wir 
gut  thun,  den  Begriff  der  »freien  Beweglichkeit  vom  niedrigsten 
Grade«  zu  übertragen.  Danach  legen  wir  einer  n-dimensionalen 
Raumform  freie  Beweglichkeit  bei,  wenn  bei  der  Ruhe  eines 
Punktes  jedes  durch  den  Punkt  gelegte  Grenzgebilde  (von  einer 
bis  zu  n  —  1  Dimensionen)  gezwungen  werden  kann,  seine  An- 
fangslage zu  verlassen.  Wollte  man  jetzt  den  niedrigsten  Grad 
der  freien  Beweglichkeit  dadurch  charakterisieren,   dafs   bei  der 
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Ruhe  eines  Punktes  kein  zweiter  in  alle  ein  n-dimensionales  Gebiet 
anfüllende  Lagen  gelangen  kann,  so  würde  die  freie  Beweglich- 
keit  vom  niedrigsten  Grade  noch  anderen  Raumformen  als  den 
eigentlichen  zukommen.  Um  das  zu  erkennen,  betrachten  wir 
die  siebengliedrige  Gruppe  in  vier  Variabein,  welche  aus  den  in- 
finitesimalen Transformationen  hervorgeht: 

(4\     Pi»  P2>  P«»  P*'  ^iP«  —  ^«Pi  +  ^«P*  ""  ^P«' 

xipa  —  xspi  -f  X4pg  —  X2P4,  X1P4  —  x^pi  4-  XjPs  —  x,p,. 

Alle  bei  der  Ruhe  des  Nullpunktes  möglichen  Bewegungen 
entsprechen  der  Gruppe,  welche  durch  die  drei  letzten  infinitesi- 
malen Transformationen  (4)  erzeugt  wird.  Um  die  hierzu  ge- 
hörenden endlichen  Transformationen  anzugeben,  gehen  wir  von 
vier  reellen  Gröfsen  ai,  a2,  as,  a^  aus,  welche  durch  die  Gleichung: 

(5)    af  -f  a|  +  af  -f  a|  -  1 
mit  einander  verbunden  sind,  und  setzen: 

yi  =  aiXi  -f  a^xj  +  asXs  -|-  aix^ 
^gx     y«  =  —  ajXi  -f  aix«  -|-  a4X3  —  ajx^ 
ys  =  —  asxi  —  a4Xi  +  a,X3  +  a2X4 
y4  =  —  a4Xi  -f  asxj  —  a^Xs  +  ^1X4. 
Aus  diesen  Gleichungen  geht  hervor,  dafs 

(7)   2:y/  =  ^x; 

ist.  Variiert  man  aber  die  Parameter  ai  .  .  .  a4  unter  der  durch 
die  Gleichung  (5)  geforderten  Bedingung: 

aidai  +  a2(Ja2  +  asda»  +  a4da4  =  0,  so  darf  man  setzen: 
dai  =  2L2X  +  asA  +  a4^,  da^  =  —  aix  -[-  ^4^  —  as^w, 
das  =  —  ^ax  —  aiA  +  a^fi,  6^X4,  =  a^x  —  a2il  —  ai^, 
wo  X,  X,  fi  unendlich   kleine  Gröfsen   sein  sollen.     Diese  Werte 
für  av  +  rfav  setze  man  in  die  Gleichungen  ((>)  ein,  indem  man 
die  der  Anfangslage  entsprechenden  Koordinaten  (x)  unverändert 
läfst,  aber  yv  durch  yv  +  dyv  ersetzt;  dadurch  erhält  man 
dVi  =  —  xy.j  —  ^ys  —  ^y4,  rfy^  =  xy»  +  Zy^,  —  fdysy 
dys  =  —  xy^  +  ^y^  +  fiy^,  öy^  =  xyg  —  ^y2  +  fiy^ 
was  mit  den   drei  letzten  Symbolen   (4)   übereinstimmt.     Somit 
sind  die  Gleichungen  (6)  die  endlichen  Transformationen,  durch 
welche  die  Drehungen  um  den  Nullpunkt  dargestellt  werden. 
Aus  den  Gleichungen  ((>)  gehen  folgende  Beziehungen  hervor: 
ai  2:  xj  =  xiyi  +  x^yj  +  Xsys  +  X4y4 
a2  ^xl  =   -  xiy2  +  Xgyi  —  X3y4  +  X4y8 
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as  ^xl  =  —  xiys  +  x,y4  -}-  Xgyi  —  X4y, 

^4  ^^l  =  —  xiy4  —  x^yj,  +  xsyg  +  X4yi. 

Läfst  man  also  einem  festen  Wertsystem  (x)  irgend  ein 
Wertsystem  (y)  entsprechen,  welches  nur  der  Bedingung  (7) 
genügt,  so  ergeben  sich  vermittelst  der  vorstehenden  Gleichungen 
die  Koefficienten  a,  .  .  .  a4  in  der  Weise,  dafs  die  Beziehung  (5) 
befriedigt  wird.  Die  Untergruppe  gestattet  demnach,  einen  Punkt 
(x)  in  einen  Punkt  (y)  überzuführen,  wofern  nur  für  ihre  Ko- 
ordinaten die  Summe  der  Quadrate  denselben  Wert  besitzt.  Jede 
vom  Nullpunkt  ausgehende  Linie  kann  bei  der  Ruhe  desselben 
noch  so  bew^egt  werden,  dafs  sie  einen  (vierdimensionalen)  Raum- 
teil beschreibt.  Bei  der  Drehung  um  einen  Punkt  kann  man 
somit  jedes  durch  ihn  hindurchgelegte  Grenzgebilde  so  bewegen, 
dafe  es  seine  Anfangslage  verläfst.  Für  vier  Dimensionen  genügt 
es  hiernach  nicht,  vorauszusetzen,  dafs  bei  der  Ruhe  eines  Punktes 
jeder  andere  Punkt  alle  Lagen  in  einem  dreidimensionalen  Grenz- 
gebilde annehmen  kann,  und  dafs  kein  Grenzgebilde,  das  durch 
den  ruhenden  Punkt  geht,  bei  allen  Drehungen  in  Deckung  mit 
seiner  Anfangslage  verbleibt. 

§  11. 
Rückblick. 

Schon  im  dritten  Abschnitt  (B.  1.  S.  176 — 178)  haben  wir 
auf  Grafsmanns  Ausdehnungslehre  hingewiesen  und  in  ihr  einen 
recht  umfassenden  Wissenszweig  kennen  gelernt,  der  die  Geo- 
metrie Euklids  als  speciellen  Teil  einschliefst  und  der  direkt  auf 
die  euklidischen  Raumformen  von  einer  beliebig  hohen  Zahl  von 
Dimensionen  führt,  während  darin  die  Riemannschen  Raumformen 
ebenfalls  ihre  Stelle  finden.  Indem  wir  den  Raumbegriff  in  der- 
jenigen Weise  erweitert  haben,  die  in  §  10  des  siebenten  Ab- 
schnitts durchgeführt  ist,  haben  wir  blofs  das  zum  vollen  Abschlufs 
gebracht,  was  Grafsmann  vor  mehr  als  fünfzig  Jahren  angebahnt 
hatte. 

Indessen  beruht  die  Bedeutung  der  Ausdehnungslehre  haupt- 
sächlich in  den  eigentümlichen  Methoden,  vermittelst  deren  es 
ihr  möglich  wird,  nicht  nur  weite  Partieen  der  Geometrie,  sondern 
auch  schwierige  Probleme  der  Analysis  auf  eine  einheitliche  und 
übersichtliche  Weise  zu  bewältigen.    Dennoch  gewährt  es  einiges 
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Interesse,  zu  sehen,  dafs  sie  in  ihren  Grundlagen  manche  Ähn- 
lichkeit zeigt  mit  einem  System,  welches  Veronese  vor  wenigen 
Jahren  aufgestellt  hat  (VII  §  9  S.  294  ff.).  Zwar  haben  wir  der 
Art  und  Weise,  in  welcher  der  italienische  Mathematiker  die 
Geometrie  begründet,  und  die  er  als  die  allein  berechtigte  hin- 
stellen möchte,  aus  vielen  Gründen  nicht  zustimmen  können. 
Ganz  abgesehen  von  den  schweren  Bedenken  gegen  seine  un- 
endlich grofsen  und  unendlich  kleinen  Segmente  können  wir  der 
allgemeinen  Einfuhrung  der  Gleichheit  in  seinem  Sinne  nicht  bei- 
pflichten. Dennoch  haben  wir  die  Bedeutung  seines  Werkes  recht 
hoch  anschlagen  müssen.  Indem  Veronese  in  jeder  Figur  je  zwei 
Punkte  durch  eine  gerade  Strecke  verbindet  und  die  daraus  ent- 
stehende neue  Figur  der  Untersuchung  zu  Grunde  legt,  gelingt 
es  ihm,  eine  einheitliche  Methode  zu  schaffen,  die  ihm  sogar 
gestattet,  kongruente  und  symmetrische  Figuren  zu  unterscheiden, 
ohne  die  Bewegung  zu  benutzen.  Veronese  legt  dem  Raum  an 
sich  unendlich  viele  Dimensionen  bei;  der  n-dimensionale  Raum 
für  jede  Zahl  n  ist  für  ihn  blofs  eine  Figur  im  allgemeinen  Räume. 
Wäre  er  in  gleicher  Weise  von  einem  allgemeineren  Begriff  der 
Gleichheit  ausgegangen,  so  würde  er  nicht  gezwungen  worden 
sein,  sich  auf  einzelne  Raumformen  zu  beschränken,  die  weder 
theoretisch  noch  für  die  Erfahrung  vor  den  von  ihm  ausge- 
schlossenen einen  Vorzug  besitzen. 

Auch  Tillys  Versuch  (VII  §  8.  S.  208  ff.)  kann  als  befrie- 
digend nicht  angesehen  werden,  darf  aber  keineswegs  vollständig 
verworfen  werden.  Der  wesentlichste  Punkt  seines  Hauptaxioms 
besteht  in  der  Forderung,  dafs  die  Abstandsfunktion  zweier  Punkte 
nur  dann  gleich  null  wird,  wenn  die  Punkte  zusammenfallen. 
Dadurch  tritt  dasselbe  in  enge  Beziehung  zu  den  Voraussetzungen, 
die  wir  in  VIII  §  10  zu  Grunde  gelegt  haben;  somit  bietet  auch 
sein  Aufbau  Anknüpfungspunkte  mit  den  allgemeinen  Ideen,  von 
denen  wir  ausgegangen  sind. 

Das  »Experiment«,  vermittelst  dessen  Überweg  (VII  §  7. 
S.  204)  eine  einheitliche  Grundlage  für  die  Geometrie  glaubt 
schaffen  zu  können,  kann  nicht  als  ausreichend  angesehen  werden; 
wie  nahe  es  aber  bereits  an  die  Wahrheit  herankommt,  zeigt  die 
Ähnlichkeit  mit  den  »Thatsachen«,  die  nach  Helmholtz'  Ansicht 
der  Geometrie  zum  Grunde  liegen. 
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Die  von  Wundt  aufgestellte  Definition  des  Raumes  (VII  §  6)  ist 
nicht  streng;  auch  wird  es  nie  gelingen,  von  ihr  aus  die  fundamen- 
talen Eigenschaften  des  Raumes  zu  beweisen.  Dennoch  müssen  wir 
dem  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  unbedingt  zustimmen.  Wundt 
geht  von  Begriffen  aus,  die  in  ihrer  weiteren  Bedeutung  über 
alles  Räumliche  hinausreichen;  er  sucht  sie  aber  in  solcher  Weise 
zu  verbinden  und  dadurch  zu  beschränken,  dafs  der  neue  Begriff 
mit  dem  des  Raumes  zusammenfällt.  Dies  Verfahren  kommt  im 
Wesen  ganz  auf  dasjenige  hinaus,  welches  wir  in  den  letzten 
Paragraphen  eingeschlagen  haben.  Unseren  allgemeinen  Raum- 
formen liegen  Begriffe  zu  Grunde,  welche  durchaus  nicht  auf  den 
Raum  beschränkt  sind,  da  den  Grundsätzen,  wenngleich  sie  zu- 
vörderst durch  räumliche  Abstraktionen  gewonnen  sind,  an  sich 
nichts  Räumliches  anhaftet.  Das  von  uns  gewählte  Wort  Raum- 
form thut,  wie  aus  den  beigefügten  Erläuterungen  hervorgeht, 
nichts  zur  Sache,  da  wir  diese  Wahl  nur  getroffen  haben,  um 
anzudeuten,  dafs  unter  allen  Wissenszweigen,  denen  diese  Be- 
zeichnung beigelegt  werden  kann,  der  Raum  (im  wahren  Sinne) 
der  wichtigste  ist.  Demnach  kommt  Lies  Fassung  des  von  ihm 
nach  Riemann  und  Helmholtz  benannten  Problems  im  wesent- 
lichen auf  die  Aufgabe  hinaus,  die  sich  Wundt  bei  seiner  Definition 
stellt;  es  handelt  sich  ja  in  beiden  Fällen  nur  darum,  eine  der- 
artige Verknüpfung  allgemeinerer  Begriffe  zu  finden,  dafs  der  neu 
gewonnene  Begriff  mit  dem  des  Raumes  identisch  wird.  Viel- 
leicht tritt  die  Übereinstimmung  zwischen  den  beiden  Problemen 
bei  der  in  VIII  §  10  angegebenen  Formulierung  noch  deutlicher 
hervor. 

Wir  dürfen  jedoch  in  diesen  Erörterungen  nicht  weiter  gehen, 
ohne  uns  auf  den  Boden  der  Philosophie  zu  begeben,  den  wir 
glauben  hier  nicht  betreten  zu  sollen.  Demnach  wenden  wir  uns 
den  übrigen  Untersuchungen  zu,  welche  in  den  beiden  letzten 
Abschnitten  angestellt  sind.  Auf  die  Darlegungen  über  Winkel, 
Gerade  und  Ebene  gehen  wir  nicht  nochmals  ein,  weil  sie  nur 
orientieren  sollen  und  nicht  als  abschliefsend  angesehen  werden 
können.  Im  zehnten  Paragraphen  des  siebenten  Abschnitts  haben 
wir  ein  System  von  Begriffen  und  Sätzen  aufgestellt,  von  dem 
wir  glauben,  dafs  es  eine  geeignete  Grundlage  für  die  Geometrie 
bildet.     Aber  diese  Grundsätze  werden  aufser  dem  Räume  auch 
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von  sehr  vielen  anderen  Wissenszweigen  befriedigt;  jedes  System 
von  Begriflfen  und  Urteilen,  für  das  dieselben  gelten,  wurde  als 
Raumform  im  uneigentlichen  Sinne  bezeichnet  (VII  §  11).  Wir 
haben  noch  die  Grenzgebilde  allgemein  definiert;  im  übrigen  be- 
gnügten wir  uns  damit,  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen,  dafs  unsere 
Grundsätze  keineswegs  auf  den  Raum  (im  eigentlichen  Sinne) 
beschränkt  sind.  Für  den  weiteren  Fortschritt  aber  glaubten  wir 
die  Hilfe  der  Analysis  in  Anspruch  nehmen  zu  sollen.  Indessen 
stellt  sich  uns  hier  eine  grofse  Schwierigkeit  entgegen. 

Zwar  hat  man  schon  seit  langem  die  Analysis  benutzt,  um 
geometrische  Eigenschaften  aufzufinden  und  zu  begründen.  Aber 
bei  der  analytischen  Geometrie  sowohl  des  euklidischen  wie  der 
nicht-euklidischen  Räume  (im  engern  Sinne)  pafst  man  die  Ko- 
ordinaten den  einzelnen  Raumformen  eng  an,  damit  ihre  Eigen- 
tümlichkeiten durch  die  Formeln  schon  zum  deutlichen  Ausdruck 
kommen.  In  einer  solchen  Weise  kann  man  aber  die  Koordinaten 
erst  aufstellen,  wenn  man  die  charakteristischen  Eigenschaften  der 
Raumform  kennt.  Demnach  ist  dieser  Weg  hier  ausgeschlossen, 
da  die  einzelnen  Raumformen  erst  aufgefiinden  werden  sollen. 
Wir  müssen  daher,  wenn  der  Ausdruck  gestattet  ist,  ein  Koordi- 
natensystem zu  Grunde  legen,  das  sich  für  alle  Raumformen  in 
gleicher  Weise  eignet.  Haben  wir  schon  im  fünften  Abschnitt 
gesehen,  welche  Schwierigkeiten  die  Messung  in  der  euklidischen 
Geometrie  selbst  dann  noch  bietet,  wenn  man  ihre  Eigenschaften 
als  bekannt  voraussetzt,  so  kann  man  ermessen,  dafs  der  Über- 
gang von  den  allgemeinen  Grundsätzen  zur  analytischen  Darstellung 
nicht  einfach  sein  kann. 

Andererseits  besitzt  die  rechnende  Methode  ganz  besondere 
Vorzüge.  Fast  bei  allen  Versuchen,  die  bisher  angestellt  sind, 
um  von  wenigen  Annahmen  aus  durch  blofse  Überlegung  zu  den 
ersten  Sätzen  der  Geometrie  zu  gelangen,  hat  man,  ohne  es  zu 
bemerken,  mehr  in  die  Voraussetzungen  hineingelegt,  als  sie 
wirklich  enthalten.  Diese  Wahrnehmung  machten  wir  schon  auf 
den  ersten  Seiten  des  ersten  Bandes,  als  wir  die  angeblichen 
Beweise  des  Parallelaxioms  besprachen.  An  demselben  Mangel 
kranken  nahezu  ohne  Ausnahme  die  bisher  angegebenen  Methoden, 
die  Existenz  der  Geraden  und  der  Ebene  aus  der  der  Kugel  her- 
zuleiten.    Dieser  Fehler  trat  uns  auch  in  Überwegs  und  Tillys 


Anwendung  der  Transformations-Gruppen,  351 

Arbeiten  (VU  §  7  u.  8)  entgegen.  Bei  der  analytischen  Behand- 
lung ist  man  in  einer  weit  günstigeren  Lage,  weil  im  Verlaufe 
der  Rechnung  kein  neues  Moment  hinzutreten  kann.  Das  durch 
eine  fehlerlose  analytische  Herleitung  gewonnene  Resultat  stützt 
sich  auf  diejenigen  Voraussetzungen,  welche  der  Rechnung  selbst 
zu  Grunde  liegen.  Ein  Fehler  in  einem  analjrtisch  durchgeführten 
Beweise  wird,  sobald  er  einmal  nachgewiesen  ist,  allgemein  an- 
erkannt; dagegen  ist  es  schwer,  jemanden  davon  zu  überzeugen, 
dafs  sich  in  seine  begriffliche  Entwicklung  fremde  Bestandteile 
eingemischt  haben. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  es  nur  zu  billigen,  dafs 
Riemann  und  Helmholtz  ohne  vorangehende  Prüfung  auf  die  vor- 
liegende Frage  die  Analysis  anwandten  und  dafs  andere  ihnen 
hierin  nachgefolgt  sind.  Andererseits  mufs  man  wünschen,  die 
Erlaubtheit  der  Rechnung  in  aller  Strenge  begründen  zu  können, 
wie  dies  in  der  euklidischen  Geometrie  von  jeher  Sitte  gewesen 
ist.  Da  aber  die  Schwierigkeit  dieser  Aufgabe  sehr  grofs  ist, 
haben  wir  einen  Mittelweg  eingeschlagen,  indem  wir  nur  die 
leitenden  Gedanken  angaben,  ohne  sie  nach  allen  Richtungen  hin 
durchzuführen.  Auf  diese  Weise  hofiten  wir  dem  Leser  einen 
Einblick  in  die  wesentlichsten  Punkte  zu  ermöglichen,  ohne  seine 
Geduld  zu  sehr  in  Anspruch  zu  nehmen.  Dabei  mufsten  wir 
ausdrücklich  zwei  Voraussetzungen  beifügen,  die  sich  unseren 
Grundsätzen  in  etwa  anpassen,  ihnen  aber  nicht  nahe  genug  stehen, 
um  ihnen  zugezählt  zu  werden.  Der  angedeutete  Beweis  läfst 
sich  aber  erst  dann  zum  vollen  Abschlufs  bringen,  nachdem  gewisse 
Untersuchungen,  zu  denen  G.  Cantor  und  Peano  den  Grund  ge- 
legt haben,  und  die  im  ersten  Bande  (S.  168  — 172)  erwähnt 
worden  sind,  eine  Fortentwicklung  gefunden  haben.  Aber  selbst 
bei  der  unvollendeten  Form,  in  der  die  Herleitung  geboten  wurde, 
tritt  die  nahe  Beziehung  der  allgemeinen  Raumformen  zu  den 
Lieschen  Transformations-Gruppen  deutlich  zu  Tage.  Wir  sind 
also  berechtigt,  die  Theorie  dieser  Gruppen  für  unsern  Zweck 
anzuwenden.  Nur  dürfen  wir  nicht  vergessen,  dafs  die  Herleitung 
der  Grundgesetze  für  die  Transformations-Gruppen  mehrfach  von 
Differentiationen  Gebrauch  macht;  demnach  müssen  wir  endlich 
noch  annehmen,  dafs  die  auftretenden  Funktionen  die  ersten  und 
zweiten  DifFerentialquotienten  nach  den  Variabein  besitzen. 
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Der  Nachweis  derjenigen  Sätze,  auf  denen  die  Theorie  der 
Transformations-Gruppen  beruht,  ist  nicht  so  einfach,  dafs  wir 
ihn  hätten  aufnehmen  können.  Wir  mufsten  uns  also  damit  be- 
gnügen, diese  Sätze  in  VIII  §  1  rein  historisch  mitzuteilen,  ohne 
in  ihre  Begründung  einzugehen,  und  sie  in  §  2  durch  Beispiele 
zu  erläutern.  Vielleicht  wäre  es  besser  gewesen,  das  ganze  Ge- 
bäude in  dem  von  Lie  entwickelten  Umfange  als  bekannt  voraus- 
zusetzen; dann  hätten  die  Beweise  an  Einfachheit  und  vielleicht 
an  Strenge  gewonnen.  Zu  einem  solchen  Verfahren  haben  wir 
uns  aber  nicht  entschliefsen  können  und  es  vorgezogen,  alle  Sätze, 
deren  wir  weiter  benötigten,  in  den  §§  3—6  herzuleiten.  Da- 
durch wurden  wir  befähigt,  die  in  §  10  angegebene  Charakteri- 
sierung bei  der  Beschränkung  auf  drei  Variabele  zu  beweisen; 
auch  konnten  wir  die  Mängel  würdigen,  welche  Lie  in  Helmholtz' 
Beweisverfahren  gefunden  hat;  nur  mufsten  wir  darauf  verzichten, 
Lies  Begründung  seiner  Axiome  wiederzugeben. 

Die  Anwendung  der  Transformations  -  Gruppe  für  unsere 
Theorie  kann  sich  nach  drei  verschiedenen  Richtungen  hin  er- 
strecken: an  erster  Stelle  kann  man  von  einer  einzelnen  Gruppe 
ausgehen  und  die  ihr  entsprechende  Raumform  untersuchen ;  zwei- 
tens könnte  man  versuchen,  mit  Hilfe  der  Transformations-Gruppen 
einen  Überblick  über  alle  Raumformen  zu  gewinnen;  man  kann 
drittens  verschiedene  Klassen  von  Raumformen  mit  einander  ver- 
gleichen. Aufgaben  der  ersten  Art  haben  wir  mehrfach  erledigt, 
indem  wir  die  Eigenschaften  einer  Raumform  vermittelst  der  zu- 
gehörigen Gruppe  hergeleitet  haben.  Die  zweite  Aufgabe  aber 
ist  zu  umfassend,,  als  dafs  sie,  abgesehen  von  der  Unmöglichkeit, 
sie  mit  den  jetzt  gebotenen  Hilfsmitteln  zu  bewältigen,  von  uns 
hätte  in  Angriff  genommen  werden  können.  Was  die  dritte  Art 
von  Problemen  betrifft,  so  erinnern  wir  unter  anderem  daran, 
dafs  die  Theorie  der  Transformations-Gruppen  zuweilen  Raum- 
formen, die  scheinbar  ganz  verschiedener  Natur  sind,  eng  mit 
einander  verknüpft.  Betrachtet  man  z.  B.  statt  des  Punktes  die 
Gerade  oder  die  Ebene  als  Element  im  dreidimensionalen  eukli- 
dischen Räume,  so  erhalten  wir  zwei  neue  Raumformen;  ihre 
Verwandtschaft  mit  der  ursprünglich  gegebenen  tritt  uns  anal)rtisch 
in  der  Gleichartigkeit  des  Baues  der  zugehörigen  Transforma- 
tions-Gruppen entgegen.     Auch  die  parabolische,  elliptische  und 
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hyperbolische  Geometrie  dürfen,  wie  wir  an  zahlreichen  früheren 
Stellen  erkannt  haben,  als  Glieder  einer  einzigen  Klasse  betrachtet 
werden.  Schon  der  erste  Band  hat  uns  gezeigt,  dafs  wir  ihrer 
analytischen  Untersuchung  dieselben  Formeln  zu  Grunde  legen 
dürfen,  wofern  wir  darin  eine  gewisse  Konstante,  das  Riemannsche 
Krümmungsmafs,  aufnehmen ;  einem  positiven  Werte  dieser  Kon- 
stante entspricht  die  elliptische,  einem  negativen  die  hyperbolische 
Geometrie,  während  diese  Konstante  fiir  die  parabolische  Geo- 
metrie den  Wert  null  annimmt.  Auch  die  zu  diesen  drei  Raum- 
formen gehörenden  Gruppen  kann  man  einheitlich  darstellen, 
sobald  man  diese  Konstante  benutzt. 

Unter  den  Problemen  der  dritten  Klasse  besitzt  eins  ganz 
hervorragende  Wichtigkeit,  nämlich  die  Aufgabe,  die  drei  eigent- 
lichen Raumformen  allen  anderen  gegenüber  zu  charakterisieren. 
In  dieser  Hinsicht  sind  noch  immer  von  hoher  Bedeutung  die 
Arbeiten  von  Helmholtz  (VIII  §  8)  trotz  der  Mängel,  die  Lie  in 
ihnen  nachweisen  konnte.  Lie  selbst  hat  uns  mit  zwei  Lösungen 
(Vin  §  9)  bekannt  gemacht,  die  beide  grofse  Vorzüge  besitzen. 
Seine  Axiome  sind  zunächst  einfacher  als  die  von  Helmholtz  auf- 
gestellten; sie  reichen  zudem  vollständig  aus,  während  jene  noch 
Möglichkeiten  zulassen,  die  ausgeschlossen  werden  sollen;  endlich 
genügt  Lies  Beweisverfahren  den  Anforderungen  der  Strenge  in 
vollem  Mafse.  Auch  gelingt  es  ihm,  seine  Axiome  und  seine 
Beweise  auf  jede  beliebige  Zahl  von  Dimensionen  zu  übertragen. 

Was  uns  an  Lies  Axiomen  weniger  gefällt,  ist  der  gänzliche 
Mangel  an  Anschaulichkeit;  die  analytische  Seite  tritt  vor  der 
geometrischen  gar  zu  sehr  hervor.  Seine  Voraussetzungen  für 
den  dreidimensionalen  Raum  an  der  Erfahrung  zu  prüfen,  ist  selbst 
bei  seiner  zweiten  Lösung  ausgeschlossen.  Bei  seiner  ersten 
Lösung,  wo  er  nur  mit  Linien-  und  Flächenelementen  operiert, 
fällt  die  geometrische  Deutung  ganz  weg;  aber  es  dürfte  sogar 
schwer  sein,  in  exakter  Weise  die  Bedeutung  der  Axiome  nach 
ihrer  rein  analytischen  Seite  hin  anzugeben.  Diese  Aufgabe  kann 
erst  dann  für  erledigt  angesehen  werden,  wenn  die  in  dem  Worte 
»Element«  bezw.  »unendlich  klein«  liegenden  Grenzübergänge 
deutlich  beschrieben  sind.  Das  ist  wenigstens  bis  jetzt  noch  nicht 
geschehen. 

Deshalb  haben  wir  geglaubt,  im  letzten  Paragraphen  wenigstens 

Killing,  Grundlaf^en  der  Geometrie.    II.  23 
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für  drei  Dimensionen  ein  System  von  Axiomen  angeben  zu  sollen, 
das  sich  der  Erfahrung  durchaus  anschliefst.  Es  ist  sogar  möglich, 
die  neuen  Voraussetzungen  in  einer  Form  auszusprechen,  bei  der 
die  Worte  Punkt,  Linie  und  Fläche  ganz  vermieden  werden  und 
bei  der  nur  von  der  Bewegung  fester  Körper  die  Rede  ist;  in- 
dessen haben  wir  es  nicht  für  nötig  gehalten,  dies  durchzuführen. 

In  einem  Punkte  verlangen  allerdings  unsere  Axiome  mehr 
als  die  Lieschen;  wir  setzen  nämlich  die  Transitivität  der  Gruppe 
von  vornherein  voraus,  während  sie  von  Lie  aus  seinen  Voraus- 
setzungen hergeleitet  wird.  Dafs  hierin  bei  unserm  Ausgangs- 
punkte keine  Beschränkung  liegt,  ist  sofort  klar.  Indessen  haben 
wir  ausdrücklich  unsere  Grundsätze  nur  als  erlaubt,  nicht  als  not- 
wendig hingestellt.  Man  könnte  daher  denken,  dafs  man  bei 
einem  anderen  Verfahren  auch  auf  Raumformen  geführt  würde, 
denen  intransitive  Gruppen  genügten.  Aber  das  ist  ausgeschlossen, 
weil  die  Aufstellung  von  Koordinaten  irgend  eine  Messung  vor- 
aussetzt, diese  aber  nur  möglich  ist,  wenn  die  sämtlichen  Wert- 
systeme eines  Bereiches  zu  einander  in  Beziehung  treten  können, 
was  bei  den  intransitiven  Gruppen  ausgeschlossen  ist.  Wir  ver- 
mögen es  daher  nicht  als  einen  wirklichen  Vorzug  anzusehen,  dafs 
Lie  die  Transitivität  nicht  in  die  Axiome  aufgenommen  hat. 

Zum  Schlufs  möge  noch  folgende  Bemerkung  gestattet  sein. 
Lie  glaubt,  durch  seine  erste  Lösung  das  Problem  für  jede  be- 
liebige Zahl  von  Dimensionen  endgültig  erledigt  zu  haben;  das- 
selbe möchte  er  für  den  dreidimensionalen  Raum  in  gewissem 
Sinne  auch  von  seiner  zweiten  Lösung  behaupten,  während  er 
für  eine  gröfsere  Zahl  von  Dimensionen  nur  zeigen  will,  dafs 
seine  Voraussetzungen  ausreichen,  aber  der  Ansicht  hinneigt,  dafe 
sie  noch  überflüssige  Elemente  enthalten.  Demgegenüber  glaube 
ich,  dafs  die  einfachste  Lösung  des  vorliegenden  Problems  über- 
haupt noch  nicht  gefunden  ist,  und  dafs  es  sich  durchaus  lohnt, 
nach  einfacheren  Axiomen  zu  suchen.  Doch  kann  hier  nicht  der 
geeignete  On  sein,  auf  die  Begründung  meiner  Ansicht  ein- 
zugehen. 

—   -^-^ 
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i)V5  8.  S.  9.  Burkhardt,  Beiträge  zu  den  Untersuchungen  über  die 
Grundlagen  der  Geometrie.    Göttinger  Berichte  1895  Heft  1. 

*)  V  $  4.  S.  15.  Die  hier  aus  Proklus  mitgeteilte  Stelle  findet  sich 
in  der  Friedleinschen  Ausgabe  auf  S.  194,  195;  sie  ist  weitläufig  besprochen 
in  zwei  Arbeiten,  welche  Tanne ry  in  Darboux'  Bulletin  B.  XVI  S.  124  und 

< 

B.  XIX  S.  162  veröffentlicht  hat ;  die  Lobsprüche,  welche  Tannery  darin  dem 
Apoll onius  spendet,  sind  gewifs  voll  verdient. 

Die  Theorie  der  Rektifikation,  wie  sie  hier  (ur  den  Fall  entwickelt  wird, 
dafs  die  Linie  überall  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  besitzt,  dürfte  schon 
lange  bekannt  sein,  ohne  dafs  sich  gerade  der  erste  Begründer  angeben  läfst. 
Unsere  Darlegung  lehnt  sich  eng  an  Scheeffer  an  (allgemeine  Unter- 
suchungen über  die  Rektifikation  der  Kurven,  Acta  math.  V  S.  49 — 82). 
Dieser  (leider  zu  früh  verstorbene)  Geometer  betrachtet  aber  auch  den  Fall, 
dafs  die  Kurve  keine  Tangenten  hat  in  der  Weise,  welche  im  weiteren  Ver- 
laufe des  Paragraphen  mitgeteilt  wird.  Die  gegen  seine  Theorie  von  F.  du 
Bois-Reymond  (Acta  math.  VI  S.  167)  erhobenen  Einwände  kann  ich  für  be- 
gründet nicht  anerkennen,  wenn  auch  Pringsheim  (Münchener  Berichte  1895 
S.  55)  meint,  sie  seien  bisher  nicht  widerlegt.  Die  zum  Schlufs  des  Para- 
graphen benutzte  Funktion  ist,  wie  Seh.  selbst  angiebt,  von  Weierstrafs  auf- 
gestellt und  von  G.  Cantor  in  der  Arbeit,  Condensation  der  Singularitäten, 
math.  Annalen  B.  19,  veröffentlicht. 

»)  V  S  5.  S.  22.  Über  die  Zerlegung  flächengleicher  Polygone  in  kon- 
gruente Flächen  vergleiche  man  folgende  Arbeiten:  W.  Bolyai,  tentamen 
juventutem  .  .  .  introducendi,  Maros  Väsdrhelyini  1832  u.  1833;  Gerwien, 
Zerschneidung  fiächengleicher  Polygone,  Grelles  Journal  B.  10;  Göpel, Teilung 
ebener  Figuren,  Grunerts  Archiv  B.  4;  R^thy,  endlich-gleiche  Flächen,  math. 
Ann.  B.  88.  Man  vergleiche  auch  Paolis,  elementi  di  Geometria,  und  Stolz, 
allgem.  Arithmetik  B.  1. 

*)  V  S  5.  S.  23.  Hierauf  dürfte  zuerst  der  Verf.  hingewiesen  haben, 
und  zwar  in  einer  Anzeige  von  Stolz'  Arithmetik  I  (Schlömilchs  Zeitschrift) 
und  in  seinen  »nicht  euklidischen  Raumformen«  (Leipzig  1885).  In  dem  zuletzt 
genannten  Werke  ist  bereits  der  hier  durchgeführte  Beweis  kurz  skizziert. 
Demselben  Gedanken  sind  auch  zwei  kleinere  Arbeiten  gewidmet,  eine  von 
F.  Schur,  Berichte  der  Dorpater  Naturf.-Gesellschaft,  eine  zweite  von  Stolz, 
Monatshefte  für  Math.  u.  Pbys.,  B.  5;  beide  fuhren  ein  neues  Axiom  ein, 
ohne  die  Begründung  zu  versuchen. 

23* 
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B)  V  S  5.  S.  82.  Schwarz,  sur  une  d^finition  erron^  des  surfaces 
Brief  an  Hrn.  Hermite,  mitgeteilt  in  dessen  Cours  1883  und  in  Schwarz*  ge- 
sammehen  Werken  B.  II). 

^)  V  S  6.  S.  35.  Auch  die  hier  angegebene  Methode,  beliebige  Körper 
zu  messen,  ist  die  Durchführung  eines  bereits  in  meinen  »nicht-euklidischen 
Raumformena  angegebenen  Gedankens. 

^)  V  §  10.  S.  49.  Für  den  Inhalt  dieses  Paragraphen  kommen  zahlreiche 
Arbeiten  G.  Cantors  in  Betracht,  wenngleich  hier  nur  die  ersten  Sätze  seiner 
Theorie  mitgeteilt  werden  konnten  und  alle  tieferen  Untersuchungen  unbe- 
achtet bleiben  mufsten.  Man  vergleiche  folgende  Arbeiten:  Journal  für  die 
Math.,  B.  77,  S.  258—262;  B.  84,  S.  242—258;  math.  Annalen:  B.  4,  S.  139 
—143;  B.  5,  S.  123—132;  B.  15,  S.  l—S;  B.  17,  S.  255—258;  B.  20,  S.  113 
—122;  B.  21,  S.  51—58  u.  S.  545-591;  B.  23,  S.  453-488;  B.  46,  S.  480 
—504;  B.  49,  S.  207—246;  Acta  math.  B.  2,  S.  305—414;  B.  4,  S.  381—392; 
B.  7,  S.  105 — 124.  Die  beiden  letzten  in  den  Annalen  veröffentlichten  Arbeiten 
konnten  leider  für  die  vorliegende  Skizze  nicht  mehr  benutzt  werden. 

^)  V  §  11.  S.  54.  Man  vergleiche  eine  kleine  Programmarbeit:  Einige 
Bedenken  gegen  Veroneses  transfinite  Zahlen  (Münster  1895),  sowie  die  Note : 
Über  transfinite  Zahlen,  math.  Ann.  B.  48,  S.  425—432. 

•)  V  S  12.  S.  59.  Verouese,  Fondamenti  di  Geometria  (Padova  1891), 
auch  in  deutscher  Übersetzung,  besorgt  von  Schepp  (Leipzig  1894);  für  den 
Inhalt  des  Paragraphen  vergl.  S.  67 — 166  der  italienischen,  S.  77 — 184  der 
deutschen  Ausgabe. 

Levi-CivitA,  Sugli  infiniti  ed  infinitesimi  attuali,  Atti  del  R.  Istituto 
Veneto,  1893.  Auf  einen  bedenklichen  Punkt  der  Veroneseschen  Theorie 
weist  Cantor,  math.  Ann.  B.  46,  S.  500,  501  hin.  Hiergegen  und  gegen 
meine  eben  angeführte  Programmarbeit  wendet  sich  Veronese  in  dem  Auf- 
satz: Intorne  ad  alcune  asservazioni  sui  se^menti  infiniti  c  infinitesimi,  math. 
Ann.  B.  47,  S.  423  —  432.  Über  die  Veroneseschen  Zahlen  handeh  auch 
Schön  flies  in  einem  Vortrage,  den  er  auf  der  Mathematiker-Versammlung 
1896  gehalten  hat.  Wenn  Herr  Veronese  in  seiner  neuesten  Publikation,  sul 
postulato  della  continuitä,  Rendiconti  dell*  Accad.  dei  lincei,  vol.  VI  p.  161 
— 168,  einen  Gegensatz  zwischen  Cantor,  Schönflies  und  mir  hinstellt,  so 
dürfte  er  im  Irrtum  sein;  spcciell  mit  Herrn  Cantor  stimme  ich  vollständig 
uberein.  Auf  den  Inhalt  dieser  Arbeit,  die  erst  nach  dem  Druck  der  ersten 
Bogen  meines  Buches  erschienen  ist,  brauche  ich  nicht  einzugehen. 

'")  VI  §  1.  S.  73.  Für  den  Inhalt  dieses  Paragraphen  vergleiche  man 
die  früher  citierten  Arbeiten  von  Klein  über  die  nicht-euklidische  Geometrie 
im  4.,  6.  und  7.  Bande  der  math.  Annalen,  sowie  die  im  ersten  Bande  unter 
6.  angeführten  Abhandlungen  Beltramis.  Aufser  den  angeführten  Arbeiten 
Kleins  sind  auch  seine  autographierten  Vorlesungen  über  die  nicht-euklidische 
Geometrie  wohl  zu  beachten;  bei  der  Herausgabe  des  ersten  Bandes  standen 
sie  mir  nicht  zu  Gebote  und  konnten  deshalb  nicht  citiert  werden.  Ich  möchte 
hier  nur  erwähnen,  dafs  diese  Vorlesungen  auch  für  die  selbständige  Be- 
gründung der  Projektivität  von  Bedeutung  sind. 
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>0  VI  §  2.  S.  81.  St  au  dt,  Geometrie  der  Lage  und  Beiträge  zur 
Geometrie  der  Lage;  Klein,  die  früher  angeführten  Aufsätze.  Eine  sehr 
genaue  Theorie  liefert  Pasch  in  seinen  Vorlesungen  über  die  neuere  Geo- 
metrie (Leipzig  1882),  sowie  in  zahlreichen  späteren  Aufsätzen,  die  in  den 
math.  Ann.  veröffentlicht  sind.  Weiter  vergleiche  man:  Schur,  Über  die 
Einfi^hrung  der  sogenannten  idealen  Elemente  in  die  projektive  Geometrie, 
math.  AnnI  B.  39;  Burkhardt,  die  unter  1.  citierte  Arbeit,  namentlich  $  2 
derselben. 

>*)  VI  5  3.  S.  112.  Das  Schlufsresultat  dieses  Paragraphen  war  bereits 
angegeben  in  §  1  der  Arbeit:  Zur  projektiven  Geometrie,  math.  Ann.  B.  48, 
S.  573  ff.;  dort  war  ausdrücklich  die  Annahme  gemacht,  dafs  alle  projektiven 
Transformationen  fi^r  einen  fest  gewählten  Bereich  eindeutige  Resultate  liefern. 
Das  dort  unter  dieser  Annahme  für  den  eindimensionalen  Raum  gewonnene 
Ergebnis  habe  ich  geglaubt,  hier  nicht  wiederholen  zu  sollen 

»»)  VI  §4  S.  112.  Man  vergleiche  §  2  der  Arbeit:  Zur  projektiven 
Geometrie,  math.  Ann.  B.  43.  In  vieler  Hinsicht  wäre  es  besser  gewesen, 
die  §$  5  u.  6  dem  $  4  vorangehen  zu  lassen;  da  aber  in  §  6  einige  Sätze 
über  Transformations-Gruppen  nicht  wohl  entbehrt  werden  können,  welche 
mit  dem  in  $  4  gegebenen  Beweise  besonders  eng  zusammenhangen,  so  schien 
es  angebracht,  diesen  voranzustellen. 

1^)  VI  ^  7.  S.  156.  Amodeo,  quali  possono  essere  i  postulati  fonda- 
mentali  della  Geometria  proiettiva  di  uno  Sr,  Atti  della  R.  Acc.  delle  Scienze 
di  Torino,  vol.  XXVI. 

Fano,  sui  postulati  fondamentali  della  Geometria  proiettiva  in  uno 
spazio  lineare  a  un  numero  qualunque  di  dimensioni,  Giomale  di  matematiche, 
vol.  XXX. 

*»)  VII  S  2.  S.  171.  Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie  unter 
Benutzung  der  Vorträge  von  Clebsch.     B.  2,  S.  547,  548. 

Über  den  Inhalt  dieses  Paragraphen  möchte  ich  noch  bemerken,  dafs 
manche  Geometer  glauben,  die  durch  zwei  Strahlen  gebildete  Figur  nicht  als 
Winkel  bezeichnen  zu  dürfen,  und  deshalb  dieser  Figur  einen  eigenen  Namen 
beilegen. 

'«)  VII  S  3.  S.  181,  182,  183.  Schotten,  planimetrischer  Unterricht 
B.  1,  S.  261. 

Grelle,  Zur  Theorie  der  Ebene  (Journal  für  Math.  B.  45). 

Deahna,  demonstratio  theorematis,  esse  superficiem  planam.  Mar- 
burg 1837. 

>')  VII  §  4.  S.  190.  Durch  das  hier  angegebene  Beispiel  beweist 
Weierstrafs  die  Unrichtigkeit  des  sog.  Dirichletschen  Princips  (Werke,  B  2, 
S.  49—54). 

")  VII  §  4.  S.  190.  Bettazzi,  il  concetto  di  lunghezza  e  la  retta, 
annali  di  matem.  S«  IL  T.  XX, 

«»)  VII  §  6.  S.  198.  Wundt,  Logik  B.  I.  In  den  Darlegungen  der 
ersten  und  der  zweiten  Auflage  habe  ich  keinen  wesentlichen  Unterschied 
gefunden. 
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*»)  VII  S  7.  S.  204.  Überweg,  Die  Prindpien  der  Geometrie,  wissen- 
schaftHch  dargesteUt;  Archiv  für  Philologie  und  Pädagogik  B.  17  (1851).  Die 
französische  Übersetzung,  welche  Delboeuf  verfaist  und  seinen  Proligoiiiäies 
philosophiques  de  la  g^om^trie  (Li^ge  1860)  beigegeben  hat,  fuhrt  den  Utel: 
Exposition  scientifique  des  principes  de  la  gtomötrie,  pT^cidbc  d'une  cfiscnssion 
sur  le  fondement  de  b  certitude  des  propositions  premiäres  de  cette  sdence. 

Wegen  der  beabsichtigten  Neubearbeitung  vergleiche  man  die  Erinne- 
rungen, welche  Theod.  Toeche  der  dritten  Auflage  des  dritten  Teiles  von 
Überwegs  Geschichte  der  Philosophie  vorausschickt. 

Die  erwähnten  Arbeiten  von  Helmhohz  sind  unter  80.  angegeben. 

*^)  VII  S  8.  S.  208.  Essai  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  G^o- 
m^trie  et  de  la  M^canique,  par  J.  M.  de  Tilly,  Bordeaux  1879.  Meine  Be- 
merkung (math.  Ann.  B.  85,  S.  430),  Tillys  Voraussetzungen  kämen  darauf 
hinaus,  zu  fordern,  dafs  die  entsprechende  Transformations-Gruppe  eine  einzige 
wesentliche  Invariante  zwischen  zwei  Punkten  hätte,  ist  nicht  zutreffend;  als 
ich  sie  machte,  war  es  mir  unmöglich,  die  Arbeit  selbst  einzusehen.  Das 
Bedenken  Lies,  die  Forderung  der  Stetigkeit  habe  keine  Berechtigung,  ehe  der 
Raum  als  Zahlenmannigfaltigkeit  vorausgesetzt  werde,  kann  ich  als  berechtigt 
nicht  anerkennen. 

»»)  VII  S  9.  S.  214.  Das  Werk  Veroneses  wurde  unter  9.  angegeben; 
man  vergleiche  die  Besprechung  durch  Schön  flies  (Göttinger  Anzeigen 
1896).  Für  den  Wortlaut  habe  ich  geglaubt  mich  ganz  an  die  Übersetzung 
des  Herrn  Schepp  anschliefsen  zu  sollen,  auch  da,  wo  ich  eine  andere  Fassung 
gern  vorgezogen  hätte. 

Wenn  Veronese  meint,  Klein  habe  zuerst  den  Unterschied  zwischen  den 
beiden  Formen  des  Riemannscheu  Raumes  angegeben,  so  ist  er  in  einem 
Irrtum,  der  um  so  weniger  verstanden  werden  kann,  da  er  meine  beiden  Ar- 
beiten im  86.  und  89.  Bande  des  Journals  erwähnt  und  auf  Kleins  Arbeit  im 
37.  Bande  der  Annalen  hinweist. 

*3)  VIII  5  1.  S.  243.  Nachdem  Lie  die  Theorie  der  Transformations- 
Gruppen  in  zahlreichen  Abhandlungen  begründet  hatte,  hat  er  die  Ergebnisse 
seiner  Forschung  in  dem  dreibändigen  Werke:  Theorie  der  Transformations- 
Gruppen,  bei  dessen  Abfassung  ihn  Engel  unterstützt  hat,  vereinigt  (Leipzig 
1888,  1890,  1893). 

**)  VIII  5  3.  S.  264.  Über  die  Invarianten  im  weiteren  Sinne  vergleiche 
man  S.  218 — 220  im  ersten  Bande  von  Lies  Werk,  sowie  meine  Arbeit:  Er- 
weiterung des  Begriffs  der  Invarianten  von  Transformations-Gruppen  (math. 
Annalen  B.  35,  S.  423  ff.). 

«)  VIII  5  4.  S.  270.  Lie  hat  bereits  in  den  Leipziger  Berichten  (Okt. 
1890)  und  dann  im  dritten  Bande  seines  grofsen  Werkes  alle  Invarianten  be- 
stimmt, welche  eine  transitive  Gruppe  in  drei  Variabein  zwischen  zwei  Wert- 
systemen besitzen  kann,  falls  alle  ihre  Invarianten  auf  eine  einzige  zurückgeführt 
werden  können.  Die  vorliegende  Aufgabe  geht  insofern  weiter,  als  ich  zu- 
lasse, dafs  in  der  Gruppe  noch  andere  Invarianten  vorkommen;  dagegen 
bestimme  ich  die  Form  der  Invariante  nur  unter  der  Annahme,  dafs  die  beiden 
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Wertsysteme  unendlich  wenig  von  einander  verschieden  sind,  während  Lie 
diese  beschränkende  Annahme  nicht  macht. 

»«)  VIII  S  6.  S.  296.  Die  Aufgabe,  alle  Gruppen  zu  bestimmen,  welche 
einer  in  den  Differentialen  quadratischen  Gleichung  genügen,  hat  Lie  vor 
langem  unter  der  Bedingung  gelöst,  dafs  bei  der  Ruhe  eines  Punktes  die  von 
ihm  ausgehenden  Differentiale  auf  die  allgemeinste  Weise  in  einander  trans- 
formiert werden ;  meine  Herleitung  geht  von  einer  anderen  Forderung  aus. 

Wenn  wir  auch  in  15.  die  Behandlung  einiger  specieller  Fälle  dem  Leser 
überlassen  durften,  so  dürfte  es  doch  angebracht  sein,  die  entsprechenden 
Gruppen  wenigstens  mitzuteilen.  Wir  setzten  bei  unserer  Herleitung  voraus, 
dafs  keine  der  Gröfsen  c^    c^  —  o'^  c^  +  c^  —  c«    c^  +  c^  —  ctf  gleich  null 

ist.    Damit  aber  eine  dieser  Gröfsen  verschwindet,  mufs  ao  entweder  gleich 
— 2w  oder  ■»  —  ctf  oder  «»  -  oder  =  2ctf  oder  =  w  oder  ■-  0  sein.    Nun 

2 

zeigt  man  leicht,  dafs  in  den  drei  ersten  Fällen  die  angegebene  Form  unge- 
ändert  bleibt.    Für  ao  =  2ctf  gelten  folgende  Beziehungen: 

(SS)  =:  a;S',  (QvS)  =  vtuQLv,  (aiS)  =  aQ«,  (a,S')  =  -  ceia.,  (Q.S')«0, 

(Q.as)  =  o,  (Q,a8)=o,  taia«)-2ba.; 

die  Gruppe  wird  durch  die  fünf  Transformationen  erzeugt: 

Pi  —  2bx2P8,  Pj,  ps,  ctfx,pi  +  2a>xsps  +  3ceiXsPs,  axjp,  +(ctfXj  -f  abx;)ps. 
Wird  ao=»ai,  so  erhält  man  für  die  Kombinationen  folgende  Gesetze: 

(a vS)  =» (V - 1) «>a y.  (CiiS')  =  aa«  +  bs-,  ca^s') - a>a.,  (OsS)  =  o, 
(a,a,)-o,  (aiao-caj  +  2eS',  (ai(ia)«(c+b)a.. 

Um  die  Komponenten  der  infinitesimalen  Transformationen  aufzustellen, 
beachte  man,  dafs  S  und  S'  von  der  ersten  Ordnung  sind,  also  den  Nullpunkt 
in  Ruhe  lassen;  dadurch  wird  man  auf  folgende  Ausdrücke  gefuhrt: 

Qj  =  Ps,  Q.1  —  P2,  Qi  =  Pi  —  (b  +  c)  paXs  —  cpsXj  +  wexlpi  —  2eAp,X8, 

S  =  aipsXg  4-  2(eip8Xs,  S'  =  —  wpsXs  +  Ap^, 

wo  A  eine  blofse  Funktion  von  x^  ist,  welche  der  Differentialgleichung  genügt : 

dA 

-i — |-  (c  —  b)  A  -f  2eA*  =  a,  und  für  xi  —  0  verschwindet. 

Endlich  ergeben  sich  für  ao «-  0  folgende  Relationen : 
(Q.yS)  =  (v-2)ceiav,  (aiS')«2aQ„  (a.S')  =  -  a>(la,  ((1«S')  =  0, 

(a,ai) = hdu  (Qsa.)  -  bQ„  caia.)  =  ^*^a„ 

denen  für  ctf  «=■  —  1  die  Transformationen  entsprechen : 

Qj  =  Ps,  Q.»  «=»  P»  +  bx,p,,  0.1  =»  e   '^*  pi  +  2abx,ps  +  ab'xjps, 
S  =  x,pi  — XjPs,  S'  =  abxfpi+2axip, +  b(e     *  — i)ps. 

Alle  diese  Gruppen  haben  die  Eigenschaft,  dafs  bei  der  Ruhe  des  Null- 
punktes die  Ebene  Xis»0  in  sich  bewegt  wird;  demnach  brauchen  wir  in 
§  10  auf  sie  keine  Rücksicht  zu  nehmen.  Ebenso  dürfen  wir  in  $  10,  6  die 
zweite  in  $  6,  19  mitgeteilte  Gruppe  ausschliefsen,   da  erstens  bei  der  Ruhe 
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des  Nullpunktes  die  Ebene   aix,  +  ^s^s +^8^8   ^^  sich  verschoben  wird   und 
zweitens  die  quadratische  Form  in  zwei  Faktoren  zerfallt. 

»')  VIII  S  7.  S.  314.  Über  diejenigen  Axiome,  welche  man  durch  Ein- 
fuhrung der  Koordinaten  macht,  handelt  die  unter  1.  erwähnte  Arbeit  von 
Burkhardt. 

^)  VIII  §  7.  S.  315.  Die  folgende  Darlegung  ist  eine  Umarbeitung  des 
ersten  Paragraphen  meiner  Programmarbeit:  Erweiterung  des  RaumbegrifFes 
(Braunsberg  1884).  Wenn  ich  auch  auf  die  Kritik  des  Herrn  Lie,  die  er  an 
meinen  Arbeiten  ausübt,  in  ihren  Einzelheiten  nicht  eingehen  mag,  da  ich 
einerseits  darin  die  (vielleicht  unbewufste)  Absicht  sehen  mufs,  das  von  mir 
Geleistete  zu  verkleinern,  andererseits  einen  Mann,  der  in  Kleins  Entdeckungen 
nur  die  Popularisierung  eines  Cayley sehen  Gedankens  erblickt,  für  einen  kom- 
petenten Beurteiler  nicht  halten  kann,  so  mufs  ich  doch  der  Besprechung  dieser 
Arbeit,  bei  deren  Abfassung  mir  Lies  Untersuchungen  über  die  Transformations- 
Gruppen  ganz  unbekannt  waren,  einige  Worte  widmen.  Die  allgemeine  Theorie 
des  Raumes  hatte  mich  auf  die  Transformations-Gruppen  gefuhrt,  und  es  war 
mir  gelungen,  mehrere  Grundgesetze  der  Theorie  selbständig  zu  finden.  Als 
mich  Herr  Klein  auf  Lies  Arbeiten  verwies,  sah  ich,  dafs  mir  der  norwegische 
Gelehrte  nicht  blofs  in  der  Zeit  vorangegangen  war,  sondern  mich  auch  in 
der  Bewältigung  des  Stoffes  weit  überholt  hatte.  In  der  Freude  darüber,  dafs 
hierdurch  auch  die  allgemeine  Theorie  der  Raumformen  sehr  gefördert  war, 
erklärte  ich,  dafs  der  Inhalt  mehrerer  Paragraphen  meiner  Arbeit  zuvor  von 
Lie  gefunden  sei.  Diese  Erklärung  war  ungenau  und  mufste  deshalb  später 
dahin  richtig  gestellt  werden,  dafs  einige  darin  enthaltene  kleinere  Einzelheiten 
zuerst  von  mir  angegeben  seien.  So  war  dort  der  Satz  mitgeteilt,  dafs  jede 
Gruppe,  die  von  mehr  als  drei  Parametern  abhängt,  vertauschbare  Transfor- 
mationen enthält.  Für  diesen  Satz,  der  doch  auch  in  meiner  ersten  Erklärung 
Herrn  Lie  beigelegt  war,  giebt  dieser  meine  Priorität  ausdrücklich  zu.  V^on 
den  übrigen  darin  enthaltenen,  mir  eigentümlichen  Sätzen  behauptet  er  aber, 
sie  seien  ausnahmslos  falsch.  Um  das  zu  beweisen,  ersetzt  er  das  von  mir 
gebrauchte  Wort  Raumform  durch  Transformations-Gruppe  und  stellt  Gruppen 
auf,  für  welche  die  von  ihm  mitgeteilten,  mir  zugeschriebenen  Sätze  nicht 
gelten.  Dieser  Beispiele  hätte  es  aber  nicht  bedurft;  es  genügte,  darauf  hin- 
zuweisen, dafs  die  Sätze  nur  auf  transitive  Gruppen  fuhren.  Darin  liegt  aber 
auch  der  Grund  für  den  Irrtum  des  Herrn  Lie.  Ich  habe  nirgends  Rauni- 
formen  und  Transformations-Gruppen  identifiziert,  vielmehr  ausdrücklich  her- 
vorgehoben, dafs  zur  Darstellung  der  Raumformen  nur  transitive  Gruppen 
geeignet  seien.  Meine  Sätze  betreffen  Raumformen,  sollen  also  für  intransitive 
Gruppen,  aus  denen  Lie  seine  Beispiele  entnimmt,  gar  nicht  gelten.  Dabei 
kann  ich  nur  meine  Freude  darüber  ausdrücken,  dafs  Lie  die  Sätze  selbst  jetzt 
noch  nicht  kennt,  da  ich  glaube,  dafs  sie  einige  Wichtigkeit  besitzen;  fiir  drei 
Variabele  habe  ich  sie  in  Will  §  6,  18  wieder  mitgeteih. 

*«)  VIII  5  7.  S.  324.  Diese  Beispiele  sind  von  Lie  angegeben,  um  die 
Unrichtigkeit  gewisser  von  Helmholtz  gemachten  Angaben  zu  beweisen.  Ich 
darf  wohl  erwähnen,   dafs   die  Gleichung  (27)  auf  S.  459  des   dritten  Bandes 
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von  Lies  Werk  durch  einen  Druckfehler  entstellt  ist;  die  richtige  Form  findet 
man  im  vorliegenden  Werke  auf  S.  327  unter  (U). 

»*)  VIII  S  8  S.  329.  Über  die  Grundlagen  der  Geometrie  handeh  Helm- 
holtz  aufser  in  einigen  populär  -  wissenschaftlichen  Vorträgen  in  den  Ab- 
handlungen : 

a)  Über  die  thatsächlichen  Grundlagen  der  Geometrie;  Verhandlungen 
des  naturhist.-mediz.  Vereins  zu  Heidelberg,  1866. 

b)  Über  die  Thatsachen,  die  der  Geometrie  zum  Grunde  liegen;  Göttinger 
Nachrichten  1868. 

c)  Über  den  Ursprung  und  Sinn  der  geometrischen  Sätze,  in  englischer 
Übersetzung  im  »Mind«  1879  veröffentlicht. 

Diese  drei  Aufsätze  sind  mit  kleineren  späteren  Zusätzen  in  den  zweiten 
Band  der  wissenschaftlichen  Abhandlungen  (S.  610 — 662)  aufgenommen. 

Die  geometrischen  und  mechanischen  Anschauungen  Helmholtz*  hat 
Königsberger  vor  kurzem  in  einer  eigenen  Schrift  behandelt. 

Lies  Kritik  findet  man  u..  a.  im  dritten  Bande  seines  grofsen  Werkes. 

31)  VIII  $  9.  S.  335.  Lies  Untersuchungen  sind  zuerst  in  den  Leipziger 
Berichten  und  dann  im  dritten  Bande  seiner  Theorie  der  Transformations- 
Gruppen  •  mitgeteilt. 

»«)  VIII  S  10.  S.  340.  Ich  verweise  auf  meine  Abhandlung:  Über  die 
Grundlagen  der  Geometrie,  im  109.  Bande  des  Journals.  Die  in  dieser  Arbeit 
angegebene  Charakterisierung  der  eigentlichen  Raumformen  reicht  nicht  für 
jede  Zahl  von  Dimensionen  aus,  wie  das  auf  S.  346  mitgeteilte  Beispiel  zeigt ; 
dafs  mein  Beweis  nicht  befriedigen  konnte,  hat  bereits  Lie  hervorgehoben. 
Dabei  bemerke  ich,  dafs  mir  bei  ihrer  Abfassung  Lies  in  den  Leipziger  Be- 
richten erschienene  Arbeiten  unbekannt  waren,  dafs  wahrscheinlich  auch  seine 
letzte  darauf  bezügliche  Arbeit  (vom  Okt.  1890)  überhaupt  noch  nicht  er- 
schienen war. 
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